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Vorwort. 



Zu der Abfsissung des vorliegenden Werkes bin ich veranlasst 
worden durch das mir in meiueiii Amte melirfach entgegenszetretene 
Bedürfiiiss nach einem Buche, welches geei{2:npt if?t, die Stinliieiiden 
der Matlirniatik und Physik soweit in die (Tnuallehren und Me- 
thoden der allgemeinen Mechanik einzutuhren, als diese i?) den 
\ orlt sunj^'eii uher die einzelnen Theile der theoretiHchon Physik zur 
Anwendung kommen und als Ijckannt vorau<2^esetzt werden müssen. 
A;;->>crdrm hal>e ich gemeint, dass bei der immer wachsenden Be- 
»leutung, weh'lu- tlieoretisch -physikalische, specidl mechanische Be- 
trachtungen in den verschiedensten Gebieten der Naturwissenscliatt 
gemnnen, dem Chemiker, Mineralogen, Physiologen u. s. f. ein Buch 
willkommen sein möchte, welches die anal}'tische Mechanik nicht 
nach ihren mathematischen, sondern nach ihren physikahscheu Be- 
ziehungen behandelt, in knapper Form alles für das Verstäudniss 
und die Anwendung Wesentliche bietet und doch nur geringe mathe- 
matische Vorkenntnisse des Lesers erfordert. Denn, wie der Name 
elementare Mechanik*' andeuten soll, wird in dem vorliegenden 
Werk nur der Inhalt der gewöhnlichen einleitenden Vorlesungen 
über lutinitesimalrecbnung und analytische Geometrie TOrausgesetKt» 
TOD der Theorie der Heihen» der Differentialgleichungen, der Poten- 
tialfnnction, der elliptischen Functionen u. s. w. aber kein Gebrauch 
gemacht 

Der Zweck, durch die Entwickelung der Grundgesetze der 
Mechanik in das Studium der theoretischen Physik einzufilhren, hat 
die Form des Buches bestimmt Von der Vollstäudigkeit, welche 
«in Handbuch der Mechanik zu zeigen hat, mosste durchaus abge- 
sehen und in jeder Hinsicht nur eine Auswahl geboten werden. Die 
Ableitung; der Grundgleichungen für die Bewegung von Massen- 
puukten, vuu starren und von nicht starren Körjiem ist auf möglichst 
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Vorwort. 



directe und anschauliche Weise ▼orgenommen nnd jede Auseinander- 
setzung über andere zu ihnen (tihrende Wege, wie Qber die hiermit 
im Zusammenhang stehenden allgemeinen mechanischen Principieu, 
ist unterlassen. Von Anwendungen sind besonders solche bevorzugt, 
welche eine praktische Bedeutung haben, z. B. die Theorie wichtiger 
])bysikaHscher Messinstrumente liefern. Bei allen ist ein grosser 
Werth auf die Discussion der theoretischen Besultate gelegt, um 
sowohl zn zeigen, welche Fragen an dieselben gestellt werden können, 
als auch, wie ihre Beantwortung zu finden ist Eine Reihe von 
Nebendingen, welche dem Anfilnger leicht Schwierigkeiten bieten, 
aber gemeinhin übergangen werden, wie das doppelte Vorzeichen in 
Dirt'ercntial- und Intt'i:r;ilgleiehungen, das (lülligkiitsbereicb von 
I.<>sungt'n und dergL, sind iiiil Aiisfiilirlii-hkrit besprochen, lun den 
licser zu veranlassen, sich über jeden gcihuneu Schritt vollütiiudige 
Klarheit zu verscliart'en. 

Die }^es( hriuikuiig hin.sichtlich der AnwMidung »ler Hülfsmittel 
der M;itlieiua.tik hat besonder,«i im diitfeii Tlu il, di r Mechanik nicht- 
starrer Körper, zu einer von der gebiiuK liun theilweise a))- 
weiehenden Darstellung geführt. Da die Tiieorie der partiellen 
Differentialgleichungen nicht vorausgesetzt werden sollte, so war es 
nöthig, sowohl in der Dynamik idealer und reibender Flüssigkeiten, 
wie in der Statik dar elastischen Körper von der Hetrachtung un^ 
endlicher Kdrper auszugehen, für diese ein System von pnrti- 
culären Tirisungen der bezüglichen DiilerentialgleichanL^en aufzu- 
stellen und den Uebergang zu endlichen Körpern dadurch vor» 
zunehmen, dass OberÜächen aufgesucht wurden, welche bei Annahme 
dieser Lösungen unter gewissen Umständen ihre Begrenzungen bilden 
können. Wurde durch diese Methode die Behandlung einiger wich- 
tiger Probleme, z. B. der Biegung eines elastischen Stabes, un- 
thunlich, so ergaben sich dafür andererseits interessante nnd lehr- 
reiche Beziehungen zvdschen gewissen Problemen der Elasticität 
und der Hydrodynamik, die bei der gewöhnlichen Darstellung nicht 
so lebendig hervortreten. 

Von Quellenangaben bezüglich der behandelten Probleme oder 
der gewählten Darstellung habe ich vollkommen abgesehen; die- 
selben hätten bei der so ausgt^dehnten Literatur ühcr Mechanik datt 
Buch unverhältnissmässig belastet und erschienen mir um 80 mehr 
überflüssig, als jeder Leser, der in dieses (lebiet tiefer eindringen 
will, zu einem der grossen Handbücher id)er Mechanik m« ifi-n wird, 
in denen sich uusführliche LiU j aiurvorzeichnis-.c linden. 
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Vorwort 



Hier will ich nur hervorheben, dass die ,,Eliiileitiiiig in die theo- 
retische Physik" betitelten Vorlesungen meines Terehrten Lehrers 
F. K. Xei mann (Leipzig 1883), welche in einem engeren Bereich 
uahe dasselbe Ziel verfolgen, wie meine Arbeit» mir vielfache An- 
regungen und hinsichtlich der Anwendung der mechanischen Glei- 
chungen auf die Theorie physikalischer Messinstrnmente auch di* 
lecte Vorbilder geliefert haben.^ Andererseits habe ich die Vorzüge 
neuerer, theilweise vereinfachter Daistellungsweisen, die sich in den 
Vorlesungen von A. Clebsch, C. Nsumakn, G. Kibchhoff und An- 
deren finden, mdglichst auszunutzen gesucht Eigenes zu geben bot 
sich natürlich in einem so unendlich viel angebauten Gebiete nur 
selten Gelegenheit, am meisten noch im letzten Theil, der, wie oben 
gesagt; fOr die besonderen Ziele dieses Buches eine besondere Dar- 
stelluni? verlangte ; vielleicht erweckt die Behandlung der elastischen 
Schwingungen unter consecjuenter Benutzung der von Riem a NN in 
seiner Arbeit „Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwelleu von end- 
licher Schwingungsweite" (Abli. der Gött. Ac. d. Wiss. VII T, ISGO) 
zuerst niitgetheilten, äussernt anschaulichen Integnitionsniethode das 
hiter»*sse auch des F.ulinianncs. Im T^-Viri'^fü konnte nuim» Anf- 
tiaitf mir sein, aus der Fülle d<^s Materialcs Passcniit-s :ms/uwithlen, 
«lurch Anordnung und Darhtcllnrifj das Interesse .m «lein Gciren- 
staml zu wecken und das Verbtandniss der Kntvvirki'luiiL'cii zu or- 
i»*ichtern; ich halx' mich <lpr«elben mit ^ross^er I^i« Ic unterzogen 
und hot^e, «las gesteckte Ziel nicht L,'aii/, \ertchlt zu haben. 

Den Hern'Ti Dr. P. IIki di; und Dr. b. Po( KKr.s, welche mich 
hei der Correctur des Satzes treulich unterstützt haben, sage ich für 
ihre Hülle hcrzlichsteu Dank. 

* Leider »iud «lifHi; VorK-sangen in iVlilei-li ilt« r (jcMtnlt herausgo^fifben 
voiden, «law man Bedenktui trugen muss, AotHuger auf »U". zu verweiüeu* 

Göttingen, im .lull löt<9. 

>V. \ ui:it. 
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Vorwort zur zweiten Autlage. 



Der Grundplan meiner „eloiiieiitareu Mechanik'* ist für die 
zweite Auflage ungeändert beibtilialteü worden. Die von mir seit 
dem er^stiiiaiigen Erscheinen des Werkes goniacliti'n Ert'aliningen 
hf^bcn niicli in der früher vertretenen Ansicht nur l>estiirkt, dass es 
sich bei (hr Einführung in eine Disciplin emptiehlt, einen ein- 
zigen, möglichst anschauliclicn Woi; der Kntwickeluii g con- 
seqnent zu verfolgen und die antlrreii, f^'leiclivicl wie interessanten, 
gäuzlii'h bei Seite zu lassen, ist auf diese Weise das (lebiet ein- 
mal vollständig durchgearbeitet, so wird ein späteres k)tudium an- 
derer Darstellungsweisen kauu» mehr verwirren. 

l^ie früher mit Rücksicht auf ihre praktische Bedeutung aus- 
gewählten Anwendungen der allgemeinen Tlieorie sind l>eihehalten 
und nur um zwei yermehrt worden (s. iS. 110 und 529). Die Auf- 
nahme der letzteren von ihnen in die erste Aui la^^'e war nach dem 
oliigon Vorwort nur deshalb nnterblieben , weil das bezügliche Pro- 
l>lem eine von den anderen gebrachten Klasticitätsprohlemen merk- 
lich abweichende Behandlung verlangt und sich daher in die Dar- 
stellung nicht recht einfügen wollte. Die Ueberlegung seiner grossen 
praktischen Wichtigkeit hat mich veranlasst^ nach einem Wege zu 
suchen, um es ungezwungen den übrigen anzugliedern. 

Die neue Auflage unterscheidet sich somit, abgesehen von der 
selbstverständlichen Berichtigung hervorgetretener Fehler und Un- 
genauigkeiten, von der ersten wesentlich nur in der Form. Es ist 
versucht worden, die Verständlichkeit durch stellenweise sehr er- 
weiterte Darstellung, die UebersichtUchkeit durch Zerlegung einzelner 
etwas langer Paragraplien in mehrere zu erhöhen; in einer neu hin- 
zugefiigten Einleitung sind einige wichtige allgemeine Ueberlegungen, 
die ehedem im Texte zerstreut waren, zusammengefasst und vervoll- 
ständigt, um so nachdrücklicher zu wirken. Ich darf hoffen, dass 
die Brauchbarkeit des Buches hierdurch gewonnen hat. 

Die Herren Proff. Pockels und Wiechki;] li.ibeu mich bei der 
Dur«'.hsicht der Druckbogen in der licbeubwürdigsten Weise unterstüt/.U 

Göttin gen, im October lüüO. 

W. VoigU 
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1. dmkter te BaantoUiuig. In der DantoUimg der Hecbaiuk 
lanen noh zwei Tereeliiedene BichtimgeD antencheiden, die man in 
ilmii oonseqnenteaten Vertretern einander als mathematische nnd 
physikalische gegenttberstellen kann. 

Die entere Bichtang betrachtet als die Aufgabe der Mechanik 
& aaalytiflche oder geometrisdie ÜntersadiQng der Eigenschaften 
flines gewissen Sjstemes ton Differentialgleicliangen, deren oft nur 
loser Zusammenhang mit gewissen ans den Beobachtangen ge- 
schlossenen Gtesetsen zwar den Namen des betreffenden Gebietes 
bedingt, aber im Uebrigen eine wesentliche BoUe nicht spielt Die 
verschiedenen Tbeile der Mecbanik werden nach den Gestalten dieser 
Gleichungen gesondert, die Statik wird demgemäss der Regel nach 
von der Dynamik getrennt vnd ihr, als auf einfacheran Gleichungen 
beruhend, yorausgestellt. Die speciellen Probleme werden zu er- 
heblichemy nelleicht zu überwiegendem Theil nicht der ErfiUinmg 
entnommen, sondern meist zum Zwecke der Anwendung gewisser 
allgemeiner und strenger Integrationsmethoden mit nur geringer 
itecksichtnahme auf wirkliche Verhältnisse erfunden* 

Die letztere Bichtung sieht die Mecbanik als einen Zweig jener 
tiscten Naturwissenschaft an, deren letztes Ziel die Ableitung der 
oameriscben Gesetze der wirklichen Erscheinungen darstellt; sie 
^^tracht«t sie insbesondere als Grundlage der ganzen theoretischen 
Pbjsik^ weil es einerseits dem menschlichen Verstand Bedürfniss ist, 
(nrnde Erscheinungen durch bekannte Vorgänge und besonders durch 
<ile einfaebsten und bekanntesten mechanischen zu erklären, und 
»t'il andererseits fast alle exacten Messinstrumeute auf mechanischeu 
l'rincipien ruhen. Die Differentialgleichungen sind ihr der Ausdrnek 
^>*stimmter, eventuell unter Zuhülfenahme sorfxfTiltiii; formulirter 
Hypothesen, aus di'r Krfahrung geschlossener Elenientar<,'e8etze ; da 
die tundament^ileu ßegritfe sämmtlich aus der Betrachtung von Be- 
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wegangBTorgangeii abgeleitet werden, so stellt sie deren Behandlang 
an die Spitze ihrer Daretellnng und &88t die Erscheiniingen des 
Oleichgewichtes als spedelle Fälle tou jenen aal Die einzelnen 
Probleme entnimmt sie der Begel nach der Wirklichkeit» und da die 
Beobaehtnngen nnr eine hegrenzte Genanigkeit besitzen, so taugt 
ihr eine jene Genanigkeit erreichende Ann&herung ebenso, wie 
eine strenge Iiösung. 

Biese physikalische Richtung soll die nachfolgende 
Darstellung einhalten. Es wird demgemäss nicht nnr auf die 
Beziehung der allgemeinen Formeln zu der EIrfahmng grosses Gre* 
wicht gelegt werden, es werden auch die speciellen Probleme, in 
erster Linie messbare Vorginge, häufig die Theorie wichtiger Mess* 
instmmente oder Anwendun^'on nu l aiiischer Gronds&tze auf andere 
Gebiete der theoretischen Physik betreffen, und angenäherte Lö- 
sungen werden willkommen sein, wo strenge nicht möglich oder ohne 
höhere Mittel der Analysis nicht erhältlich sind. 

£he wir zn unserem speciellen Gegenstand übergehen, wollen 
wir einige, nicht nur für die Mechanik, sondern ebenso für alle Ge« 
biete der theoretischen Physik wichtige allgemeine Begriffe erörtern, 
die wegen ihrer vielfältigen Anwendungen am besten an der Spitze 
der Darstellung stehen. Wir gewinnen dadurch den Vortheil, weiter* 
hin den Zusammenhang der Kntwickelung besser wahren zu können, 
indem wir jedes Mal nur auf das Eingangs Gesagte zurückverweisen. 
Freihch hat dies Verfahren den Nachtheil, dass die vorausgeschickten 
allgemeinen Bemerknngen zunächst etwas abstract und fremdartig 
anmuthen; indessen ist zu hoften, dass die binnen Kurzem von 
ihnen zu maclienden Anwendunpjen zu voller Vertrautheit mit den 
einzuführenden fundamentalen Begriffen fuhren werden. 

2. Einheiten und Benennungen. Die Grundvoraussebsung für 
die Anwendbarkeit der Theorie auf irgend ein Gebiet der Physik 
ist die Messbarkeit der ihm zugehörigen Erscheinungen; erst wenn 
zahlenmässig bestimmte Beobachtungsdaten Torliegen, können nume* 
rieche Gesetze angewendet und geprüft werden. 

Unter Messung einer physikalischen Grösse F versteht man 
ihre Vergleichnng mit einer gleichartigen Normalgrösse ®, die man 
als Maasseinheit wählt. Das Resultat dieser Vergleidinng ist das 
Verhaltnise 



welches als Zahlgrösse oder Zalilwerth von rbezeichnet wird. Die 
physikalischen Gesetze stellen matbematische Beziehungen zwischen 
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derartif,'eii Zahlgrössen verschiedener Herkunft dar, welche ausser 
ihnen noch Constanten enthalten. 

Ans der Definition der Zahlgrösse 0 ergiebt sich unmittelbar 
der Satz: der Zahlwertb einer physikalischen Ordsse ist der 
fAr Bio gewählten Einheit indirect proportional 

Schreibt man die vorstehende Formel in Gestalt 

r=G.®, (2) 

10 stellt sie den Werth der physikalischen Grösse r als das Pro- 
dsct aus ihrem Zahlwerth in ihre Einheit dar; in dieser Verbin- 
dimg kann man (S^ auch als die Benennung von JT bezeichnen. 
Die Namen M^nheit" und i^enennung" bedeuten somit dasselbe 
nd unterscheiden nur — wie Gleiches Ton den Formeln (1) und (2) 
gQt — zwei ein wenig Terschiedene Betrachtungsweisen. Dass 
die obige Darstellung dem gewöhnlichen Sprachgebranch durchaus 
entsprich^ erkennt man leicht, indem man sich des Vorganges der 
Messung einer Länge entsinnt 

Zu Maasseinheiten geeignete Grössen müssen scharf beobacht- 
Inr, ttSTerftnderlich, resp. in ihrer Veränderlichkeit bekannt, und, 
wem nicht conserrirbar, leicht und sicher reconstruirbar sein. Die 
Einheiten dei Li uge und der Zeit geben hierfdr die einfachsten 
Beispiele. I>ie wissenschaftliclie Längeneinheit ist das Centimeter, 
nahezu dem tausendmillionsten Theil des Erdquadranten gleich, in 
pr&ciser Weise definirt als der hundertste Theil der Länge des in 
Paris aufbewahrten Normalmeterstabes bei der Temperatur des 
schmelzenden Eises. Die wissenschafthche Zeiteinheit ist die Se- 
cunde, nahezu dem 86 400ten Theil der Dauer eines Sonnentages 
gleich, genauer dbfinirt als der gleiche Theil derjenigen constanten 
Tageslänge, d. h. des mittleren Sonnentages, die man erhalten würde, 
wenn die Erde hei derselben Drehungsbewegung sich statt in einer 
fÜlipse in einem Kreise um die Sonne bewegte, und zwar so, dass 
ihr Mitteli)iinkt in gleichen Zeiten gleiche Wege zurücklegte. In 
d^r Tf^chnik wird als Längeneinheit häoäg das Meter, als Zeiteinheit 
mitunter die Minute benutzt 

3. Binföhning von Benennungen in die Gleichungen der Physik. 
Kach dem Vorstehenden sind alle physikalischen (lesetze 
tnnächst Formeln zwischen lauter reinen Zahlgrdssen. Da 
die Anschaulichkeit indessen erheblich gewinnt, wenn man sich der 
Bedeutung und Benennung derselben erinnert, so pflegt man durch 
eine Anwendung des zu Gleit^hung (2) (lesagten die Zahlgrössen mit 
ihren B€nennungen zu versehen, indem man entweder die ge- 
sammten Formeln mit denselben multiplicirt oder einzelne 
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Theiie tod ihnen mit denselben erweitert Die beiden Seiten 
einer Oleichnng nnd alle Glieder einee AggE^ptee erhalten hier- 
dnrch itetB nnter einander gleiche Benennungen. 

Da wir bisher noeh kein phfsflcalisclies Gesetz abgeleitet habeui 
80 mag ein Beispiel aas der Geometiie entldmt werden, mn die 
Anwendung der Methode zanichst in einem apeciell e n Falle m 
zeigen. Ein bekannter Safts ergiebt die Fliehe eines Bechteeb 
proportional mit dem Fkodnct der beiden Seiten, d. L, wenn F die 
ZahlgrOese der Fliehe ist^ x nnd y diejenigen der Kanten sind: 

F=f.x,>j, (3) 

wobei / einen i&r alle Rechtecke gleichen Factor beaeichnei 

Fügt man za den beiden Seiteu der Gleichung zweimal den 
Factor „ein Centimeter** (cm) als die Benennung der Zahlgröesen x 
nnd y hinxn nnd schreibt das Besultat: 

80 stehen rechts benannte Zahlen, nnd es entq^richt d«r Conseqnenz, 
den Factor cm'//* anf der linken Seite als die Benennung von F 
uunaehen. Han erkennt damus, dass die Flftcheneinheit mit der 
Grösse der Conatanten f in einem solchen Znsammenhang steht, dasa 
die Festsetsnng der einen die andere bestimmt Giebt man der 
Gleichung (4) ihre ein&chste Gestalt, indem man f gleich Eins 
macht, so ist damit zugleich als Einheit der Fliehe das cm*, d. fa. 
das Quadratcentimeter, festgesetzt 

Der ttiehst eompUcirte Fall ist der, dass eine physikalische 
Giitose einem Fkoduct von Potenzen verschiedener Variabeltt pro- 
portional ist» d. h., dass zwischen den ZahlgrOssen der ersteren Fund 
deiyenigen der letzteren y, x . , , eine Beziehung Ton der Gestalt: 

besteht, worin |, 9» ^ • • • Constanten sein mögen. Versteht man 
nun unter 9» } . • • die Benennungen TOn x,f/,z,,^ so liefert das 
frühere Ver£fthren zun&chst sogleich: 

. 9" . J^' . - - f' ' in ij}" • (^S)^ • • • (6) 

Woitorhin sind zwei verschiedene Möglichkeiten zu unterscheiden. 

Kntweder die Benennung von F ist noch willkürlich, 
die bctreÖende Grosse wir»! etwa rliirdi die vorstehende Formel erst- 
malig eingtiftUirt und detiniit: Innn kann man über den Propor- 
tiowiUiUltaittetor f willkUrHch vcrtiigen und wird das in einem solchen 
3ittne ihun, dass die Gleichung möglichst einfach wird; man wird 
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almlich / ^eicli einer remon Zahl, xoineist gleich Eins, seUen. 
Hier steUt dann S^9*$^..>//' die Benennung oder Einheit S tod 
Fdar. 

Oder 68 ist die Benennung fjf Ton F bereits festgelegt, 
die betreffende Function also bereits durch eine andere Formel 
definirt; dann ist an bilden: 

und p** . . . stellt sich hier als die Einheit oder Benennung f 
des Proportionalit&ts&ctors f dar. 

Dies weist darauf bin, dass bei der Kinführung der 
Benennangen in die Gleichungen der Physik zugleich mit 
den Variablen auch die Constanten zu benannten Grössen 
werden. 

Die beiden vorstehend unterschiedenen Fälle bieten sich in der 
Physik ausserordentlich häufig, und schon die ersten Abschnitte der 
nachfolgenden Darstellung werden uns einfachste Beispiele dafür 
hefeni. Indessen haben viele physikalische Gesetze Formen, die 
von der in Gleichung (5) eingeführten abweichen. In diesen Fällen 
wird in der Regel das zweite der oben angeführten Hülfsmittei, 
nämlich die Erweiterung der einzelnen Glieder der Formel, zur 
Einführung der Benennungen anzuwenden sein. 

Ist beispielsweise 

g^'^'*'* cos {ktr + 0» W 

wobei fffh,i,k,l,m, n Constanten bezeichnen, so muss man, um die 
Variabein x und y mit ihren Benennungen zu yerseheUj schreiben: 

F^ 94^"^'"^"^*'' 'cos ((* I) - •) (^y)" + 0 ; W 

dabei erscheinen /* und k als benannte, / und l als uube nannte 
Constanten; und g haben ersichtlich die gleiche Benennung, die 
den beiden Seiten der G!eic]»nn{? als Factor heigefüf?t werden kann. 

4. Fundamentale und abgeleitete Einheiten. Die abbäni^igen 
V;inabehi nnd die Parameti r der j)hysikalischeu (ilesetze «Tlialton 
Tiri< Ii t\('m Vorsteheuden Kinheili'u oder Benennungen, die aus den- 
ivnitreij der ünabhäncriaen abi^eleitet sind, sich nämlifh in allen 
F;illrn als mit gewiss«'n aus ihnen gebildet-eu Potenzproelurtpn pro- 
portional eriiRben. Die Kinliciten der Unabhängigen sind .sn lange 
Toll^Ländig willkürlich, als diese UiK^sen nicht noch durch weitere 
Beziehungen mit einander verknüpft werden. 
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Im llt«i)m»lk «iiMl <iiM Uiiui/Iiüngigen in erntor Linie Längen 
MMtl /«Pll^^lli •i'"'«' «IfM'on Kinlinitim Ixiroits oben verfügt ist; zu ihnen 
tit«MMM»M tMM'li «lio vrni wi'itrt'liin priU'iH zu detinirenden Massen. 
UoMtU^o «101' lihliot' lM'l.»»t«li«ri 'riiiitHurlie, dim die meisten physika- 
|l«i«(l«iH M'^'^'l»»«!! unioiilo Ulli' iiieeluMiiHflion Gesetzen herulien, lassen 
«h'h uuel» di«' MMMnli't» idiyHikfiliHelien (iri^ssen mit diesen nieeha- 
Mio» Up»» I 'iMd'l«ilUH»K«'» doruiMif? in l^'ziehunR setzen, dass ihre Kin- 
««doi Ueiiemmn^TU vollKtHuiliff auf die von Längen, Zeiten 
MUd M't^^»iM öurnekfjelnhrt Wiarden kinmen. In gewissen Gehieten 
ftt dmr>u Moeh die Timu i' r ru t u r lieran/.n/ielien: aber mit 

d^oaou ur» ^•t:^-:'^KMuufeu kmuiut man ei tahruni::si:em;lss im cariz^^n 
y yU\%\V wdlsiaud»^ aus. vtnlass man tür i.'de Kiui' t:on 
eu\e Kutl«, u <^\\k^\ l^eueuuuut; al\,v^dHnk kann, die nur au:> dmeu von 
I ^UkjNK .'oi^ M;»^^'' uud Vompei^atur ahi:oleitot, d. h. durch ein Pn>- 
^tv^v^ \\vu Wmvu'-v'u einf> JV^|H»rti\M\aUlätsooustante dennirs isi, 
\.\ tui.n\ltuvt» »nu \irtc*vvs\sunu vv*n crws^ini ^:^.^.'her Kiziüiv^^^ü 

.V .'. i v v.',^ äuv'. c^V Lvv\v< Vs-r.v.'.jt ^:r.i iivi d^r. Njtc:-tEL i-r* a :- 



V%:i«(>K** \ii. v\3««/ y Av*?, fän^t ^fm y :rs9iüHmo!iL ax T cit 
» V* . - 1^.), V4.)v%. *%^h#i I. » I iiH 3i:üt*iTÄ "in Lianna ^10, 

V«.vxv. ' ... i V»; |«/4tft*.*|.ltf«l 1,114 K i. ■ *'iinstsutisBL vuL 
<:.o;ij«v ♦ ».IC», jun v-yi V<|/f,(tf,|,,>,t.;f^^r<>t^i] WiK'Oijan mrt. Ah 

>%>».». in i,N>cv u K '11^ Mii tii- . „iii^"- v»u 

; >»«\ \i .r.iv.-- 1. r.T-^ • ■-. i'r. ^ v.T -'''.ff-! au 
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Ton der Dimension [F] gelangt man direct zur Einheit fi von 
F wrHek, indem man den charakteristiBehen Factor / anbringt In 
vielen SMen ist f gleich Eins, somit die Dimension mit der Einheit 
oder Benennnnng fonnal identisch. 

8. Sealare. So ausserordi^ntlich gross dw Zabl r Bt'griÖe ist, 
iDit »ieocn dio Physik operirt, so kann man sie docii uach der Zahl 
und Art der Stücke, durch ^velclic t in jeder von ihnen eindeutig 
bestimmt ist, in eine sehr kloine Zahl von ('lassen eiiiordueii. Es 
ist klar, dass eine solche Eimheilung die Uebersicht üher das ganze 
System wesentlicli erleichtert und Rchon dadurch riinlurüch wirkt. 
Aber der Nutzen dieser Classiticirnng reicht noch weiter; denn es 
wird sich zeigen, dass die derselben Claase angehorigen Grössen eine 
Gememsanikeit niaiu lier Kigenschaften besitzen, die mit dem Grup- 
pimngsprincip an sich nicht nothwendig zusanimenliangt. 

Die einfachsten physikalischen Grössen sind diejenigen, die durch 
einen einzigen Zahlwerth erschöpfend charakterisirt werden, wie die 
Zeit, die Temperatur u. dergl. Man nennt sie Sealaren oder 
Sealargrössen. Ihre geometrische Darstellung geschieht durch 
eine Strecke von ein f&r alle Mal gegebener Bichtang, wie sie z. B. 
dir die Temperatur die Länge der Quecksilbersäule eines Thermo- 
meters, gerechnet Ton einem willkttrlich gewählten Anfangs- oder 
Nollpunkt ans» an die Hand giebt üm auf diese Weise positive 
und negative Werthe des Sealares zu Teranschanlichen, mnss man 
der betreffenden Strecke einen Kichtungssinn beflegen, sie also 
positiv rechnen, wenn sie nach der einen Seite, negativ, wenn sie 
nach der anderen Seite dos Nullpunktes hinliegt Die Liniencoordi* 
aalen eines Punktes lassen sich hiernach als Sealaren betrachten. 

Es kommt in der Phjsik nicht selten der Fall vor, dass eine 
walare Grösse S als Function des Ortes vorgeschrieben, d. h., dass 
jedem Punkt eines Baumes ein Zahlwerth zugeordnet ist, wie z. B. die 
Temperatur in einem verschieden temperirten Körper. Ein solches 
fiebiet nennt man dann ein scalares Feld. 

7. Vecloren, An«;s.'r den S<'filaren kommen in der Phvsik haulig 
r)nvh «srdrh»' (iriisstMi voi-, deren Hestinimunti dif Ani:.d)e ein«'> Zahl- 
werthes und einer l»i"litnn^' im Rauuie verlanixt. Sir /crtallfn in 

Grnj'pt ii. deren erste dadurch charakterisirt ist, dass die bei<ieu 
Seilen jener KichtuTi;,' v( r??rhi<'(|enartij? sind, während sie sich bei 
der an<l**ren plivBikaliseii nirht von einaiuler unterscheiden. 

l'er eiiilaeliste Repräsentant der ersten Gruppe i»t die gerad- 
iiniffe ^ t rscbiebung eines Punktes von einer Stelle (1) nach einer 
Steile {2). Zu ihrer erschöpfenden iicschreibung ist nämlich er- 
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forderlich die LSage des zurückgelegten Weges (17^) und die Bich- 
tnng der Strecke (17^ im Baume. Dabei ist der BichtnugSBiuu 
(1) — >-(2) nngleidi werthig dem Richtongssiiitt (2) — denn der 
erstere entspricht der seitlichen OrtsYer&nderung, der zweite nicht 

Dergleichen Kichtiingen nennt man einseitig. 

Physikalische Grössen, die zu ihrer erschöpfenden Charakteciatik 
die Angabe eines Zahlwerthes und einer einseitigen Richtung ver- 
langeUi nennt ^man, anknüpfend an das erörterte einfachste Beispiel, 
Vectoren oder Vectorgrössen. Ihre geometrische Danteilung 
geschieht nach Uebereinkunft jederzeit durch eine Strecke, welche 
von einem festen Anfangspunkt aus construirt wird und durch ihre 
Lftnge den Zahlwert des Vectors, durch ihre vom Anfangspunkt 
hinweg gerechnete Bichtung die Richtung des Vectors wiedofgiebt. 
Wo Verwechselungen möglich sindi wird man passeml die positive 
Seite des Vectors durch eine nach aussen gerichtete Pfeilspitze 
bezeichnen. Eine Umkehrung des Vorzeichens des Zahlwerthes ist 
ersichtlich mit der Umkehr der Richtung des Vectors äquivalent 

Die iillgemeiue zeitliche Veriinderung des Vectors stellt sich 
durch eine Bewegung seines freien Endpunktes dar. Umgekehrt 
kann man die Bewej^ung eines Punktes im Räume als die Ver- 
änderim^'- oiiic^ ihm zntroordneten Vectors, nämlich des den Punkt 
mit «Irin (loordmatenanfang verbindenden „Kadiusvectors" auffassen. 

Es wird sich nützlich erweisen, dem ohen beliandelten Beispiel 
eines Vectors sogleich ein zweites, aus jenem entwickeltes, von merk- 
lich verschiedenem Charakter zur Seite zu stellen. \\'ir construiren 

von einer Stelle p des Raumes aus einen 
Vector F, der soeben beschriebenen Art, der 
eivt'n finp \'»'rst'hiebung repräsontirt , ver- 
binden Hiisserüem /> durch die ^^Strecki r niit 
einem festen l'unkt o, etwa dem Cooriima- 
tenanfangspunkt und vervollständigen das 
Fig. 1. System der beiden Strecken V, und r durch 

zwei Pamllele zu einem Parallelogramm 
Dieses Parallelogramm ist, so lange es sich nur um seine Grösse und 
um die Orientirung seiner Kbene handelt, gleichfalls eine Vector- 
grööse, denn es ist durch den Zablwerth seiner Flücheugrösse 

F.-i-r, sin (r, FJ (11) 

und die Richtung seiner Normalen n eindeutig bestimmt. Dabei 
wird diese Normale einseitig sein, da <ler Vector \\ um die eine 
ihrer beiden Seiten im positiven i^lmken), um die andere im nega- 
tlTen (rechten) Sinne dreht Man ist übereingekommen, diejenige 




Digitized by Google 



Sillleitung. 



9 



■ 

Saite Ton n als positiT zu bezeiohueti, um welche jene Drehiiiig im 
poeitiren Sinne stattfindet Auf ihr ist dann zur geometriBchen 
Dantellnng des Vectora eine mit der Bechtecksfiftche proportionale 
Strecke aufzatragen. Mit Bichtang oder Voneichen ?on kehrt 
sich zugleich Bichtnng and Vorzeichen von F, um. 

Die Vectoren F, und F, unterscheiden sich nach dem Gesagten 
dadurch, dass bei dem ersten ein Verschieb ungssinn, hei dem 
letzteren ein Drehungssinn zur Charakterisirung ihrer positiven 
Richtungen herangezogen ist. Man nennt die erste Art von Vectoren 
polar» die letztere axial. Auf weitere Unterschiede heider Arten 
werden wir weiter unten eingehen. 

Im Vorstehenden ist ein axialer Vector 7, auB einem polaren 
Vector F, und dem Radiusvector r — d. h. aus einem speciellen 
zweiten polaren Vector abgeleitet. Dies ist offenbar ein specieller 
Fall, dessen HtTvorliebung dadurch gerechtferti::t i^^t, dass er weiter- 
hin hauptsächlich vorkommen wird. An sich hatte auch ein be- 
liebiger anderer polarer Vector die Stelle von r einnehmen können. — 

Wie bei den Sealaren, so kommt auch bei den Vectoren 
der Fall war, dass jedem Punkt eines Raumes eine Vectorgrösse 
zugeordnet wird, wie z. B. die Verschiebung in einem deformirbaren 
Körper. Es entsteht hierdurch ein sogenanntes Vectorfeld. 

Ein Vectorfeld specieller Art wird auch durch jedes scalare 
Feld geliefert. Sei der Sralar als eine ein werthige Function der 
Coordinaten Torgeschhebeu, danü bestimmt 

S^c, (12) 

unter ' eine Constantc verstanden, für jedes c eine Kliiehe, auf der S 
fiberall denselben Werth hat Unendlich wenig verschiedene Werthe o 
liefern im Allgemeinen einander unendlich benachbarte Flächen, die 
in unendlich kleinen Bereichen als parallel angesehen werden 
können. Einem Element der Fläche S = r liegt also auf der einen 
Seite ein paralles Element der Fläche 8^ e 3cf auf der anderen 
einen der FUUshe S^e^ t)c, wo de einen unendliidi klehien Zuwachs 
bedentet, unendlich nahe. £s ergiebt sieh dann durch die blosae 
Anschauung, dass S sieh in der Richtung der Normalen n auf der 
Flftche S^e (und zwar nach den beiden Seiten der Normalen in 
entgegengesetzter Weise) am schnellsten Ändert Die Normale n ist 
somit eine im Sinne von S. 8 einseitige Bichtung, und die maximale 
Aenderung von S 

V^dSldn (13) 

Hl der RicliLun^ von kleinen zu grossen Werthen 6 stellt somit in der 
Thal eine Vectorgrösse dar. 
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Construirt man die gimze Schaar von Obertlächen S = c, welche 
den von — on bis +00 um immer gleiche Beträge äc wachsenden 
Werthen der Constanten c entsprechen, und macht in der Formel 
für V den Zähler dS = (ic, so wird der Nenner dn identisch mit 
dem normalen Abstand ön der einander benachbarten Flächen an 
der betrachteten Stelle. 

Das Gesetz fies aus dem scalari n Kehl abgeleiteten Vectorfeldes 
ist hiernach mit Hiilfo der S<'ha;u' von OborlläclH ii N = n h<'\ stots 
um öc wochsclndoni c U'ic.lit /.ii übtTselien. Her Voctor 1'= aSldn 
steht an jeder Stelle normal zu drr (lurcli sif gehenden 
Fläclu' s~r von kleinen zu grossen Wurthen <■ hin, und seine 
Zalilgrosse ist gleich der Oonstanten r)'-. dividirt durch den 
U()rmalt'n Abstand ii n der ben achbarttu Flnrbnn *s = c. 

8. TenBoren. Der cinfaclistf Renrris(?ntaiit der zweiten Gruppe 
gerichteter (Trijssen ist die Dehnung irgend eines räunilielien Gebildes, 
am einfachsten einer Ku^el, nach einer bestimmten Dichtung. Hierunter 
versteht man liiejenige Formiunlerung, bei der alle mit der testge- 
set/ten liiclitung parallele Strecken in dem Gebilde nm denselben |)ro. 
centualeu l?etrag verlängert werden, während die da/u [lurmalen un- 
geändert bleiben, oder, anders ausgedrückt, bei der jede zu der lust- 
gesetzten Richtung normale, unendlich <liinne Schicht um denselben 
procentualen Betrag verdickt wird, während ilire Grundfläche un- 
geändert bleibt. Zu ihrer erschöpfenden Beschreibung ist somit der 
Betrag der procentualen Vi rlängerung oder Verdickung und die 
liiclitung, parallel welcher sie statthalien, erforderlich. Die beiden 
Seiten dieser Richtung sind aber gleichwi rtiiig, denn in dem voraus- 
gesetzten Vorgang ist nichts enthalten, wodurch die eine vor der 
anderen ausgezeichnet würde. Dergleichen Richtungen nennen wir 
zweiseitig. 

Physikalische Grössen, die zu ihrer erschöpfenden Charakteristik 
die Angabe eines Zahlwcrthes und einer zweiseitigen Richtung ver- 
laugen, nennt man, an das obige einfachste Beispiel anknüpfend, 
Tensoren oder Tensorgrössen. Ihre geometrische Veranschan* 
lichnng geschieht passend dnrch eine Strecke, welche mit ihrem 
Hittelpunkt in einem festen Punkt Uogt nnd durch ihre ganze oder 
halbe Länge den Zahlwerth, durch ihre Richtung die zweiseitige 
Richtung des Tensors darstellt Nach der Art ihrer Einfahrung 
kann kein Zweifel darflber sein, dass der Zahlwerth eines Tensors 
ebensowohl positiv, als negativ sein kann. Da seine Richtung zwei- 
seitig ist, so kann aber bei ihm nicht, wie bei dem Vector, eine 
Umkehning seines Vorzeichens durch die Ümkehrung seiner Richtung 
ersetzt werden, und es ist eine andere VeranschauUchung des Vor- 
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Indiens nothwendig. Die letztere kann z. B. so ▼orgenommen 
werdeD, dass man den pontiTen Zahl werth emes Tensors dnrch nach 
aussen, den negativen durch nach innen weisende Pfeilspitzen an 
den beiden Enden der den Tensor repräsentirenden Strecke charak- 

torisirt >• wflrde dann einen positiTen, »• < einen nega» 

tiTea Tensor wiedergeben. Die zeitliche Veränderung des Tensors 
röhrt dann auch eine • Bewegung seiner beiden Endpunkte herbei, 
«eiche die erstere Tollständig bestimmt 

Es ist eine Eigcnthümlichkeit der Tensoren, dass sie in der 
Physik zumeist zu dreien mit zu einander normalen Richtungen, als 
Tensortripel V, auftreten. Wir kommen hierauf unten zurOck. 

Auch bei Tensoren oder Tensortripeln kommt der Fall vor, dass 
jedem Funkte eines Raumes eine derartige GrOsse zugeordnet ist, 
soda5;s ein Tensorfeld entsteht. 

8. Teetoreomponenten. Was die Beziehung der Vectoren und 
Tensoren auf ein Coordinatensystem angeht, so wird man ihre 
Kichtnngen durch die Winkel bestimmen, die sie mit den (/.umeist 
zn einander leelitwinkeligen) Coordinatenaxen einschliesseu. Da von 
denselben aber nur zwei unabhäug^ vorgeschrieben werden können, 
m erhält man für Grösse und Richtung insgesanunt drei Bestimmungs- 
stücke. Diese Darstellung hat, insofern dabei zwei von den Ooordi- 
Datenaxen l)evorzugt werden, etwas Unsymmetrisches, und schon wegen 
der «grossen praktischen Wichtigkeit, welche die symmetrische Form 
der Beziehungen in der tlieoretischen Physik besitzt, ist es erwünscht, 
ihr eine symmetrische Darstellungsweise zur Seite zu stellen. Kine 
solche liefert die Einführung der sogenannten Componenteu der 
Vectoren und Tensoren, flie bei 
beiden 0 rossenarten in durchaub ver- 
schiedener W eise ^,'eschieht. 

Als ( 'onj pon enten eim-s Vpc- 
tors narli drei beliebigen, nnr nicht 
in enu r hibeiie gelegenen Riciitungen 
bf»7* i( linet man aligemein seine Par- 
allelen »lectionen auf diese Richtungen; 
der Vector seihst erscheint ihihei als 
tlie Diaf?onale des aus den ( 'onipoiien- 
ten confetruirteii rarallelejjiiieds; er 
i«t somit durch die Coniponenten nach 
(irösse und Richtung vollständig be- 
itinimt. 

Der \viclitii;ste Kall ist der, wo die Cuiupom nten nach drei zu 
«inauder normalen Richtungen, etwa den rechtwinkeligen Coordi- 




Fig. 2. 
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natenaxen A', Y, Z, genommen werden, der Vector also als die Diago- 
nale des aus den Componenten gebildeten rechtwinkeligen Parallel- 
cpipedes ersclieint. Bezeichnen wir den Vector mit V, seine Winkel 
gegen die Coordinatenaxen mit ( X), (K, Y), {V,Z),so gelten für seine 
Projectionen L, M, A' die Formeln 

I,= roo8(F,^, Jf« FC08(F,7), i^- Fco8(F,Z); (14) 

umgekehrt bestimmt sich V nach Grösse und Bichtung aus Lj H, N 
gemäss den Beziehungen 

V* = + M + iV, 

cofl(r,r) = ^, coe(F,y)-^, coB(r,z)^^. ^^^^ 

Unter der Componente eines Vectors V nach einer 
beliebigen Richtung versteht man, soweit keine weitere Bestimmung 
hinzugefügt wird, jederzeit seine normale Projection auf die be- 
treffende Richtung, setzt also, indem man den Buchstaben D zur 
Charakteristik des Zahlwerthes» d zu derjenigen der lüchtung der 
Componente benutzt^ 

i)= Fco8(d; F). (16) 

Benutzt man hier die Beziehung 

COB (d, V) « CO« (rf, X) cos (F, A') 4- cos (d, 7) cos (F, F) 

^ + cos (d,z)co8 (r,;^), ^ ' 

80 erhält man wegen (11) sogleich 

D B LGOB(d;:C) + Jf cos (d; Y) + ^008 {d,Z). (18) 

Insofern jede Componente in den Vector selbst iibergelit, wenn 
die beiderseitigen Richtungen parallel werden, kann man die Com- 
ponenten eines "Vectors als diesem selbst gleichartig bezeichnen. 
Es kommen sogar Fälle vor, wo die Componenten nach drei be- 
liebigen, nur nicht in einer Ebene liegenden Richtungen zusammen 
genommen dem Vector physikalisch gleichwerthig sind, ihn nämlidii 
in jeder EEinncht zu ersetzen vermögen. Wir gehen hi«nuf weiter 
unten ein. 

Fahrt man ein zweites, dem ersten gleichartiges, rechtwinkeliges 
Axenkreuz £, H, Z ein und benutzt die Beziehungen 

cos ( F, A') = cos ( F, H) cos (H, X) + cos ( V, H) cos (H, 

+ cos (F, Z) cos (Z, A), u. 8, £, ^ ' 

wo folgt aus (17) bei Bezeichnung der Componenten ron V nach den 
Axen £» H, Z durch A, M, N, 

L^fi 008 (H, X) + M cos (H, A-) + N cos (Z, X) u. s. f. (20) 
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Die Vectorcomponenten transformireii aich somit bdm Ueber- 
gug TOB dem einen nun andecen gleiehertigen Coordinntenflystem 
fibenso, wie Coordinaten bei Vertanschung swder Axenkrense mit 

gemeinsamem Anfangspunkt» 

Unter der Componente eines Yectors Fnach einer Ebene 
Tentebt man, so weit keine zusätzlicbe Bestimmung dem widenpricb^ 
jederzeit seine normale Projection auf diese Ebene, d. h., wenn fi 
die Normale auf der betreffenden Ebene bezeicbnet, das Fh>duct 
r sin (F; n). — 

Für den nach 8. 9 im Felde eines Sealares vorhandenen 
Vector specieller Art F=d<S/df» drücken sich die Componenten 
gleichfalls durch 5 sehr einfach ans. Da n die Normale auf der 
durch den betrachteten Punkt gehenden Fläche S= Coiist. bezeichne^ 
so ist anch nach einem Satz der analytischen Geometiie 

hieraos folgt sogleich gemäss der ersten Gleichung (15) 

^-If- '='f *-af' (22) 

wobei das Vorzeichen so gewählt ist» dass V nach der Seite der 
grösseren Werthe S hin gerichtet ist 

B^ür die Componente P nach einer beliebigen Bichtang p erhält 
man xnnftchst nach (18) 

P^LcoB{p,X)-{-MeoB{p,7)-^Neo6 {p, Z), 
= ^ cos(j?, X) + ~ co8(i>, Y) + ||cos(p, Z), J23) 

BS 

wobei die letzte Differentiation die Aenderuu^ von -S' beim Fort- 
fichreiten in iler Richtung p darstellt. 

10. Vorzeichen der Vectoren und Vectorcomponenten. Die 
Vectorcomj)onentcn besitzen nach dem S. 7 Gesagten zuiiiichst den 
Charakter von Scalareu, insofern sie bei ein für alle Mal festgelegten 
tmd in eififni bestimmten Sinn positiv gerechneten iiiehtungon je 
durch einen Zalilwerth vollständig bestimmt sind. Sie haben dem- 
gemäss positives oder negatives Zeichen, je nachdem sie auf die positve 
o^ler die negative Seite des Nullpunktes ihrer Bichtung, z. B. dea 
Coordmatenanfanges, lallen. 

Da nach S. ö eine Umkehr des Vorzeichens eines Vectors 
mit der ümkehrung seiner Bichtuog gleichwerthig ist — wiis auch 
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ta den Formeln (14) Ausdruck findet — bo betrachtet man die 
Vectoren im Allgemeinen als absolute, d. h. stets positive 
Grössen. Demgemäss bestimmt man den Zahlwerth von V durch 
seine Componenten L, M, N im Anscbluss an (15) nach der Formel 

F = + YV + iV* (24) 

nnd gewinnt dabei zugleich eine eindeutige Bestimmung seiner 
Richtung durch die AosdrQcke f&f cos (T, X) u. s. f. 

Indessen giebt es von dieser Regel eine wichtige und b&nfige 
Ausnahme. In allen Fällen nftmlich, wo ein Vector in eine 
Richtung fällt, der man bereits einen Rieh tu ngs sinn bei- 
gelegt hat| giebt man dem Vector ein Vorzeichen in derselben 
Weise, wie das 8L 7 von dem Scalar ausgesagt ist; man nennt ihn 
nämlich positiv oder negativ, je nachdem seine Richtung den als 
positiv oder als negativ bereits festgesetzten Sinn hat 

Man kann dies mit Hülfe der Formel (16) erläutern. Versteht 
man unter [F] den absoluten Werth von Fund iSsst seine Richtung 
mit der von D zusammenfiallen, so wird nach {IQ) D mit + [F] 
oder - [F] identisch, je nachdem der Winkel (A V) 0« oder 180^ 
betragt. 

Noch sei eine Bemerkung ttber das Verhalten der Vector- 
componenten bei Ümkebrung der Richtung sämmtlicher Goordinaten- 
axen angefügt. 

Nach den Formeln (14) kehren sich hierbei immer die Vorzeichen 
der Componenten Lj M, N um, es sei denn, dass die Ver- 
änderung des Goordinatensystemes eine Umkehr der als 
positiv zu zählenden Richtung des Vectors F zur Folge hat 

Wir wollen zeigen , dass die auf S. 7 und 8 einsefülirten 
beiden Arten von Vectoren V, und F, sich in dieser liiuBicht ver- 
schieden verhalten. 

Bei dem Verschiebungs vector F, ist es ohne Weiteres klar, dass 
seine als positiv zu zählende Richtung durch die Urakelirung sämmt- 
licher Coordiuatenaxen sich nicht ändert. Die positive Richtung 
ist hier eben durch die zeitliche Folge der betreffenden beiden 
Positionen ein für alle Mal bestimmt 

Anders bei dem Drehungsvector V„ den wir durch eine einfiushe 
Gonstrucüon aus F, ableiteten. Hat der Pnnkt p, von dem ans F, 
gezeichnet war, die Goordinaten x, y, x, und sind />„ ^f,, N, die 
Gomponenten von F., so sind die Gomponenten von F« nach den 
Gooidinatenaxen A", Y, Z, d. h. die Projectionen des Parallelo- 
grammes mit den Eckpunkten 0, 0, 0; Xj y, ^; L,, M^^ N,\ a; + L,, 
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y + if.} » + JV; auf die in X, Y, Z normalen CoordiDatenebeneo 
gegeben dnnsh 

L,^yIf,^zM„ M,^xL,-xN„ N,^xM,- i/L,, (25) 

wol-ei ersichtlich die Vorzeichen so gewählt sind, dass /. . ^L X, j)o. 
sitiv ausfallen, wenn die Coiupoiienteo von K, uach den Coordinateü- 
ebenen in positiver Richtung 
um die + X, Y, Z-kxen drehen. 

Eine ümkehrung aller Co- 
onlinatenaxen f»icbt nun nach 
dem Gesagten so woiil den Coordi- 
nuten x, t/, als den Couiponen- 
ien Z/,, J/,, N, entgegengesetzte 
Torzeichen: sie lässt also die 
Componenten L„ if„ A', uu- 
geändert 

Der Grund hierfür liegt in 
Folgendem. In den Formeln (25) 
ist unabhängig vom Charakter des 
Coordinatensjatemes der pontiTe Drehungssinn um die + X>Axe als 
derjenige definirt^ welcher von der + Y' znr + Z-Axe fbhrt Dieser 
Sinn entspricht auch bei dem zunächst immer Torausgesetaten 
rechten Coordinatenayatemi bei dem die X', Y-, JS-Axen zu einander 
liegen, wie Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand, dem 
oben als „links" bezeichneten. Durch die Ümkehrung aller Axen 
wird aber das Goordinatensystem zu einem linken, und die Drehung, 
die dort von der + F- zur + Z-Axe fAhrt, ist in Bezug auf die 
-^X'Axe eine «r echte". Mit den Goordinatenaxen ist somit bei 
dem DrehungSTector F. zugleich die als positiv zu zählende Biohtong 
umgekehrt 

Der vorstehend erörterte Unterschied der beiden Vectoren, die 
wir als polar und als axial unterschieden haben, spielt in ge< 
wissen Gebieten der Physik eine grosse Bolle. — 

Im Vorstehenden ist von dem Verschiebungsvector ausgegangen 
tnid der Drehungsvector aus ihm abgeleitet worden. Die letzten 
Betrachtungen geben an die Hand, dass man auch umgekehrt ver- 
lahren kann. In der That, setzt man zwei Vectoren F/ und F/ 
der froheren Art mit einander in die den Formeln (2&) entsprechen- 
den Beziehungen für ihre Componenten: 

«io kehren die Componenten . ,1/,', X' hei Tnikehrung aller Co- 
ordinatenrichtuugeQ ihre Vor/.eieheu um, wenn die Componenten L,', 
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if/, Nt sie dabei behalten. Die Deiinitiouen geben also wirklich die 
Oomponenten eines aus einem axialen Yector abgeleiteten 
polaren Vectors F,'. Dem Gebrauch gemäss ist durch die Ver* 
änderung des Vorzeichens gegenüber (26) der letztere nach derjenigen 
Seite positiv gerechnet, um welche der eratere in negativem Sinne 
drehend wirkt Dieser Zusammenhang entspricht unmittelbar der 
Figur 1, wenn man in ihr nach dem Pnnkt o, V, nach p verlegt 

11. Zusammenseteong von Yeotoren. In sehr vielen Gebieten 
der Physik begegnet man der Thatsache, dass ein von mehreren 
Vectorgrössen F., V,, , . . V„ gleicher Art abh&ngiger Vor- 
gang nur allein durch die Summen ihrer parallelen Oom- 
ponenten nach den Coordinatenaxen bestimmt wird. £b 
liegt nahe, diese Summen 

2U = L, SM^^M, SNu^N (27) 

wieder als Coniponenteu eines Vectors V anzusehen, der dann dem 
gegebenen System F,, F,, . . . F« äquivalent ist, und zu firagen , wie 

sich letzterer nach Grösse und 
,^2 Richtung durch die ersteren be- 

stimmt. 

Die Antwort giebt der folgende 
Satz, dessen Beweis die neben- 
stehende Figur enthält. 

Ein Vector F, dessen Oom- 
ponenten L, M, N den Summen 
der bezüglichen Oomponenten 
L},, Mh, Nh von n Veotoren 
gleich sind, kann construirt 
werden, indem man die, wie 
Fig. 4. stets, durch Strecken reprA- 

sentirten Yectoren gleich- 
sinnig an einander reiht und das so erhaltene offene Po- 
lygon durch eine Gerade schliesst Die letztere Strecke in 
entgegengesetztem Sinne gezfthlt, als die übrigen Strecken, 
stellt nach Grösse und Richtung den Yector V dar. 

Man nennt diese Construction kurz die Zusammensetzung 
von Vectoren nach der Regel des Polygones. 

Die Formehl (27) sind somit der analytische Ausdruck für den 
durch jene Construction gelieferten Zusammenhang. 

12. Eikeiinungszeichen von Vectorcomponenten. Im Laufe der 
späteren Entwickeluiigen werden uns Vectoren verschieden^^r Art 
direct entgegentreten und ihre Oomponenten uachtrüglicli gehildet 
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werden; (laiiL-ben werden wir aber auch Functionentripeln begegnen, 
deren liedentung sie den drei Coordinatenaxeji /inirdnen läs<t, olme 
das8 ein ' Be/.iehung zu finern Vector vorgegeben ist. Ks wird sich 
dann die Frage bieten, unter welchen Umständen diese Functionen, 
die wieder L, iVheissea mögen, als Vectorcompouenten botracbtet 
Verden dürfen. 

Hierzn wird offenbar nothwendig und anareichend seiü, d^ss 
ihre Ivesultirende eine vom Coordmalensystem unabhängif^f (ir sse 
und Richtung im Baume besitzt, oder, was dasäclbe ist, dass sich 
M, N bei Coordinatentransformationen wie Projectionen einer 
Siitcke auf die Axen verhalten. Der Nachweis hierfür kann in der 
lu'gel nur durch Rechnung erl)racht werden, kann aber in dem 
Falle unterbleiben, dass nach der physikalischen oder geometrischen 
Bedeutung der Besultirenden ihre Unabhängigkeit vom (joordiuaten- 
sjstem evident ist. 

Als Vectorcomponenten 8})ecieller Art erkennbar sind die L, 
JA .Vnach (H?) oline Weiteres, wenn sie mit einer scalareu Grösse S 
düich die Beziehungen 

dx * dy ' dx 

verbanden sind. Der bezügliche Veotor ist polar, wenn S bei 
l'mkehnuig aller Coordmatenriehttmgeii sein Zeichen beibeb&lt^ 
ftxial, wenn es dasselbe wechselt. 

Umgekehrt ist 8 eine scalare Function von einer der genannten 
£igeiifichaften, wenn if, .Y die Gomponenten eines polaren oder 
an<8 axialen Vectors darstellen. 

Die Bedingungen daftür, dass drei Functionen M, N die obigen 
Formen besitzen» erliftlt man durch Elimination von 8 in der Gkstalt: 

Auch aus den Systemen (IT) und (18) kann man Erkennungs- 
zeichen für Vectorcomponenten entnehmen, die unter Umstünden 
Ton Nutzen sind. 

Wenn nämlicli zwei Tripel von auf die Coordiuatenaxen be- 
zogenen Grössen L, Mf N und L, M', N' durch Gleichungen von 
der Form 

±i-y^'-»ll', ±M>»xV^ipN\ ±N^xM''yL (29) 

verbunden sind, and von dem einen Tripel bekannt ist, dass seine 
Olieder die Gomponenten eines polaren, resp, analen Vectors sind, 
10 änd jederseii die Qlieder des anderen Tripels die Gomponenten 
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eines axialen, reap. polaren Vectors nach denselben Axen. Dabei 
bestellt nach Formel (10) zwischen den resultirenden Vectoren V 
und i" die Beziehung 

F=rr8m(r,r), (30) 

wobei r =^ }V + + ist 

Kadi dem S. 9 Bemerkteo kami' ttbrigeni oha» wesentlichen 
Unterschied an Stelle des Yectozs r aach ein anderer polarer 

Vector V" treten. 

13. Tensorcomponenten. Man möchte zunächst geneigt sein, 
die Tensoren in derselben Weise dureli ihre Projectiouen auf drei 
nicht in einer Ebene liegende, insbesondere zu einander normale Rieli- 
tungen zu bestimmen, wie die Vectoren. Indessen konimt man bei 
einer solchen Anwendung der Formeln (14) zu durchaus schiefen 
VerliiUtnissen; denn diese druc ken, wie oben hervorgehoben ist, eine 
Aet|uivaienz zwischen der Umkehrung des Vor/eichens und der 
Kichtung eines Vectors aus, die mit der Zweiseitigkeit der Tensoren 
in vollem VViders])rueli steht. Man hat daher bei den Tensoren 
jedenfalls Compoiionteu cinzuf nlurn, welche diese Zweiseitigkeit zum 
Ausdruck bnugeu. Dies kann m t^rösster Einfachheit auf zwei an 
sich durchaus gleichberechtigte Weisen geschehen, die wir aus ge- 
wissen Gründen auch beide beibehalten werden. 

Ein erstes System B, C von Componenten eines Tensors T 
nach den Axen A', Y, Z kann man deHniren durch die Formeln 

A = rcos* (t; A'), B = rcos' (i, r), c = rcos' (r, 2). (3i) 

Sie bestimmen umgekehrt die QrOsse 7 des Tensors eindeutig, da 
ja gilt 

rs»i4 + B+(7; (32) 
dagegen ergeben die Formeln 

co8X7;a') = A, co8»(7;r) = -f^, co8*(r,2)= ^ (^3) 

nur die absoluten Werthe der Richtungscosinus von T, lassen also 
den Octanten, in dem T liegt, unbestimmt, und dies ist, obwohl ent- 
gegengesetzte Richtungen von T nach der Definition gleichwerthig 
sind» ein erh^licher Mangel. 

Ein zweites System .1', B\ (f Ton Componenten wird geliefert 
dnrch die Formeln 

Ä - rcos (r, Y) cos (7; z), b = fcos (t; z) cos (r, x), 
^ er- 3rco8(2;A')co8(i;r). ^ ^ 
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Da der Tensor nur drei nnabhAngtge BestimmangsstOcke besitzt, 
«0 mOssen die JC^ C darcb die A, B, C ausdrQckbar sein; in der 
That gilt 

A^m^BC, B'^m^CA, <r^AB, 

, _ B'C CA' _ A'ß' (85) 

^ j, * IS =^ 1 c - ^, , 

wozaus dann sogleicb 

T- ju O'A' A'BT 

j a . -t- f Q, » 

(36) 

cos*(r,2:)«4'|^, co8 C/,i) = -r^, co8'(r,z)« ^-^^ 

folgt Da indessLQ auch gilt 

cos (J, A) : cos (T, r) : cos ( r, Z) = ^ : : -i. , (37) 

* 

80 sind <lnrc)i 1', /?', C ausser den absoluten Wertlicn der Cusinus 
auch deren relative V()iv.ri<-!i ii ^^egehcn- es wird durch sie also die 
Richtanp: von T, soweit das seine Zweiseitigkeit überhaupt zulässt, 
foIUtändig bestimmt. 

Zeigen sich hierin die Compoiieuteu Ä, Ii', den A, B, über- 
legen, so besitzen sie dafür eine andere Unbequemlichkeit, von denen 
die J, /?, C Irei sind. Fällt T nämlich in eine Coordinatenaxe. so 
▼ird eineü der A, B, C mit 7' identisch, die beiden anderen ver- 
schwinden: die A, Bf C erweisen sich hierdurch alle dem Tensor T 
selbst gleii liwerthij*. Unter den gleichen Uniständen werden alle drei 
Ä, ß', C' gleich Null, und eine directe Bestiniüiuiig von T nach Grüsse 
und Richtun)? aus den Compunenten .1', fi', C winl m dujsen Fällen, 
ausser dun h einen liistifien Grenzübergang, unmöglich. Die A', B', C 
sind also ihrer Natur nach von dem Tensor T selbst verschieden. 

Bezüglich des Vorzeichens der beiden Arten von Tensorcompo- 
nenten sei bemerkt, dass sie bei beiden mit dem Zeichen des 
Tensors selbst wechseln. Von seiner Richtung sind die Vorzeichen 
dar Componeuten erster Art nnabh&ngig, nicht aber diejenigen 
swdter Art 

14. Componenten von Tensortripeln. Die oben erörterten un- 
bequemen Eigenschatteii der Tensorcomponeuten verschwinden in 
dem praktisch wichtigHten It alic, dass es sich um ein Tensortripel , 
d. h. um drei normal zu einander gerichteten Tensoren T,, T^, 1\ 
handelt Ein solches System erfordert ersichtlich sechs Bestimmuugs- 
ilfleke, woför sich zuerst die drei Zahlwerthe r,, 7,, 7; und die drei 
Winkel bieten, welche die Lage ihres Riebtun gskreazes gegen die 
Cootdinatenaxen r, Z festlegen. £ine andere fiestimmung ge- 

2" 
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schiebt mit Hülfe der beideu Arten von Coniponenten, die oben be- 
sprochen worden sind. Bezeichnet man nämlich mit A^, /?/,, und 
■A'i,, Pi <y, rlic Componcntcn des Tensors T/, — unter h die Zahlen 1,2,8 
Teratanden — , so liefern die über alle h genommenen Summen 

A»2Jk, B^SBk, 0»2Ci,, 

A'^sj^, B^si^, c^jsa, ^ ^ 

sechs Oomponenten des Tensortripels, die dasselbe vollständig be- 
stimnieii. Um dies zu erkennen, betrachten wir eine Richtung q, 
der wir die folgende Function Q zuordnen: 

Q^A cos' {q, X) + Äcos' (g, Y) + Ccos' (g, Z) 

+ 2^'cob(9, Y)coB{qfZ) + 28* COB{s,Z)GOB{q,X) (39) 

H- 2Cfe(m(qfX)GiM{q, F). 

Du der W erth von Q sich bei der Umkehrung der Ri« I tHug 
von S nicht ändert, so bestimmt die Formel einen neuen Tensor, 
der mit den Componenten A, C und i/', C unseres Tensor- 
tripeis in naher Bezieliung steht. 

Wir wollen die Richtung von Q nun durch den Coordinaten- 
anfang U'^en und auf ihr nach beiden Seiten hin, je nachdem Q^ O 
ist, die Strecke r — l/Vi Q auftragen. Die Endiauikie derselben 
haben dann Coordinaten Xj x, welche nach (39) die Gleichung 
befolgen 

±l^Aa:^ + By'-{' Cz* + 2Äy» + 2^»« + 2axy; (40) 

die Endpunkte der Strecke bewegen sich sonach, wenn wir die 
Bichtung von S beliebig Ter&aderD, auf euier centriscben Oberfläche 
zweiten Ghrades, deren Gleichung durch (40) geliefert wird. Eine 
solche FUcbe hat aber jederzeit drei zu einander normale Haupi- 
axen, und ihre Oleichung erscheint auf diese Axen bezogen, wenn in 
ihr die Factoren der doppelten Producte yx, »x^ xy verschwinden; 
zugleich werden daselbst die Factoren der Quadrate x'f x* mit den 
reciproken Quadraten der Halbaxen d der betreffenden Ober- 
fläche identisch. 

Deutet man also die Einfüliruug des ^stemes der Hanptazen 
durch den Index « an, so gilt gleichzeitig 

-^, = ^., ^a = ^. ^' = 0, b; = o, c;-o. (41) 

Nun sind nach ihrer Definition A% ff, C gleich NuU, wenn das 
Tensortripel den Coordinatenaxen parallel ist, denn von jedem A^ 
J^, gilt nach (34) das Gleiche. Unter denselben Umständen 
wird jedes der drei A, S, C mit einem der Tensoren 7., 7« 7; 
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identisch, cleiui dabei werdan nach dem S. 19 Gesagten immer zwei 
der Bk, gleich Noll, das dritte gleich T^. Somit gilt der Satst 

Bildet man aus den sechs durch (38) gegebenen Compo- 
neoten A, B, G, A% B, C eines Ten sortripels 7., T„ T, nach 
dem Schema (40) die Gleichung der ihnen zugehörigen 
centrisehen Oberfl&che zweiten Grades, so liefert dieselbe 
daroh Richtung und GrOsse ihrer Azen zugleich die Bich" 
tang und Grdsse der Tensoren T„ 7,» 

Hieraus folgt» dass das Tensortripel durch die eingeführten sechs . 
Componenten wirklich ToUstSndig bestimmt ist und mit Hülfe einer 
geometrischen Constraction, die wir kurz als die Construction des 
EHipaoides bezeichnen, aus ihnen abgeleitet werden kann* Die 
rechnerische Bestimmung der Grössen und Bicfatnngen des Tripels 
ist allgemein nicht durchführbar. 

15. Zasammensetzimg von Tensoren. Die EinfÜhruDg der Ge- 
sammtcomponeiiten A = 2Ak, ... Ä — . . . eines Tensortripeis 
besitzt darum noch eine tiefere Bedeutung, als bisher ersichtlich, 
weil hei der gleichzeitigen Wirkung mehrerer beliebie^er Tensoren 
y«. 7».. TV. . . . Tn ebenso, wie bei der von Vectoren, der Fall nicht 
Sellen ist, dass der betreffende Vorgang; nur allein vou den 
sechs Suiiiiiit'ii der parallelen und gleichartigen Compo- 
nenten abh iuL't, Hier geben also jene sechs Aggregate da.s 
einzige Maass für die Wirkung des Tensoraystemes ab, und da die- 
Sfclben nach dem Obigen ein einziges Tensortripel 7',, T^, T, be- 
stimmen, so folgt dass in diesem Falle das gegebene Tensorsystem 
T„ Tfc, . . . Tn dem Tensortripel T,, '1\ äquivalent ist 

Eine der Kegel des Polygones auf S. 1 6 entsprechende einfache 
Construction des resultireuden Tripels T,, jf,, T, aus den Tensoren 7«, 
7i . . . , y;, existirt nicht 

16. Merkmale yon Tensorcomponenten. Wie die Vectoren, so 
treten auch die Tensoren und Tensortripel im Laufe der Unter- 
"tjchungen gelegentlich direct auf, und es wird dann von ihnen nns 
der Uebergang zu den Componenten vollzogen. Mitunter verhiUt 
sich aber die Sache umgekehrt; es begegnen uns sechs Functionen — 

mögen wiedernni mit A, B, (\ A\ ß' , C bezeichnet werden — , 
die n;u'h ihrer Natur und analytischen (-»(^stalt paarweise je einer 
(y^ordiiiatenaxe zuzuordnen sind, und es ist zu entscheiden, ob die- 
selben als Componenten eine« Tensortripels betrachtet werden dilrfen. 

Hierzu würde nnthweudig und hinreichend sein, dass das aus ihnen 
mch der S. 20 liesprochenen Methode bestimmte Tensortripel vom 
loordinatensy Stern unabhängig wärej d. h. sich stets nach Lage und 
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Grosse gleich fände, wenn die A, B, C«, A', C auf neue Coordi- 

natenaxen traosformirt werdeu. 

Dieser rechnerische Nachweis bleibt erspart, wenn nach der 
physikalischen oder geometrischen Bedeutung des erhaltenen Tensor- 
tripeis seine Unabhängigkeit von dem Coordinaiensystem evident ist 

Bezüglich der Transformation der sechs Tensorcomponenten auf 
ein neues Coordinutensystem zeigen die Formeln (31), daas sich 
Bf G wie die Quadrate TOn Vectorcomponenten L, M, verhalten, 
denn es ist ja U — V cos* {V, X) u. s. t\ ebenso erhellt aus (34)^ 
dass sich Ä\ B, C wie die Producte Ton Vectorcomponenten 
transforrairen, denn es ist MN — F' cos (F, Y) cos (F, Z) u. s. f. So- 
nach werden die Componenten A, B, T, A', B', f nach einem zweiten, 
mit XYZ gleichartigen Coordinatensystem £HZ in folgender Weise 
mit Af Bf Cf Ä, B, C zusammenhängen: 



+ (7co8(^,H)cos(Z,Z) 

+ A' (cos(y, H)co8{Z, Z) + cos(Z, H)cos(r, Z) 
+ B (cos (Z, H) cos ( A', Z) + CüS (A, H) cos [Z, Z) 
+ C (cos (JV, H) COS ( y, Z) cos ( r, H) cos (Ä, Z)} , 

Vergleicht man diesen Ausdruck fUr A mit der Formel (39), so 
erkennt man, dass die Function Q nichts Anderes is^ als die Gom- 
ponente erster Art des Tensortripeis nach der Bichtung q* 

17. Tensoroompononten spedeltof Art Wie Yectoren, so sind 
auch Tensoren specieUer Art in jedem scalaren Felde vorhanden. 
Setzt man n&mlich unter Benutzung der früheren Bezeichnung 8 
für die das Feld charakterisirende scalare Function 



so liansformiren sich diese Ausdrücke auf neue Coordinatensysteme 
ebenso, wie sochon als für Tensorcomponenten charakteristiscli er- 
wiesen ist; sir stollon somit Componenten eines Tensoitripels dar. 
Der Ausdruck (39) lür (J wird demgeraäss zu 



A » ^C08*(^, H) + £cos*(y, E) + Cco6*(2, £) 

+ 2^'coe(r,Z)coe(;?,H) + 2B'co8(^:, =)co8(A',=) 
+ 2 Ccos (A', 5) cos y, E), 



A' = ^ cos (X, H) cos ( JT, Z) + B coe ( Y, H) cos ( r, Z) 



(42) 




(43) 




(44) 
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und du Tensorkripel ist durch 

gegeben, falls A',, Z Coordmateuaxcn von der Eigenschaft be- 
leicboen, dass für sie gilt: 

a:^ . ^'f - = 0, A'« . -7 = 0, c;- - 0. (46) 

Solche specielle Arten toh Tensortripeln haben in Terschiedenen 
Gebieten der Physik eine grosse Bedentimg. 

Durch Hersnziehung der Formeln (22) können diese speciellen 
Tensoren auch mit den Vectoroomponenten L, M, N des Scalarfeldes 
is Beziehung gesetzt werden; es gilt n&mlich ohne Weiteres 

nd man ericennt leicht, dass diese Ausdrüdce<die (ttr die Tensor- 
com])onenten charakteristiBchen Transformationseigenschaften nicht 
nur dann besitzen, wenn die L, M, N die Gestalten (22) haben, 
•ondem jederzeit^ wenn N Oberhaupt Vectorcomponenten sind. 
Die Formeln (47) stellen somit eine specielle Art von 
Tensoreomponenten dar, welche in dem allgemeinsten 
Vectorfeld anftreten. 

Dagegen sind nach ihren Transformationseigenschalten 

•^-m-^' *'-i(4f-4^). ^'-i(4^-4f) i«) 

Compouenten eines im Feld von T jinftretendeii /.weiten Vectors 
der polar ist, wenn V axiale Natur hat und unigekehrt. M', S' 
verschwinden, wenn L, M, N die durch (22) gegebene Form besitzen. 

Damit irgendwie vorgeschriebene Functionen A, B, C, Ä, Ii', C' 
die iii (43) oder in ^4 7) enthaltenen Formen l)esit/.en und somit als 
Tensoreomponenten jener beiden .speciellen Arten aufgefasst werden 
können, müssen sie gewissen Bedingungen genügen, die man erhält, 
»tMin üjau aus den betreßenden Gleichungen ^' oder L, M, \ durch 
gt-ei^ete Ditierentiationen elimiiiiii. Man erluilt hierdnrch gewisse 
Kormelu, die im Italic (43) einlacher, im B'ulle (47) zienilicli coni- 
pHcirt sind, al^er als ohne directen Interesse tiir uns hier nicht ge- 
bildet werden inöi;en. 

18. Kaherungsweise Betrachtangen. In vielen <iei)iet<n der 
Phjrgik sind die zu Ciruude gelegten euipirhicheu Gesetze nicht in 
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geschlossener Form bekannt, sie werden Tielmehr in der Gestalt 
Ton Beihen nach steigenden Potenzen der geeignet gewtthlten 
Variabeln angesetzt, von denen man so viel Glieder beibeh&lt, als 
uöthig sind, um die Beobachtnngen so genau, wie deren Werthe 
selbst geschätzt werden dttrfen, wiederzugeben. In anderen 
bieten nehmen die Gleichungen, welche die Probleme liefern, so 
compllcirte Formen an, dass eine strenge LOenng unmöglich ist 
oder wenigstens bedeutende Schwierigkeiten bietet Da unser letztes 
Ziel die Aufstellung von mit der Eriahrong Tergleichbaren Gesetsen 
ist, so beschränken wir uns in solchen F&llen nicht selten auf an- 
genäherte Lösungen, die fftr die Praxis mit den strengen durchaus 
äquivalent sind, wenn ihre Gleiiam^beit sich schaff beurtheUen länt 
und dabei der Genauigkeit der betreffenden BeobachUmgen min- 
destens gleichkommt 

Wir werden im Folgenden in den beiden angedeuteten Bich- 
tungen von Annäherungen wiederholt Gebrauch machen, und es 
erscheint daher angemessen, im Voraus auf ICiniges von dem hin- 
zuweisen, was bei derartigen Betrachtungen zu berücksichtigen ist 

Ks sei ein analjtisclier Ausdruck für eine beobachtbare physi- 
kalische Grösse B gegeben oder gesucht, der eine unabhängige 
Variable oder auch eine Constante « enthält, die unter den wirk- 
lich vorkommenden Umständen stets ein kleiner echter Bruch ist» 
so bezeichnen wir Ausdrucke, die sich von c, €*, i* . . , nur um 
mässige, d. Ii. von der Einheit nicht allzuweit entfernte, Zahlen« 
factoren ^„ ^„ ^ . . . unterscheiden, als klein von erster, zweiter, 
dritter . . . Ordnung in «. Ein häutiger Fall ist der, dass « nn- 
gefuhr 0,001 beträgt, und die etwa zwischen 0.1 und 10 liegen. 

Gleichviel, ob der Ausdruck für Ii bekannt ist oder nicht, so 
k('>nnon wir ihn nacli dem MACLAtJBiN'schem Satze nach Potenzen 
von < entwickeln und schreiben 

jB« ./<(1 + + + + (49) 

Unter den tür uns in Betraclit konmu-ndcn Vcrliiiltnissen ist 
die r'onvt'i-i!«'n/, der so eriialtenen Kcilie in der Rc^i'l unzweifelhaft. 
Sind hierbei «, ß, y , . . im obigen Sinne niilssigc /ahb'n, so werden 
die (Jliedfr der Klammer ihrem Werthe iiacb sclmeli abnehmen und 
die Beibelutltiiuf^' der 1, 2, 3 . . . ersten GlicibT wird Formeln von 
wfiehsender und im Allgemeinen leicht absch:it/l>arer Gtnaui^du'it 
licfi-rn. Mei«t kann man dabei die Summe der fort^'dassenen Glieder 
als von dem ersten gestrichenen Glied nicht erheblich abweichend 
botnichteri. 

Handelt es sich nun um die Anwendung einer solchen Formel 
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auf ßeobat Iitunp:cn toh einem bMttmmten Grad der Schärfe, so wird 
der Theil der Reihe, welcher eine unterhalb der GenauigkeitsgrODSe 
Kfl^de GröFRp he^itzt, praktisch ohne £|jBdeatung sein und ge< 
strichen werden dürfen. Ist z. B., w&a einen gleichfalls häutig vor- 
kommenden Fall darstellt, die Genauigkeit des findresultates der 
Beobachtung höchstens gleich 0,001 des gansea gemessenen Werthes, 
80 werden bei < » 0,001 die Glieder ?on der zweiten Ordnung an 
ohne £influ8s sein, und das (j^esetz i&r B in genOgender An* 
nSbemng durch 

B » il(l + «<) (50) 

gegeben werden. Ist aber die Genauigkeit der experimentellen Be- 
rtimmnng von B hftchstens gleich 0,00001, so wird man das Glied 
swsiter Ordnung beibehalten müssen, dasjenige dritter Ordnung aber 
beseitigen dürfen; hier lautet dann das zur Anwendung geeignete 
Oesetx: 

Die Verallgemeinerung des Verfahrens auf den Fall, dass 
mehrere kleine Grössen g, & . . . in dem Ausdruck für B vor- 
kommen, liegt auf der Hand. In der Regel wird eine dieser Griissen, 
i. B. «, als die in erster Linie maassgebende erscheinen und die 
anderen werden in ihrer Grössenordnung mit Potenzen von « ver- 
glichen werden. Nach dem oben B^'estgesetzten erscheint z. B. i] als 
Tüü zweiter Ordnung in Bezug auf e, wenn es sich von s* nur um 
einen milssigeu Zahlenfactor unterscheidet. Gesetz für Ii wird 

sich dann wie oben in eine Reihe entwickeln lassen, deren Glieder 
iD Bezug auf (. wachsende ( Jrössenordnung besitzen, und die sich 
geiiau so behandeln läss^ wie oben gezeigt ist. 

Ein wenig complicirter wird die Ueberlegung, wenn es sich um 
j .oliuliche Gleichungen zwischen mehreren physikalischen Grössen 
iiaudelt, und in den Formeln entweder e.xplicite, oder aber implicite 
in den Abhängigen, jene als klein angenommenen Unabhängigen 
oder Parameter auftreten. Indessen führt auch hier die Entwicke- 
lang nach dem MACLvuuiN'schen Lelirsatz zu Gleichungen, deren 
Gheder in den kleinen Grössen von Oter, 1 ter, 2ter . . . Ordnung 
■ind, und die demnach ))ei Beschränkung auf eine gewisse Genauig- 
keit durch Fortlassung der hüheren (Glieder vereinfacht werden 
k&mien. Schwierigkeiten bietet hier nur mitunter die Frage, ob die 
ihrem Werth nach zunächst unbekannten Factoren jener kleinen 
Grossen wirklich ab massige Zahlen in dem oben erörterten Sinne 
ingesehen werden kOnnen. Fdiler können dabei ebensowohl da- 
dardi entetehen, dasa die Factoren der niedrigen Glieder kleiner. 
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wie daaa diejenigen der höheren Glieder in Wahrheit grösser sind, 
als man angenommen hat In solchen Fällen ist» nach DorchlUhrung 
der Bechnnng mit den angenommenen VemachlAssigiuigen, die Be- 
rechtigung der letzteren genau sn untersuchen. 

Noch schwrieriger werden angenäherte Betraehtongen hei Diffe* 
renüalgleichungen, da hier die Grössenordnnngen der Abhängigen 
von denjenigen ihrer Difi'erentialquotienten verschieden sein könn^ 
Hier wird man, neben sorgfältiger Erwägung der Umstände im 
Voraus, eine nachträgliche Prüfung der Zulässigkeit der gemachten 
Vernachlässigungen nicht versäumen dürfen. Wir werden auf diese 
Punkte 1)81 den weiter unten zu behandelnden speciellen Problemen 
zurückkommen. 
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Hechaulk materieller Funkte. 



§ 1. Trage Körper, niAtoriello Tankte; gleiehfönnig« geradlinig« 
Beweg'ong, Qnlflei*t Mgheitiprineip. 

Die fundamentale Erfahrungstliatsaclie, an die wir in der theo- 
retischen Mechanik anknüpfen, ist die Beobachtung, dass die Körper 
unseren Versuchen, sie mit Hülfe unserer Muskelkraft vom Ort zu 
h* wegen, einen Widerstand entgegensetzen, dass sie, einmal in Be- 
wegung gesetzt, diese Bewegung in scheinbar selhststandifror Weise 
fortsetzen und anch nnserem Bestreben, auf diese Bewegung ver- 
ändernd einzuwirken, nicht widerstandslos Folge leisten. Wir tüliren 
flT<»se ErscheinuDf^en auf eine Kigenscliatt der die Körj)er erfüllenden 
M;\Kse zurück, dio wir ihre Träi^lieit nennen. Die Ableitung» der 
Bt;wegungsg(>setze tür träge oder mit Masse behaftete Körper ist die 
Aufgabe der Mechanik. 

In allen Gebieten der Physik sucht man die complicirten Vor- 
gänge dadurch zu verstehen und theoretisch zu bewältigen, dass 
nuin sie iu möglichst einfache Klenientarvorgänge zerlegt und diese 
zunächst in AnEjriff nimmt. So LM'lit man auch in der Mechanik 
r<!]5 von der Betrachtung eines Körpers von mr»£?li( hst einfachen 
Kigenschat'ten, des sogenannten materiellen Tunkte«. 

Unter einem materiellen Punkte versteht man einen 
trägtu Körper von solcher Ik'schaffenheit, dass man ohne 
merklichen Fehler seinen Ort und demgemäss seine Orts- 
Teränderung vollständig nach dem Verhalten eines be- 
liehipcn oder bestimmten in ihm markirten mathematischen 
Puiiktes beurtheilen kann. Es ist eigenthümlich und lästig, 
<la88 man nicht von vornluri'in die Umstände, unter «lencn ein 
Kürjjcr diese Betlingung erfüllt, all'iemein und anschaulich aul- 
ttellen kann; diese Untersuchung «Tl'ordcrt indessen so viele erst 
Veiterhin zu gewinnende Hülfsmittel, dass sie nicht eher, als am Ende 
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des zweiten Theiles unserer l)arst<»lliiiig erledigt werden kann. Hier 
kann vorläufig nur dies gesagt worden: Tn fielen Fällen f^eiuigt, 
duss der Körper iu seinen Dimensionen klein ist gegen die 
Wege, w<'lche der in ihm raarkirte mathematische Punkt 
in endliclien Zeiten zurücklogt, um ihn als materiellen 
Punkt behandeln zu dürfen. 

Nach den getroffenen Festsetzungen ist die La^e eines als 
Massenpuukt bezeichneten Körpers ausreichend l)estiiniHt dureh den 
Ort irgend eines in ihm beliebig augeuouimenen mathematischen 
Punktes, seine Bewegung durch die Ortsveränderung desselben mit 
der Zeit. Die bei der Bewegung von ihm beschriebene Curve nennen 
wir die Bahn des Massenpunktes. 

Den Ort bestimmen wir durch die Coordinateu, zumeist die recht- 
winkligen X, tj, X, des Punktes in Bezug auf ein ruhendes Coordi- 
natensystem. Tat der Massenjjunkt iu Bewegung, so ändert sich j-, 
y, X. mit der Zeit t, es ist z. B. 

die Bewegung ist vollständig beschrieben, d. h., ihre Gesetze sind 
erschöpfend ausgesprochen, wenn für einen Massenpunkt diese drei 
Functionen der Zeit bekannt sind. Ans ihnen folgen unter Anderem 
die Gleichiiiigen der Balm, als de« Inbegriffes aller zu irgend einer 
Zeit Tom Punkt eingenommenen Orte, indem man aoa den vor- 
stehenden drei Formeln durch Elimination zwei von I Me hUdet, 
die durch 

/. (-Ti^, -) =« 0 Had /; (r, »/, x) « 0 

dargestellt sein mögen. 

Ist die Gestalt der Bahn gegeben oder sonst bekannt, so ist es 
unter Umständen vortheilhaft, den Ort des Massenpunktes in der 
Bahn zu bestimmen durch den längs der Bahn gemessenen Ab- 
stand .V, den jener zur gegebenen Zeit l von einem auf der Bahn- 
curve willkürlirli angenommenen N'ullpunkt besitzt. Indem man die 
Richtung diT lialiu von jenem I*uiikte aus nach der einen Seite 
positiv, nat h (h r anderen negativ n i hnct, kimjmt man dazu, auch 
positive und iiegative \\'t'itlK' (Ut l-mtfemung s zu bpnutzen. Die 
Abhängigkeit der Länge &* von der Zeit also eine Kelation von 
der Form 

* = /•(<), 

bestimmt vollständig die Bewegung des Massenimnktes in der Bahn. 

Eine Gurre wird in der Infinitesimalrechnung als der Grenssfall 
eines Polygones betrachtet; analog kann man eine stetige zeitliche 



Digitized by Google 



9 1. GMchlSfiiilge gendfinige Bewegung, Geeoliwiiidigkeit 29 

Aeademng als den Grent£i]l dner oft wiederliolten ünsteti^keit 
aasehen. Daher iet es eachgemäss, wenn wir die Tlieorie einer 
krummlinigen Bewegung auf die Betrachtung einer geradlinigen, und 
die einer stetig Ter&nderlichen auf die einer spnuigweiae wechseln- 
den gründen. So wollen wir im Folgenden Terfahren. — 

Die denkbar einfachste Bewegung wird ein Massenpunkt dann 
anaHlhren» wenn er sich längs einer geraden Linie so fortschiebt, 
daas er in gleichou Zeiten gleiche Wegatrecken zurücklegt Wir 
nennen eine solche Bewegung geradlinig gleichförmig. 

Sind in diesem Falle <r,, <r,, er, . . . die Strecken, die von dem 
Punkt in den Zeiten r,, r«, r, . . « zurückgelegt werden, so ist nach 
dor Annahme 

»t »• »• ^ ' 

eine für die Bewegung charakteristische Gonstante, die man die 
Geschwindigkeit des Massenpunktes nennt. Indem man derOe- 
srliwindii^l^t'it die Richtong der Bewegung beilegt, ertheilt man V 
den Charakter einer Vectorgrösse. Bei der Torstelienden Art der 
Eknfiihrung stellt sie sich als stets positiv dar. 

Bestimmt man den Ort des Massenpimktes auf der Bahngeraden 
durch den in einem willkürlichen Sinn positiT gerechneten Ab» 
stand 4f Ton einem auf der Geraden beliebig angenommenen Null» 
pnnkt, 80 ändert sich derselbe nach der gemachten Annahme lineär 
mit der Zeit, was sieb ausdrückt durch die Formel: 

*-#, + Ffc (1') 

Hierin bedeutet diejenige Entfernung a, die der Massenpunkt 
zur Zeit / = 0 besass, d. h. in dem Moment, von dem aus wir die 
Zeit in Zeiteinheiten zählen. Zu zwei andern Zeitpunkten und 
von denen später fallen mag, als ^, möge die Entfernung s die 
Werthe s, und besitzen, dann ist — der in der Zeit <i — 
zurückgelegte Weg« und es giebt jetzt 

'«JZiL « V (1") 
•l — »t 

die (-Jeschwindigkeit der gleiclilonnigen Bewegung au. 

Da <, später fallen soll, als („ so ist t, — t, stets positiv; V hat 
hier also das Vorzeichen von «, — «, und wird positiv oder negativ 
sein, je nachdem der erste oder der zweite Ort des Massenpunktes 
weiter nach der als negativ bezeichneten Seite der Bahngeraden 
Hegt Bei dieser Darstellungsweise ist somit die Oescbwindigkeit 
ponliT oder negativ, je nachdem die Bewegung nach der positiren 
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oder negativen Seite der Bahn hin stattfindet. Das Vorstehende 
giebt ein erstes Beispiel zu dem S. 14 aUgemein Uber das Vorzeichea 
▼on Vectorgrössen Anseiniuidergefletzten. — 

Wir gehen nun zu der numerischen Berechnung der Geschwin- 
digkeit über. Nach der gegebenen Detinition (1) ist dazu die Ab- 
messung einer Länge und einer Zeit nothwendig und ausreichend; 
sind die Einheiten für Längen- und Zoitmessungen festgesetzt , so 
ist dadurch über die Einheit der f^escliwiiidigkeit bereits verfügt — 
sie ist (gemäss dem 8. 5 üesagteu) keiue fuadameutalei sondern eine 
abgeleitete Eiidieit. 

Eine Geschwindigkeit 7 ist also, nachdem wir für die wissen- 
schaftliche Mechanik Centimeter und Secundo als fundamentale Ein- 
heiten eingeführt haben, eine solche, bei welcher der Weg in Oenti- 
metern, und die zu seiner Durehmeasung nötliige Zeit in Serunden 
ausgedrückt, das ZalilenverhLiltniss 7 ri L'^ l) 'ii. Ebenso besitzt ein 
Massenpuiikt, der in gleichtormiger Bewegung während 5 Minuten 
15 Meter zurücklegt, in wissenschaftlicheu Einheiten die Geschwin- 
digkeit 

15.100 _g. 
'^^ 5 60 

io den technischen Einheiten Meter und Hinateii ausgedrückt^ hat 

er die Geschwindigkeit 3. 

Was die Dimension der Geschwindigkeit betrifft, so ergiebt sich 
für sie aus der Detinition (1) bei Heranziehung der allgemeinen 
Festsetzungen von S. 6 die Formel 

[r] = [/r']. (2) 

Wir knüpfen an Vorstehendes noch eine Bemerkung Yon weiter 

reichender Bedeutung. 

Setzen wir in der Detinitionsgleichung (1) 

t 

den Nenner r = 1, so bezeichnet der Zähler tr den in dieser Zeit- 
einheit zurückgelegten Weg, und es ergiebt sich scheinbar die viel 
angewandte Definition der Geschwindigkeit der gleichförmigen 
Bewegung als die in der Zeiteinheit zurückgelegte Weg- 
strecke. Aher diese Definition ist nnr in dem Sinne richtig, dass 
die Geschwindigkeit proportional ist der in der Zeiteinheit zurück- 
gelegten Wegstrecke (durch sie gemessen, Teranschaulicht wird), denn 
Geschwindigkeit and Weg sind Ton ganz ▼ersehiedenen Dimensionen, 
können also zwar nnmeriscb, niemals aber physikalisch gleich werden. 
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Ihre eigentliche fundamentale Bedeutung erhält die 
gleichförmige geradlinige Bewegung dadurch, dass sie nach 
der Ton Galzlbi als Fundamont der Mechanik eingeführten 
Hypothese diejenige ist, die ein Massenpunkt dann ein- 
schlägt» wenn er sich selbst Uberlassen, also keinerlei Ein- 
wirkungen ausgesetzt ist Dieser Satz ist Ton dem Entdecker 
aus Beobachtungen abgeleitet, bei denen die äusseren Einwirkungen 
auf den bewegten Körper als sehr gering betrachtet werden durften; 
er ist hypothetisch, weil man keinen Körper in voller Strenge Ton 
jeder Einwirkung zu befreien vermag. Ein indirecter Beweis ist 
in diesem, wie in anderen ähnlichen Fällen dadurch erbracht, dass 
von allen aus der gemachten Annahme durch strenge Schlüsse ge- 
zogenen Folgerungen sich keine mit der Erfahrung in Widerspruch 
erwiesen hat 

§ 2. Zosammensetzting tmd Zerlegung gleichförmiger 

Geschwindigkeiten. 

Wird, während der betrachtete Massenpunkt mit der (lescliwiii- 
digkeit V, VAngs einer ireraden a, fortschreitet, diese Gerade selbst 
mit dem auf ihr wandernden Punkt in einer beliebigen Riclitnn? 
mit einer (resch windigkeit T, gleichförmig verschoben, oder beliuilut 
sich die (Gerade umgekehrt in der Richtung a„ und h^t der Massen- 
pankt auf ihr die (Jeschwuidigkeit V,, während sie selbst in der 
Richtung a, mit der (jeschwiiidigkeit I', verschoben wird, so sagen 
wir, dass der Massenpunkt gleichzeitig die (Teschwiiidig- 
keit r. in der Richtung a, und V. in der Richtung a, be- 
sitzt. Indem wir diese Vorstellung weiter ausbilden, k()nneii wir 
einen Massenpunkt beliebig viele (icschwindigkeiten in beliebigen 
Ktchtungen gleichzeitig annehmen lassen. 

Bleiben wir zuuäclist bei nur zwei Geschwindigkeiten, die wir 
der Einfachheit halber positiv annehmen, repräsentiren sie in 
der S. 8 allgemein festgestellten Weise als Vectoren, d u « Ii 
Strecken, so ergiebt die unmittelbare geometrische Anschauung 
lölgeiiden unter dem Namen des Parallelograuuues der Geschwindig- 
keiten bekannten Satz: 

Ein Massenpunkt, der gleichzeitig zwei constantc Ge- 
schwindigkeiten r, und r, in den Richtungen a, und bu- 
sitztj bewegt sich gleichförmig in gerader Linie mit einer 
Gestmmtgeschwindigkeit V, die nach Grösse und Richtung 
gegeben wird durch die Diagonale in dem aus den ge- 
gebenen Geschwindigkeiten «nd F. TerTolIständigten 
Parallelogramm. 
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T'ieso Constructioii liefert nach der nelMmstehenden Figur so- 
gleich folgende Formeln; 

F. F. V 



(3) 




Fig. 5. 



gm qr, sin gp, sin 7 

Stehen zwei Geschwiiuligkeiten 
F,, F. mit einer dritten V in dem 
▼oxBtehend erörterten Zosamnienbimg^ 
80 nennen wir sie dar letstenm 
äquivalent and )ieieielinen dies kurz 
dnrch 

F iq. F., F.. ^ 



r heisst duiiu aach die ßesulüreude aus \\ und r„ umgekehrt 
heissen F» und F, Componenten von F. 

Die Constmction des Parallelogrammes gestattet bei wiederholter 
Anwendung anch Ar beliebig viele gegebene positive Geschwindig- 
keiten die resohirende C^esnnuntgeschwindigkeit nach Grosse und 
Bichtoug zu bestimmen. Fig. 6 Tersnschaolicht eine solche Operation. 

Denn wie F, äq. r,, F, ist, so ist auch 

r,. äq. F„ F., d. L ä*i. F., F„ F., 

^iif '^«» ^ ^ ^«1 F,, F« o. 8. £ 

Beachtet man, dass in der Figiir, welche die suocessive Zu- 
sammensetzung der Geschwindigkeiten darstellt, die gebrochene 

1^ Linie 0, 1, 2, 3, 4 durch 
die gleichsinnige Anein* 
anderreihvng sänunt- 
licher gegebener Go- 
schwindi^eiten geliil» 
det wird, so kam man 
das Resultat der Ope- 
ration *n»^b^lifth in 
der sogenannten Begel 
dos Foljgonoa fol- 



Fif . 6. 




apiedion: 

Um bei • gego- 
benen Gosoh windig- 
keiten die resnltirendo Oesaramtgoschwindigkeit tn con- 
strniren» fftgo man alle gegebenen G-escbwIndigkeiton 
gleichsinnig an einander. Die Strecke vom Anfangs- bis 
xttm Endpankte der so erhaltenen gebrochenen Linie giobt 
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dann nach Grdsse itnd Richtnng die resnltirende Geschwin- 
digkeit an. 

Als spedellee Resultat sei angeführt: n parallele G^chwindig- 
keiten setzen sich zu einer einzigen gleichgerichteten zusammen, 
deren QiOsse gleich der Summe aller gegebenen ist 

Der obige allgemeine Sata lässt sich ohne Weiteres in folgender 
Weise umkehren: 

Jede gebrochene Linie, mittelst deren man die beiden 
Enden einer gegebenen Geschwindigkeit verbindet, lässt 
sich deuten als die gleichsinnige Aneinanderreihung von 
Geschwindigkeiten, welche mit der gegebenen äquivalent 
sind. 

Hieraus erhellt sofort, dass, während das Problem der Zusammen- 
setzung von gegebenen Gcscliwindigkeiten vollständig bestimmt war, 
seine Umkehruug, die Zerlegung einer gegebenen ( Jesc.liwindigkeit in 
ein System äquivalenter Componenten, unendlich viele Lösungen zu- 
lässt und zu seiner Bestimmung noch einschränkende Bedingungen 
Terlaugt 

Von diesen sind die wichtigsten die folgenden: 

a) Eine gegebene Geschwindigkeit soll in zwei Componenten 
zerlegt werden, ftir deren eine die Grösse F, und die Richtung, d. h. 
der Winkel 9>„ den sie mit V einschliesst, gegeben ist Gesucht ist 
die andere Ck>mponente nach ihrer Grösse T' und ihrer Richtung; 
die in der Ebene durch V und l\ liegt und durch den Winkel 9p, 
gegen V bestimmt ist Alle Geschwindigkeiten soUen positiv ge- 
rechnet werden. 

Nach Fig. 5 erhält man sofort 

r/- P+ r/- 2FF,coa9», = (F- F.)' + 4 FF. sin* i y„ 

sin ^, = ( r,/ r,) sin (p^ 

b) £ine gegebene (positive) Geschwindigkeit F soll in zwei mit F 
In einer Ebene liegende Componenten F. nnd F, zerlegt werden, 
denn Richtungen durch ihre Winkel ^, nnd gegen V gegeben 
mnd; gsoncht dnd ihre Grössen. 

Ifan erhält nach Fig. 6: 

sin^, F,=«r '"'^ (ö) 

öm(g», + 9>J ' tun (ff, + 9,) ^ ' 

Hat man hierbei (wie gewöhnlich) den Richtungen, in die F, 
und F, fallen, von vornherein einen Richtungssinn beigelegt, so 
können F» und F« sowohl positiv als negativ ansfisllen. 

W.VoMff, MMkaalk. Sw«ll« Aot. 8 
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Stehen die Richtungen von V^ and zu einander senkrechti 
ist also ^, + ^ = 1 91, 80 gilt: 

c) Eine gegebene poeitire Geschwindigkeit V soll nach drei zu 
einander normalen, mit Richtnogssinn Tersehenen Bichtungen, z. B. 
nach den Goordinatenazen A', l", Z in Componenten u, v, w zerlegt 
werden. Hier liefert die Xüonstruction des Polygones sofort 

ut^VcoBttf vs*VcOfiß, w^Vcosyi (6) 

die Componenten können sowohl positiv als negativ sein. 

Nimmt man u, v, w als gegeben an, so bestimmen die aus (ß) 
folgeuden Formeln 

P = 1** 4- 1?' + w\ cos « =s u/ Vf -ojVf cos y = u>/ V, {7) 

bei posatiT angenommenem Vorzeichen die Reeultirende Tnach QrOsse 
und Richtung vollständig. 

Die durch (Ii) und (7) gegebenen Beziehungen sind zu benutzen, 
um das allgemeine Problem der Zusammensetzung be- 
liebiger Qesch windigkeiten, das oben nur geometrisch be- 
handelt isl^ nun auch analytisch durchzuführen. 

Seien n Geschwindigkeiten gegeben durch ihre (positiven) 
Grössen und ihre Richtungswinkel ßk, Yh g^geu die Coordi- 
natenaxen; es handelt sich um die Grösse F und die Richtungs- 
winkel «f, Y ^'^^ Resultirenden. 

Wir zerlegen jede einzelne Gtochwindigkeit Fa nach den drei 
Goordinatenazen X, F, Z und nennen die entstehenden Componenten 
^hj tt^A* Es ist dann: 

Die parallelen Componenten lassen sich aber sogleich zusammen- 
setzen zu einer einzigen Geschwindigkeit, die gleich ihrer Summe ist; 
so gelangt man zu nur drei Componenten parallel X, Z von dem 
Betrage 

u = -2i*«A, p = ^'r,., w = ^wa, 

« -i' I ; cos = 2: 1 A cos = 2: \\ cos rht 

und diese geben, nach den Formeln (7) zusammengesetzt, die 
resultirende Gesammtgeschwindigkeit V und ihre Richtungswinkel tt, 
ß, Y durch die Gleichungen: 

l " = ir + t* + w\ cos a = uj \ ] cos/y = vj T, cos / « wjV. (8") 
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Auch (las Problem der Zerlepfnng einer Geschwiiuligkeit 
behamlelt sich unter Umstünden besonders Iwquem diircli lunfiUirung 
der Componentcn nach den Richtungen der CoordinatenaxeiL 

Sei z. B. das oben mit a) bezeichnete Problem Torgenommen: 
die Zerlegung einer gegebenen (ireschwindigkeit T in zwei Compo- 
nenten, von denen die eine \\ sowohl nach Grösse als nach Kiclitung 
gegeben ist Die Richtung von V sei durch die Winkel ee, y, 
die von I' durch die Winkel a,, ß,, gegen die roordinatenaxen 
gegeben, die der gesuchten Cnnijtouente \\ ebenso durch a,y ß^, 
Für die Componenteu nach den Coordinaten&xen gilt demgemäss: 

u ^ V eonut tJs=F coB/?, w = K coa y, 

tt, — r, coBtf„ t', = r, co8/?„ u?, = r, cosy,, (9) 

«, = \\ cos er,, V, ^ r, cos ßt, w« = F, cos y,. 

Da V die Kesuitaule aus \\ und sein soll, so muss nach dem 
eben Gesagten gelten: 

W » II, + tl«, © = |>, + W„ t0 « U^t + tt^f, 

Also (9') 

und es bestimmt sich daher \\ nach Grösse und Richtung durch 
die Formeln 

i: = \i{u - ti,y + {r - ..r + (^' - «'.r 

(0-) 

costf.» - -y,-' , CO«/?, « — coay, « - 

Hier ist der Ort» um auf den Zusammenliang der vorstohenden 
Betracbtangen mit dem S. 1 1 u. f. allgemein über Yectorcomponenten 
Gesagten hinzuweisen. Die Formeln (6) nnd (7) stimmen offenbar 
mit den Formeln (14) und (15) aaf 8. 12 foUkommen ttberein, ebenso 
die Formeln (8') mit (27) anf S. 16. Bezflglicb ihrer Bedeutung besteht 
aber doch ein gewisser Unterschied. Früher, bei der allgemeinen 
Betrachtang, waren die Gomponenten einer Vectorgrösse nur allein 
als sjfflmetrischiB Bestammungsstacke derselben eingeführt; hier, in 
dem specielleren Falle des Geschwindigkeitsvectors, stellen sie sich 
ausserdem als dem ursprünglichen Vector gleichartige Grössen 
dar, die zusammengenommen ihn durchaus zu ersetzen 
fermOgen. Diese Eigenschaft liegt, wie schon früher bemerkt, 
an und f&r sich nicht in der Definition der Componenten eines 
Vectois, aber sie scheint in Wirklichkeit fast allen Vectoren zuzu- 
kommen. 

8* 
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§ 3. Plötzliche Aenderung der Geschwindigkeit; Impulse, Maasen. 

Die Entwickelungen des vorigen Abschnittes sind ?on Nutzen 
für die Beurtheilung einer plötslichen Aenderang der Geschwindig- 
keit nach Grösse und Richtung. 

Verwandelt sich nämlich eine gleichförmige Bewegung von der 
Gescliwindigkeit V in der Richtung a plötzlich in eine ebensolche 
Von der Geschwindigkeit l\ in der Richtung a,, so können wir den 
Vorgang ansehen als entstanden durch den Hinzutritt einer Ge- 
schwindigkeit V in einer bestimm- 
ten l^ic'litinitr a'. welche natürlich 
in (Irr Klh in durch T und V, liegt, 
zu der ursprünglich vorhandenen T' 
In der That, repräsentirt m 
der Figur (3) die Strecke [1^) 
Oller {2,a) die ursprüngliclie Gv- 
schwindigkeit T, und (:^ </,) die dctinitive I',, so ist die hinzuj,'euetene 
Geschwindigkeit 1" durch die Strecke {a, o ) gej^eben. Dieselbe be- 
stimmt sich analytisch durch die Gleichungen (4) gemäss der neuen 
Bezeichnung in der Form: 

F" ^ F;+ F'- 2 F. Fcosy = (F.- Fy+ 4F. Fein* 

y ^ (10) 




äiii 



(f = p, sm (f. 



Eine solche Aenderung der Geschwindigkeit kann nun nach dem 
S. 31 eingeführten GAUitEi'Bchen Princip nicht ohne Ursache vor 
sich gehen; in unserem Falle kann aber jene Ursache der Aenderung 
nur eine unendlich kurze Zeit hindurch wirksam sein, da nach dem 
plötzlichen Wechsel die Geschwindigkeit weiterhin nach Bichtnng 
und Grdsse unTerftndert hleibt Eine momentan wirkende Bewegungs- 
ursache nennen wir einen Impuls, legen ihm, indem wir seine 
Eigenschaften nach denen der Ton ihm erzeugten Geschwindigkeit V 
beurtheilen, eine Bichtnng bei, zusammenfallend mit der Bichtang 
dieser Geschwindigkeit, und setzen seine St&rke proportional mit 
deren Grösse F'. Es liegt hierin ausgesprochen die fundamentale 
Annahme, dass zur Erzielung einer Geschwindigkeitsänderung F' ftr 
denselben Massenpunkt stets derselbe Impuls erforderlich sei, gleich- 
viel zu einer wie grossen und wie gerichteten Geschwindigkeit V 
jener Zuwachs hinzutritt Dieser Impuls ist also derselbCt wacher 
nöthig ist, um dem zuvor ruhenden Massenpunkt (F » 0) die Ge- 
sammtgeschwindigkeit V zu ertheilen. Bezeichnen wir die Stärke 
des Impulses mit J, die Winkel seiner Bichtnng gegen die Goordi- 
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natenaxen mit a, b, c, die analo^'en Winkel für die Gosel i w i iid igkeit F" 
mit a, ß', jr'f 80 ist unsere Festsetzung ausgedrückt in dem Ansatz: 

J^V'C, /?'=fc, (11) 

in wekliem C einen Proportionalitätsfactor hezeichaet, von dem wir 
vorläufig nur wis$i$en^ dass er für den betrachteten Masseupuukt eine 
Constante ist. 

Da ein Impuls nach dem vorstehend Gesajrten eine Vector- 
grösse ist, ?;icli iiäiiilicli von einer (Jeschwindigkeit nur dnrch einen 
constanteu Factor nnterscheidet. so können wir ihn durcli lino 
Strecke repräsentiren, die auf seiner Richtung abgegrenzt und mit 
dem Repräsentanten der von ihm hervorgebrachten Geschwindigkeit 
proportional ist, oder auch, da es sich nur um Yergleichungen 
handelt^ zusammenfällt. 

Ferner kann man alle Betrachtungen Aber die Zusammensetzung 
oder Zerlegung Ton Geschwindigkeiten sogleich auf die Impulse aus- 
dehnen. Denn ist eine Geschwindigkeit V äquifalent mit einem 
System T,, F,. . . F«, so ist auch der Impuls J^VC, der die erste 
Geschwindigkeit F herrorzubringen yermag, äquivalent mit dem System 

. . . Ton denen jedes » v^C die entsprechende Geschwindig* 
keit Fj^ erzengen kann. 

Speciell ist ein Impuls J üquiralent mit einem System paralleler 
Impulse J„ J, . . . J«, wenn 

ferner ist derselbe äquivalent mit (h*ei Impulsen F, G, H parallel 
den Coordinateuaxen — seinen Conijionenteu — , wenn 

F=^cosa, U=^Jco»h, H = Jcosc; (11 ') 

dabei haben die a, b, e die gleiche Bedeutung der Richtungswinkel 

von J, wie in (11). 

Auf Grund dieser letzteren Erwägung können wir zunächst 
die vier Gleichungen (11), welche unsere Festsetzungen bezüglich 
der Richtung und Stärke dt-s Impulses enthalten, und von denen 
die letzten drei wegen der bekannten Relation zwischen den drei 
RiohtungsAN inkoln gegen rechtwinklige Azen nicht unabhängig von 
eioaiider sind, dnrch drei von einander unabhängige ersetzten. 

Vertauscht man nämlich in (11") a, h, c nach (11) mit ihren 
Werthen V (\ a', ß', y' und berücksichtigt, dass fftr die Compo- 
aeoten yl, v\ w von V nach ihrer Detinition gilt: 

Ii' - V cos ff = V cos ß\ w' = F' cos 

so erhalt man 

F^uL\ (i^vC, II^wC, (11") 



Digitized by Google 



38 



Mechtnik materieller Punkte. 



Diese Formeln lassen sich nun auch so aussprechen: Der Im- 
puls J, welcher die Geschwindigkeitsänderung V berrorbrin^t. ist 
ü(|uivalent mit den drei Componenten F, G, H von J parallel den 
Coordinateiiaxen, weiche, jede für sich allein wirkend, die drei Com* 
ponenten v\ w von V erzeugen würden. 

Die Bemerkungen über die Zusammensetzung von Impulsen 
gestatten uns^ einen wichtigen Schluss über den Werth der Pro- 
portionalitätsconstanten C zu ziehen. 

Denken wir uns n Massenpunkte gleicher Grösse aus gleicher 
Substanz, also auch von gleicher Masse, durch n gleichzeitige^ gleiche 
und parallele Impulse von der Ruhe aus in Beweguni,' tresetzt, so 
werden ihre Geschwindigkeiten gemäss den Formeln (11) oder (11"') 
ebenfalls gleich und parallel sein. Da die Punkte sonach während 
der Beweguni; ihre gegenseitige Lage unverändert beibehalten, so 
kann man sie, ohne den Voriran^ zu ändern, aucli wilhrend oder 
bereits vor dem Rep^inii der licwcguntr durch starre luasselose Ver- 
bindungen an einander fesseln oder /u einem neuen Massen))iinkt 
von der //-faehea Masse zusammenfügen. Auf diesen sind also jetzt 
ebenfalls n parallele gleiche Impulse J gleirlizoitig auszuüben, um 
die (lesehwindiirkeit V hervorzubringen. Nun sind aber nach oben 
Gesagtem /* gleiche parallele Impulse iuinivalent mit einem einzigen 
von w-faeher Starke, und wir gelangen (iaiier zu dem Hesultat, dass zur 
Herv(irl)riiigung einer gleielien Geschwindigkeit hei einem 
«-faclien Massenpunkt auch der n-fache Imimls nüthig ist. 

Sonach ergiebt sich, dass für die Vergleichung der Wirkung 
von Impulsen auf Massenpunkte derselben Substanz die 
Constante mit der Quantität Materie M, welche dieselben ent- 
halten, proportional sein muss, und wir schreiben können: 

J^V'Mk. (12) 

Hieraus folgt auch ]"= Jj Mlc, d. h., durch denselben lmj)ulB werden 
um so kleinere Geschwindigkeiten er/ielt, je grösser die im Massen- 
punkt vereinigte (jhi.mlität Materie M ist. Die Masse 3/ erschoirit 
also in üebereinstimniung mit dem S. 27 Gesagten als der Bewegung 
durch den Impuls entgegenwirkend, als ein Widerstand fiir die Be- 
wegung. 

Die Relation J Mk ist abgeleitet nur für Yerschiedene 
Massenpunkte derselben Substanz; die Constante k wird also zu> 
nächst noch Ton der Substanz abhängig sein, z. B. för Elisen einen 
anderen Werth haben kdnnen, als für Schwefel u. s. £ In Bezug 
hierauf stellen wir folgende Erwägung an. 

Während Ton Massenp unkten derselben Substanz der eine 
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oatiirj^cniäss voü «-facher Masse als ein anderer zu bezeichnen ist, 
Wenn ii lu u lieni letzteren j^li'iehe /eriefJTPn liifst, ist es zu- 

näc!i-t ^nlikomiuon willkürlich, wann wir eine Maisse einer Substanz 
L'leich ileni Einfachen oder /^-lachen einer Masse anderer Siibatunz 
>t.t/.en wollen. Wir treffen demgemäss nunmehr eine VerlVi^Muicr, 
welche sich in der Folge als besonders praktisch erweisen wird, 
indem wirjjestimmeu : Als gleich solleu iurderhin zwei Massen 
jederzeit dann gelten, wenn sie der Bewegung durch den- 
selben Impuls gleichen Widerstand entgegensetzen — d. h. 
üach dem in 1 Erörterten, gleiche Trägheit besitzen. 

Als Masse Eins wählen wir in der wissen^ hat'tlichen 
Mechanik die Masse eines Cuhikcentimeters Wasser im Zu- 
stand der grössten Dichtigkeit, d. h. bei 4** Celsius, und 
nennen diese Masseneinheit „Gramm". In der technischen 
Physik wird meist das Kilogramm, d. h. die Masse eines Cubikdcci- 
meters Wasser bei 4® benutzt. Diese an sich willkürlichen Fest- 
setzungen empfehlen sich dadurch, dass sie die Masseneinheit in 
Beziehung zu der Längeneinheit setzen. Wie schon S. 6 bemerkt, 
betrachten wir die Hasse neben Lftnge und Zeit als eine dritte 
Fondamentalgrösse, deren Dimension wir durch [m] bezeichnen. 

Durch unsere Definition der Masse eines Punktes ist die CSon* 
staute k Ton der Substanz unabhftngig und demgemäss zu einer 
aniversellen Gonstanten gemacht Die Beziehung J^V'Mk 
hat nunmehr ganz die Gtestalt der auf S. 4 discutirten allgemeinen 
Formel (5); V und M sind in ihr die Unabhlbgigen, J die durch 
de bestimmte Abhängige. Da J durch diese Gleichung erstmalig 
eingeftüurt wird, so sind wir in der S. 4 erörterten Lage, aber die 
Proporttonalit&tsconstante willkürlich TerfÜgen zu können. Wir 
setzen sie in der wissenschaftlichen Mechanik, wie in den 
meisten derartigen Fielen, einer un benannten Zahl, und zwar 
der Einheit gleich; ttber die in der technischen Mechanik ge- 
troffene Verfügung werden wir weiter unten zu sprechen haben. 

Indem wir somit für unsere speciellen Zwecke der Gleichung (12) 
die Form geben 

J^V'M, (13) 

setzen wir zugleich als Einheit Ton J denjenigen Impuls fest, der 
dem Massenpnnkt Eins die Znsatzgeschwindigkeit Eins ertheilt, und 
leeben dem Impuls eine Dimension, bestimmt durch 

Nach den erhaltenen allgemeinen Beziehungen können w ir nun 
leicht in speciellen Fällen den Impuls nach Grösse und Kicbtung 
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bestimmoD, der eine verlangte AendeniDg der Geschwindigkeit eines 
Massenpnnktee lierrorbringt; ebenso aber anch umgekehrt die Gle- 
scbwindigkeitsinderung bei gegebenem Impuls. Ist die eine dieser 
Grossen durch ihre Gomponenten parallel den Coordinatenazen ge- 
geben, so bestimmen sich die Componenten der anderen gemäss 

F=uM, G = vM, H=wÄL (13") 

Ist hingegen der Geschwindigkeitazuwachs nur in seiner Lage gegen 
die Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so benutzt man passend direct 
die Behfction J^V'M. 

Als Anwendung behandeln wir das Problem, den Impuls zu be- 
stimmen, welcher eine gegebene Bewegung nnr der Richtung, nicht 
aber der Grösse ihrer Geschwindigkeit nach Terändert Wir be- 
nutzen dazu die Formeln (10) für Grösse und Eichtung der bei einer 
Aenderung allgemein zuzufügenden Geschwindigkeit und setzen darin 
der Annahme nach V. Dann ergiebt sich sogleich 

J^V'M^2VM^^, 8in9)'«c08-|-, 

was aussagt: der erlürderliehc Impuls ist proportional mit der An- 
fangsgesclns'indigkeit und der Masse des i)ewegten Punktes, sowie 
mit dem Sinus des halben Ablenkungswinkels, und zwar in der 
Richtung normal zu der Halbirungslinie des Winkels tp zwischen 
beiden Geschwindigkeiten auszuüben, — ein Resultat, das leicht 
durch die geometrische Anschauung zu verstehen ist. 

§ 4. Beliebige stetige Bewegong; BeseMenmgnng. 

Der allgemeinste Kall, dass sieh ein Massenpuukt längs einer 
beliebig gekrümmten Bahn völlig hclit hig fortbewegt, lässt sich unter 
gewissen \'orau8setzungeu auf die bereits ubsolvirteu Fälle zurück- 
führen. 

Wir beschränken uns ;iuiiätlist auf den wichtigsten speciellcu, 
aber dabei doch sehr allgemeinen Kali der sugeuannten stetigen 
Bewegung. 

Die erste Voraussetzung einer solchen ist eine stetig ge- 
kriininile Bahn. Wir drücken dies durch die Annahme aus. dass, 
wi^nn wir die Bahncurve durch ein Polygon von unendlich vielen, 
unendlich kurzen Seiten ersetzen und die Winkel zwischen den 
auf einander folgenden Seiten durch d'ff bezeichnen, das Verhältniss 
d(Tj()(f einen bestimmten endlichen Grenzwerth besitzt 

Es ist vortlieilhaft, ilie Längen Öa der Polygonseiten so zu 
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wälilou, dass sie säuuutlich in der gleichen unendlich kleinen Zeit 
zurückgelogt werden. 

Die zweite V(n'aussetznng ist, dass die BowcijuMfj iimcrliall) 
jedes d fT als jrleichforini^^ angeselien werdiMi kann, wie auch iiiiiiier 
die Ln!]^e und Grösse der ToIn gonst itt ii gewählt werde. Dies drückt 
mh durch die Annahme aus, dass das Verhältnias 

äalÖT^V (14) 

einen bestimmten endlichen Grenzwerth besitzen soll, der sich auch 
Ton Element zu Element nur um Betr&ge 3V &ndert, welche für 
die Verhältnisse 3Vjd(tf und somit auch für dVjdt bestimmte 
eodhche Grenzwerthe liefern. 

F ist nach dem Inhalt von § 1 zunächst die Geschwindig- 
keit dos Hassenpunktes auf der Polygonseite S<f und wird, als nach 
den gemachton Annahmen allein von dem Ort ?on Ba in der Bahn 
abh&ngigt kurz als die Geschwindigkeit des Punktes an jenem 
Orte bezeichnet Ihre Richtung f&llt nach der Herleitung in die- 
jenige des Bahnelementes, und somit auch in die der Tangente an 
der Bahn an der betrachteten Stelle. Die Definition (14), welche 
durchaus mit (1) parallel geht, liefert fUr V einen stets positiTen 
Werth. 

Bei der Yorausgesetzten Bewegung wechselt nun die Geschwin- 
digkeit V Ton Element zu Element nach Grösse und Richtung, z. B. 
so einer Stelle p von V zu r„ und wir fassen gemäss den Be- 
trachtungen des vorigen Paragraphen jede dieser Aendi rungen auf 
als die Folge einer der firttheren zugefügten neuen Geschwindigkeit, 
die wir jetzt dV nennen wollen. 

In der ganzen Torstehenden Auseinandersi t/ung haben die mit S 
i>ezeichneteu Grössen nur die Bedeutung unendlich kleiner Beträge, 
aber nicht nothwendig die von Differentialen. 

Die Zusatzgescli windigkeit I" bestimmt sich nacli Grösse und 
Richtung aus der Anfangsgeschwindigkeit F, der Endgeschwindig- 
keit F. und dem Winkel ihrer Richtungen, der jetzt fiff, genannt 
ist; nach Formel (10) gilt dann, wenn wir I'^, — V in Ueberein- 
^timmung mit der Festsetzung am Anfang dieses Absclmittt^s gleich 
<^ r setzen und uns bei der Eutwickelung auf die nicdri^ten Glieder 
beschränken: 

sin« = '= ^ oder tgep » ' . ^ ' 

Gemäss den Folgerungen in § 2 sagt die erste Gleichung aus, 
daas die Zusatzgeschwindigkeit SV sich zerlegen lässt in zwei zu 
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einauder uuruiak' Componeiitt'ii von der Grösse ^ F und Fr»^. Die 
zweite F<»niiel c»iel»t den Nei«?nii^s\viukel ff' der (iesclnviiidij^kcit dV 
gefien \\ als eiuc im Allgemeinen endliche Grösse, welche, falls V 
nieiit f?leieh N'nll ist nnr mit fiff selbst versehwindet; dies sagt aus, 
dass die Zusalz^ifescliwiinligkeit fiV nur dann in die Kichtuiig der 
Hahn lallt, wenn dieselbe keine Krümmung hat. Vergliehen mit 
der ei*st»5n giubt tlie /weite Formel noch das weitere' Resultat, dass 
von den roin]yonenten von AT' die eine, fiV, jKualK-lj die andere, 
Vdff, nuruKil zu [ ,. und damit aui-h nonual zur Kahn gerichtet ist. 

Pir vnrstf'lirndi'n < leidiungen stellen die Aenderung des Hf- 
weguni^'s/ustandi's an der »Stelle p dar; sie haben aber ävn Uebel- 
stand. noch abhiui;.M^^ /n sein von der Wahl des willkürliehen Zeit- 
raumes i) T. während dessen wir die Geseliwindiizkeit eonstant gedacht 
haben, (h r als «»tVenhür unwe^enlliidi beseitigt werden muss. Dies 
iH'seliielit, wenn wir die erste (ileichung (15) rechts und links mit 
^At). die zweite rechts in Zähler und Neimt^r mit Öt dividireu 
und die erhaltenen (Uieder deuten. 

Um diese Deutung' vor/unelimen, erinnern wir uns daran, dass Öt 
ilie Zeit zwiselu'ii zwei Geschwindifrkeitswechseln bezeichnete. Ver- 
stellen wir als(» unter 7' eine beliebi^'e Zeit, so ist T'i^T eine reine 
Zahl, näinlicli die Anzahl der Gesehwindi^keitsweclisei in der Zeit 71 
Ist /" 1,'leich der Zeiteinheit, die wir dureli 1" bezeichnen, so ist 
V'jÖT die Anzahl ^ der Geschwiudigkeitswechsel in der Zeiteinheit, 
somit l/()r = 

Benutzt man die% so ergiebt sich 

hier steht rechts die Summe aller der Zosatzgeschwindigkeiten, die 
dem Punkt sufliessen würden, weon er die ganze Zeiteinheit hin* 
durch in immer gleichen InterTallen das gleiche 8V' mitgetheilt 
erhielte, di?idirt durch die Zeiteinheit. Diese GrGsse ist ersichtlich 
von der Grösse des gewählten 8x unabhängig; denn einem Ter* 
grosserten 9t entspricht auch ein im gleichen Verhältniss ver- 
grGssertes dV, Sie ist sonach für die Geschwindigkeitsänderung 
an der betrachteten Steile p der Bahn in hohem Grade charakte» 
ristisch und wird demgemäss auch zur Bestimmung einer wichtigen 
Eigenschaft der gegebenen Bewegung benutzt 

Wir nennen dV'ldx ^ B die Beschleunigung des Massen- 
pnnktes an der Stelle p der Bahn und legen ihr die Rich- 
tung der Zusatzgeschwindigkeit 8V* bei. Wir können, da sie 
sich nur durch einen constanten Nenner Ton einer Geschwindig* 
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keit unterscheidet, alles, was wir über Zerlegung und Zusammen- 
aeirang jener gefunden haben, auf sie unmittelbar übertra,£ron. 

ÖVjdr ist aus demselben Grunde die gesaninite Aenderung der 
(n'scli windigkeit des Massenpunktes, wenn der Vorgang, wie er an 
der Stelle p einmal stattfindet, sich die ganze Zeiteinheit hindurcb 
in dem Zeitinterrall' 8x wiederholen würde, oder die Geschwindig- 
keitsänderung bezogen auf die Zeiteinheit Wir nennen sie die 
Bahnbeschleunigung oder Beschleunigung in der Bahn 6, 
welche der Massenpunkt an der Stelle p erfährt 

(irf'jfir rndlich ist analog die gesammte Richtungsänderung, 
welche die Hcwegnng des Massenpiinktos während der Zeiteinheit' 
erfahren würde; w^'^'en der Analogie der Gestalt von f>(^/Ar mit 
'W^\r, das wir als Geseliwindigkeit (Lineargeschwindigkeit) Itezeich- 
iieteu, nennen wir sie die Winkelgesell wi ndigkeit oder Urchuugs* 
gescb windigkeit d des Masscnpuuktes an der Stelle p. 

B crgiel)t sich durch die vorstehende Definition als stetB ynisitiv, 
' kann sowohl positiv als negativ sein; d verhält sich wie 6 oder 
Kic B, je nachdem man dem Winkel dif eiueu ßichtungsäiun beilegt 
oder nicht beilegt. 

Deiugemäss re^ultirt für die Gleichungen (15) die Form: 

B*«ft«+F»rf-, tg9)'»Fd/6. (15') 

Fiir die Dn liungsgeschwindigkeit d — d(pj<fT erhält mau leicht 
auch eiueu andcrcu Werth. Schreibt mau nämlich 

so iai A rr fV r die Opscbwindigkeit 1' in rf I H tr ist die reeiproke 
Länge tler beiden, nur unendüeli wenig vurbciiit.di nrn Noi-niulen auf 
der Mitte der beiden in p zusaniaientreffenihin Linieneleuiente vom 
Fuss- bis zum Schnittpunkt, mit anderen Worten: die reciproke 
Läuj?*» des Krümmungsradius (> derBahucurve imPunktep. 
Hierdurch gewinnt unser letztes Resultat die Form: 

Wir bemerken, hinweisend auf die Entwickelung des § dass, 
wie <lie Zusatzgeschwindigkeit <iV\ so auch die Beschleunigung Z? in 
der Ebene liegt, welche die beiden in p zosammenstossenden Linien* 
tteniente der Bahn enthält, d. b. in der Osculationsebene der 
Bahn cur re im Punkte p, und zwar naeh der concaven Seite der 
Bahn hin; der eine Winkel <f' bestimmt ihre Lage sonach ToUst&ndig. 
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Ehe wir weitergehen, wollen wir die bisher erhaltenen Resultate 
Ober die Geschwindigkeit und die Beschlenuigung bei einer beliebigen 
stetigen Bewegung noch in einer zweiten» iUr viele Anwendungen 
nützlicheren Weise darstellen. 

Dazu denken wir nns^ wie schon mehrfach geschehen» den Ort 
des Massenpunktes in seiner Bahn durch den längs der Bahn ge- 
messenen und in einem beliebigen Sinne positiT gerechneten Ab- 
stand « TOn einem auf der Bahn willktürlich festgesetzten Nullpunkt 
bestimmt Nach den gemachten Annahmen können wir dann inner* 
halb eines der Polygonelemente die Geschwindigkeit V durch die 
Formel (1") definixen, die beim Uebergang zu unendlich kleinen 
Wegen und Zeiten sich in 

verwandelt. Hierin ist dt stets positiv, ds positiv oder negativ, je 
nachdem die Bewegung des Punktes in der bezüglich s als positiv 
oder als negativ festgesetzten Btehtung stattfindet, — Gleiches gilt 
somit von T, in Uebereinstimmung mit dem S. 14 allgemein über 
das Vorzeichen von Veetorgr&ssen Gesagten. 

Wenn, wie vorstehend, a als Function der Zeit betrachtet wird, 
so hat Gleiches in Bezug auf V zu geschehen. DerogemSss tritt 
dann dVIdi an Stelle von SVjdty und die Gleichungen (16) nehmen 
die Gestalt an 

oder bei Benutzung von (17) auch 

Das bis hierher üher die heliebige steti|:j;e Bewegung eines 
Punktes Gefundene lassen wir zusammen in den Satz: 

Ist für einen Massenpunkt die Gestalt seiner Hahn und 
ausserdem sein längs der J^alin ^xenie.ssener Ahstand ä von 
einem festen Anfang als Function der Zeit p^egeben, so hat 
zu jeder Zeit t <;eine rTeschwindi^keit die(Jr(>sse V~d.t 'dt, 
die Iviehtun^:^ der Balm und den Kichtungssinn von .v; seine 
I5('selil('unii;ung B ist nach liichtuntr und Grösse bestimnit 
als die liesultante aus einer der Balm paraHelen Compo- 
nenti- d \' j d t = d\s ' r1 f (der Balmlieschleunigung) und einer 
dem Krümmungsradius der Balm parallelen Compouente 
V j(j wK {dgjdtyiii (der Normalbeschleuniguug). — 
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Bis hierher haben wir Geschinndigkeiteii und Beschleimigungen 
anaschliewlich auf Bichtangen bezogen, die in Bezug auf die Bahn 
definirt waren; für manche Zwecke ist es indessen vortfaeilhafter, 
«in absolut festes Coordinatensjstem einzuitthren, dessen Azen, wie 
oben, mit X, Tf Z bezeichnet werden mögen. 

Multipliciren wir die Gleichung (17) resp. mit den Cosinus 
der Winkel «t, ß, y, welche die Richtung der Bewegung mit den 
Coordinatenaxen einschliesst» so erhielt man rechts die Componenten 
. w von V, links die Zuwachse dx, dy, d% der Coordinaten des 
M<isseuj)unktes wfijirend dij durch dt dividirt Es resulttren somit 
die Formehf 

dx du dx ,1«. 

dT="» dT==*^» ^^^^ 

welche die Geschwindigkeitscomponenten in einer neuen und ttberaus 
wichtigen Weise ausdrucken. Richtung und Grösse der aus ihnen 
resultirenden Geschwindigkeit V bestimmen die Formeln (7). Dabei 
kann man die in dem Ausdruck für V auftretende Wurzel^^rOsae be- 
liebig als absolute Grösse behandeln oder mit einem Vorzeichen 
versehen. Im ersten Falle betrachtet man dann auch als ab- 
solute Grösse, d. h. wie in (14) als den zur&ckgelegten Weg ohne 
BUcksicht auf den Riehtnngssinn von im anderen Falle sieht 
man ds wie in (17) als den positiven oder uegatiTen Zuwachs des 
oben definirten Abstandes $ an. 

Die Formeln (19) gestatten noch eine P^rweitenm^, insofern 
man (iie Geschwindigkeit V als Resultante beliebig vieler Geschwin- 
digkeiten l\ betrachten darf; die Bedingung hierfür ist nach (8% 
dasB die Theücomponenten tfjk» von den Bedingungen 

genfigen 

Demgemäss bat nian auch 

oder unter £inf&hmng der Richtungswinkel «ai ßh» yn der Tj^ 

= JST*cos«*, = J:lI\cos t3,, -^} = ^r,co8n. (lO") 

T>iese Gleichungen bestimmen die zeitlichen Acndcningen der 
Coordinaipn dos Massenpunklus durch alle möcrlicbeii ilmi ^leich- 
z<^ili^ »■riheilt«^! (M^sch windigkeiten; dass hieraus lii-^ zu « iiicin ^'e- 
»i-.-» !! Grade das vollst.indige Gesetz seiner Beweg uug ableitbar ist, 
»ird weiter unten erörtert werden. 
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Um nun auch in den Betracbtnngen ttber die Beschleunigongen 
das feste Goordinatensystem F, Z einzuführen , wenden wir die 
Formeln (9^ auf den uns beschftfbigenden Fall der unendlich kleinen 
Oeschwindigkeitsänderung an und schreiben sie in der oben ein- 
geführten Bezeichnung 

= u, — M, Sv'^ t\ — U, 6Uf SS tP,.— Wf 

wobei S uf Sv\ Öw die Componenten der unendlich kleinen Zusats- 
geschwindigkeit SV und u, Vj w, resp. u,, v,, die Componenten 
von V resp. J\ bo./ficlinen. Die Division dieser Formeln mit dt 
liefert nach der Bedeutung ?oii d'V'ld t links die Componenten der 
Beschleunigung B nach den Coordinatenaxen, die mit f, h be- 
zeichnet werden mögen, rechts die Difierentialquotienten yon «y w 
nach der Zeit, so dass also resultirt 

^=rfr' ^^äT* ''^nr ^-^^ 

Zieht man noch den Inhalt der Gleichungen (19) heran, so er- 
hält man schUesslich 



. s'U. (201 



Die resultirende Beschleunigung D folgt hieraus nach Grösse 
und Kichtungswinkein ß', / gemäss den Formeln 

B'^/'+p' + A', eoAtt'=>flB, coBß'^glB, cos/^hlR (20") 

Dcmgemäs*? kann mau den weiteren Satz aussprechen: 
Bütraclitet man die Uoordinatt'ii eines in hell t'))i <j;er 
stetiger Bewegung l)efi nd liehen Massrapunktes ?i 1 s Func- 
tionen der Zeit, so sind in jedem Moment die Coaipsmenten 
seiner (Geschwindigkeit nach den ('oordiriatenaxen durch 
die ersten, die seiner J-ie^elileunigung dnrcli die zweiten 
Differentiakiuotienteri der betreffenden Coordinaten nach 
der Zeit gegeben. — 

Ks mafi ausdrücklieh In-rvorgehoben werden, dass tlie tileichuugen 
(2U) rcsp. (liU) zwischen den Componenten der Beschleunigung und 
denjenigen der Gescliwindigkeiten resp. den Coordinaten speciell ein 
ruhendes rechtwinkliges Counlinatensystem voraussetzen. Wel- 
chen Eintluss eine Bewegung des Coordinatensystemes auf die Auh- 
drüeke der Bescblennigungeü bat, wird sji-iter an wichtigen lieispieleii 
erläutert werden. Hier möge noch gezeigt werden, wie sich die den 
vorstehenden Beziehungen entsprocliendcn bei einer ebenen Bewegung 
gestalten, wenn dieselbe auf Polarcoordiuateu bezogen wird. 
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Wir setzen 

x<Btrcos<Pf y^rainff (21) 

ui)d bezeichnen die romponeiiteii der Geschwindigkeit parallel zu r 
uii(i normal zu r im iSiiine wachsender Winkel (f durch g und (7; 
dauu ist 

«•= äi' " = ••-51- 121) 

ond 

Letzteres entspriclit genau dem 8. 1 3 allgemein über Transformation 
Ton Vectorcoinponenten Gesagten. 
Weiter wird 



dp ( do \ • , ( d *f , " \ 

9-'dt =[d\ - rr'^f^Käi + rT^'P' 



(22) 



Nach der gleichen Bemerkung ergeben diese Formelni d&ss die 
Componentea p und n der Beschleunigung parallel und normal 
ni r die Werdie besitzen 

-rff " " rf/ + ~r ' ^^^^ 

sie sin«! somit uielit mit den ersten Diiicrentialquotieuten der Ge- 
schwiüdigkt'it»'ii ij und >t identisch. 

Die sie hiervon untcrsrlieidenden Ausdrücke ff*/r und <F(>/r 
liaben einfache Bedeutungen. Schreibt man 

and bedenkt, dass 

= cos(r,r), ~ = 8in (r,r) 

iit, 80 erkennt man, dass — <fjr und -^-onfr Coraponenten einer Be- 
•chleunigunj^ sind, die nornnil zur Bewegnngsrichtung auf der Seite 
ii&cii dem Coordinatenanfang hin liegt und die Grösse hat 

aVlr^ r sin (F,r)/r. — 

Die im Vorstehenden neu eingeführte Grösse „Beschleunigung" 
ist durch die Fnndamentaleinheiteu Länge und Zeit nach ihrer 
lion und ihrer Einheit TÖllig bestimmt; wir haben 

IBl^Hr^l (23) 
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und als Einheit der Beschlennigang diejenige, bei welcher eine Ge- 
schwindigkeit in der Zeiteinheit um den Betrag der Qeschwindig- 
keitaeinheit wächst Gleiches gilt fftr die Gomponenten Ton B nach 
beliebigen Bichtungen. 

% 5. Xrifte; Bewegnngtgleiohnngen; GleioiigewiohtsbedSiigiuigeii. 

Nach den ESntwickelungeu des vorletzteu Paragra|)heu betrachten 
wir als Ursache jeder plötzlichen Aendemng der Geschwindigkeit- 
eines Massenpunktes hinsichtlich der Grösse oder der Biohtung einen 
Impuls der seiner Richtung nach mit derjenigen der Zusatz- 
geschwjndigkeit V zusammenfillt, und dessen Grösse gegeben ist 
durch das Produkt V'M der Zusatzgeschwindigkeit in die Masse des 
bewegten Punktes. Dieser Werth setzt das von uns eingeführte Ein- 
heitssjstem der wissenschaftlichen Mechanik voraus; im Allgemeinen 
würde SU V*M noch ein Ihroportionalilätsfactor k kommen. 

Bei einer beliebigen Bewegung mit nach Richtung und Grösse 
stetig wechselnder Geschwindigkeit müssen wir demgemäss unendlich 
viele y unendlich schwache Impnlse 4^/ wirkend denken, ein jeder 
nach Richtung zusammenfallend mit der im betreffenden Zeitpunkt 
zugefügten Geschwindigkeit SV\ nach Stärke gegeben durch 

SJ=^ MSV\ 

Aach diese Formel enthält noch don Kiiifluss des willkürlich 
gewählten Zoitranmps r^r, den wir, wie oben, durch Divisinn mit if t 
beseitigen. Daun erlKilten wir rechts öV'jÖx, d. h. die Bescbleu- 
uiguiig 1) des Mfis«?enpunktes. 

äJjär aber ist iiacli dem Kriihereii die Suniine aller derjenigen 
Impulse, welche der Massenpunkt in der Zeiteinlieit erleiden würde, 
wenn während dersellien unausgesetzt in Intervallen dr sich der 
Impuls t) J in gleicher Stärke und Richtung wiederholte — diese 
Summe dividirt durch die Zeiteinheit 

Die liieniurch vollständig' detinirte neue physikalische Gr()sv.e. 
welche ersichtlich von dem willkürlichen Intervall (>r unabhän^ii^. 
aber von der gewählten Zeiteiidieit abhangig ist, nennen wir die 
Kraft /i, welche der Massenpunkt M au der Stelle p er- 
leidet, und legen iiir die K*iehtun{; tier Impulse, also auch die 
Kichtung tler Beschleunigung iu p bei. Sie ist hiemach ersichtlicli 
abermals eine Vectorgrösse und wird durch die vorstehende Deti- 
nition als stets positiv gegeben. 

Wir haben also nach (10), wenn wir y mit vertauschen, zu- 
nächst /flSVV UV 
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und wcon wir in der S. 44 benutzteu Weise äVjdT durch äVjdl 

K- JfB- Jf + ^" , tg V = P/-, ''J . (24) 

Das erhaltene fundamentale Resnltat mag in folgende Worte 
ge&sst werden: 

Die Kraft, welche ein beliebig, aber »tetig bewegter 
Maasenpunkt erleidet, ist ihrer Grösse nach gegeben durch 
das Product seiner Masse Jtf in seine Gesammtbeschleu- 
nignng B; sie ist ferner letzterer parallel gerichtet, d. h., 
sie liegt allenthalben in der Osculationsebene der Bahn- 
ciir?e nach deren concaver Seite hin uuter einem Winkel tp 
gegen dieBichtung der augenblicklichen Bewegung, dessen 
Tangente gleich ist dem Quadrat der Geschwindigkeit F, 
diridirt durch das Product aus Krümmungsradius o und 
Bahnbeschleunigung dVjdt 

Auch für die Kraft ist sowohl Dimension, als Einheit durch ihre 
Definition vollkommen gegeben; wir haben bei den gemachten Fesi- 
setsungen 

[jrj«[mi|-T (24-) 

□nd dazu diejenige Kralt als Kraftoinheit, welche dem Miussenpunkt 
Eius die Beschlennignna: Ein« mittheilt. 

Hiernach kann man iVir jede Bewegung eines gegebenen Masseu- 
puukte«* die wirkende Kralt numeriscli berechnen. 

Die vorstehende, im Wesentliehen auf Newton zurückgehende 
Einführung der Kraft kann der ihr zunächst anhaftenden Willkür- 
lichkeit wenigstens zum Tbeil dadurch entkleidet werden, dass man 
ra Betracht zieht, wie sie ein nahes Analogen zu dem liefert, was 
der allgemeine Sprachgebrauch unter Muskelkraft Tersteht Mit 
Hälfe dieser Muskelkraft Termdgeu wir einen ruhenden Körper in 
Bewegung au setzen, einen bewegten zu beschleunigen oder zu Ter- 
langsamen, und es entspricht durchaus den Grundttätzen der exacten 
Wix.*ienHchaften bei anaJogen Vorgängen so lange analoge Ursachen 
wiiksam aniunehmen, bis die Unzulässigkeit einer solchen Annahme 
bewiesen ist Und selbst wenn ein solcher Beweis geliefert werden 
AoUte — was bisher noch keineswegs geleistet ist — so wird man 
den KraftbegrifT immer noch als ein fruchtbares Mittel zur Vcr- 
ansehaalichung des Mechanismus der Erscheinungen benutzen dflrfen. 

Da steh die Kraft von einem Impuls nur durch einen scalaren 
Nenner unterscheidet und, wie dieser, ein Vector ist, so können wir 
alle fUr Impulse erhaltenen iSätze Uber Zerlegung in Gomponenten 

W, VoH^, MMkuilk. Zweite Aa«. 4 
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und Zusammensetzung zu Resultnntrn sogleich auf Kräfte iiberlra^'t'n. 
Ihrer grossen Wichtigkeit wegen wollen wir sie alior in der Form, 
die sie fiir letztere annehmen, noch einmal zusammLu-tt lkn. 

Zunächst gilt der allgemeine Satz vom Parallelogramm oder 
Polygon der Kräfte, bei welchem die Kräfte wie Geschwindic;- 
keiten nnd Impulse durch Strecken narli Grfjsse und Richtung 
rejiräsentirt w(>rden. Kr findet sieh au> der Betrachtung der Be- 
wegungsvorgänge oliiH^ alle Schwierigkeit, während bei Beschränkung 
auf Gleiciigewichtszustände ein ganz befriedigender Nachweis fast 
unmöglich scheint. Wir sprechen ihn folgendermaa«sen aus: 

n gegebene Kräfte, die auf einen Massenpunkt wirken, 
sind äquivalent mit einer einzigen, die man durch eine 
geometrisc he Construction aus jenen nach Grösse und Rich- 
tung bestimmen kann. Hierzu füge man die gegebenen 
durch Strecken repräsent irten Kräfte gleichsinnig an ein- 
ander; die Strecke vom Anfangs- zum Endpunkte der so 
erhaltenen gebrocheneu Linie bestimmt dann nach Grösse 
und Richtung die resultirende Kraft. 

Insbesondere ist die mit n parallelen Kräften äquivalente Re- 
sultante mit jenen gleichgerichtet und gleich ihrer Summe. Für nur 
zwei gtigebene Kräfte A', und welche den Winkel tp einschliessen, 
erhält man die Grdase K der BesoltiieiideB und die Winkel (p„ ff „ 
die sie mit K, und einscshlient durch: 

Stehen speciell A', und K, normal zu einander, so ist ff , + ff ,^^n und 
A'*»Ä7+A.*, A.»Ä'8in9>„ K^^ K^utp^, K,IK^^\%fp,. (25) 

Die Umkehrung des allgemeinen Satzes ergiebt: 

Jede gebrochene Linie, mittelst deren man die beiden 
Enden des Repräsentanten einer gegebenen Kraft Terbin- 
det, läset sich deuten als die gleichsinnige Aneinander- 
reihung der Repräsentanten von Kräften, welche mit der 
gegebenen äquivalent sind. 

Hieraus erhellt sofort^ dass, während das'Problem der Zusammen- 
setzung von gegebenen Kräften ToUständig bestimmt war, die Zer- 
legung einer gegebenen Kraft in ein System äquivalenter Gompo- 
nenten auf unendlich viele Weisen mdglicfa ist, und die Aufgabe zur 
Bestimmung noch einschränkender Bedingungen bedaif* 

Der wichtigste Fall ist der, dass eine Kraft K nach drei zu em- 
ander normalen Bichtungen, die wir als die X, y, j^-Coordinatenaacen 
wählen, in Componenten, die jetzt und femer mit den Buchstaben 
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}', Z bczeicliiict werden mögen, zerlogt worden soll. Sind (f., ß, y die 
Winkel, welche die Hichtung von K mit denen von A', 1, Z ein* 
schliesst, so gilt: 

X iTcos a, Y^Kcosß, Koos y, (26) 
niid umgekehrt 

A'' = Jf* + r + Z\ 

cos « = Xj Kf cos ß = Yjh, cos ^ — Zj K. 

Zerlegt man dieselbe Kraft A' nach drei anderen zu einander 
Benkrachten Richtungen X\ T, Z% so sind nach dem S. 12 allge- 
mem aber Vectorcomponenten Gezeigten die ihnen paraUeleu €om- 
ponenten X*^ Z* mit X^Yt Z verbunden durch die Formeln 

X = X cos (.\. A ) + )'cos { A" ) + / c(»s (Z, A"), 

y' = .Ycos(A', )■ )+ rcüa(i', }") + -^cos(/, y ), (26") 

Z'« Xc08(A, Z') + rco8(r, Z') + Zcos(Z, Z ). 

Die Kormebi (26) und (26') sind zu benutzen, um das allfjonieinu 
Problem der Zusammensetzung von beliebigen auf einen Punkt wir- 
kenden Kräften, welches oben nur geometrisch gelöst ist, in bequemer 
Weise analytisch durchzuführen. 

Sind n Kräfte nach ihren Grössen ÜTa und ihran Richtungs- 
winkeln /?at yu g6g<iLi( II, so zerlegen wir jede einzelne in drei 
Componenten A'j^, 1^, ^ parallel den Coordinatenaxen; es ist dann 

A* A* cos «A, - A'a cos ^4, = cos y*. (27) 

iKe sämmtlichen parallelen Componenten X^^ resp. und Z^ setzen 
sich nach dem Obigen zusammen zu einer Gesammtcomponente X^ 
resp. Y und Z, welche gegeben sind, durch 

A ^ Afe, ) 1/., /. /.u, 

= -i' A* COS «fc, = -i" Afc COS == Jt' A* cos , 

und diese endlich geben nach den Formeln (26') eine Resultante 
von der Stärke K mit den Richtungswickeln ß, die bestimmt 
sind durch 

]C ^ X' + y + Z% 

COS ff a X K, cos = r / cos ZjK,— ^ * 

Von diesen fundamentalen Betrachtungen machon wir zunächst 
eine Anwendung zur Deutung der Gleichungen (24), die wir schreiben: 

A- = (j/ .^1)' + (if ^-)' , tg V = J' J/ • t-«) 
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Vergleichen wir diese Fonuela mit (25 ) und bcdt nki n, dass tff 
(li n Winkel der Kraft K gegen die Richtung der Hahn im Sinne der 
btatttindenden Bewegung bezeichnet, so erkennen wir, dass A' hier 
zerlegt erscheint in zwei zu einander normale Tomponenten, von 
denen die erste MdVjdt in der Richtung der i^ahu, die zweite 
MV'jO in der Richtung von deren Krümmungsradius lie^'t. Ks 
gelten demn;icli für die stetige Bewegung eines Massenpunktes die 
iülgenden drei wichtigen bätze: 

1. Die Kraftcomponente P in der Richtung der Tangente 
der Bahn ist gleich der Masse M dos Punktes, multiplicirt 
mit seiner Bahubescbleunigung dVjdt, 

MdVjdt. 

Rechnet man dabei P immer im Sinne der Bewegung, so ist V 
als absolute Grösse in führen; rechnet man P im willkürlich ge- 
wählten Richtungssinn von a, so ist V gemäss der Definition V^dajdt 
bald podtiT, bald negativ. Letzteres Verfahren empfiehlt sich immer, 
wenn der Massenpunkt dieselbe Bahn wiederholt in entgegengesetztem 
Sinne durchmisst 

2. Die Kraftcomponente iv; in der Richtung der Haupt- 
normale der Bahn ist gleich der Masse Jl des Punktes, mul* 
tiplicirt mit dem Quadrat seiner Bahngeschwindigkeit und 
dividirt durch den Krümmungsradius g der Bahn an der 
betrachteten Stelle, 

Rechnet man dabei iV, immer nach der concaven Seite der 
Bahn hin, so ist o absolute Grösse zu führen; rechnet man da- 
gegen N, nnrh einer willkurlicli festgesetzten Seite der Curve, so 
ist (i positiv odrr negativ zu ui limeu, je nachdem iV, auf die con- 
cave oder die convexe Seite (h'r Pnrve fallt, lietzteres ist z. B. 
dann bequ( nn r. wenn es sich um eine ebene Curvc bandelt, welche 
Wendepunkte besitzt. 

.'i. Die Kraftcomponente .V, nach der Richtung der Bi- 
normaie der Bahn ist gleich Null, 

JV, = 0. 

VV' ir fügen hinzu, was aus diesen Sätzen in zwei speciellen Fällen 
ßich ergiebt: 

Eine geradlinige Bewegung kann nur unter einer in der 
Richtung der Balm wirkenden Kratt bestehen, deren Grösse ist 

K^MdVjdU 
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Eine krummlinige Bewegung mit constanter Geschwin- 
digkeit kann nur unter der Wirkung einer Kraft bestehen, welche 
aUenthalben in der Richtang der Hauptnormale der Bahn liegt und 
den Werth hat „ 

Hieraus ergiebt sich eine wichtige neue Auflassung der in den 
obigen allgemeinen Sfttzen enthaltenen Aussagen. Bei jeder Be* 
vegaug bewirkt die tangentiale Eraftcomponente die Aendemng 
der Geschwindigkeit, die normale aber die Erümmung der Bahn; 
out Terschwindendem P wird dVjdt gleich Null, mit verschwinden' 
dem Nt wird q unendlich. Verschwinden beide Componenten gleich- 
ieitig, 80 findet die Bewegung in gerader Linie mit constanter Ge- 
schwindigkeit statt Wir betraohten nadi § 1 die letztere Bewegung 
als eine Folge der Tri^heit des Massenpnnktes, wir werden somit 
Abweichungen von derselben dadurch erU&ren, dass die Ei^fte die 
TV&gheit fiberwinden. 

Die S&tze auf S. 52 weisen nun darauf hin, dass zwei Arten 
Ton TrSgheit zu unterscheiden sind, Geschwindigkeitstr&gheit 
and Eichtungsträgheit, Ton denen die eine die Erhaltung der 
Geschwindigkeit, die andere die Erhaltung der Richtung der Be* 
vegung anstrebt Die erstere wird durch die tangentiale, die letztere 
durch die normale Gomponente der wirkenden Kraft bekilmpft, und 
(iie Werthe F^MäVIdt, N.^MV'I^ können als die durch die 
Kräfte« Miiponenten P und überwundenen Betr^kge jener beiden 
lYilgheiten gedeutet werden. 

Eine nicht conseqnentc Vorwendung des Kraftbegnffes hat ehe- 
mals dazu geführt, den Widerstand. cIpti ein bewegter Alassenpunkt 
einer Ablenkung von der geradlinigen Bahn, resp. der Bewegung in 
einer gekrttanmten Bahn scheinbar entgegensetzt und den man als 
mit X, absolut gleich und entgegengesetzt gerichtet betrachten kann, 
Centrifugalkraft zu Ixv.t'iclinen. Wenn nun auch dieser alte 
and Tielbenutzte Name nicht wohl wieder beseitigt werden kann, so 
kX es doch nötbig» darauf hinzuweisen, dass er der Sache nicht ent- 
ipricht, dass es sich nämlich hei dem Vorgang überhaupt nicht um 
eiue Kraft handelt, sondern um eine Aeusserung der Richtungs- 
trägheit. i>ies scheint um so nöthiger, weil in speciellen, später 
zu behandelnden Fällen jene Centrifugalkraft ausnahmsweise den 
Ciiarakter einer Kraft erhält, der ihr allgemein nicht eigen ist — 

Da«? Vorstehende bietet die Mittel, um in jedem speci^^llen Falle 
die Kraft, welche zur Horstnllting einer Hew<'sm]!? nöthig ist, nach 
ihrt^r Grösse und nadi ilun- Lage crecrfn die Balm fb*s howcijtcn 
Kass^^npuuktes vollständig zu bestimmen« ludesaeu liegt hierin nicht 
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die eigentliche Bedeutung der gefundenen Besoltatei sondern um- 
gekehrt in ihrer Anwendung^ um bei gegebener Kraft die Beschleu* 
nigung und daraus die gesammte Bewegung des Massenpunktes zo 
bestimmen, auf welchen die Kraft wirkt 

Es hat sich nämlich gezeigt, dass durch Einführung des Be- 
griffes der Kraft in der im Obigen erdrterten Weise eine ungemeine 
Vereinfachung der Betrachtang der Bewegungserscheinungen erreicht 
wird» indem durch sie unzählige Einzelfalle, die sich hinsichtlich der 
Bahngestalt und des Gesetzes der Gesdiwindigkeit unterscheiden, 
einheitlich znsammengefasst werden in ein einziges Problem. 

Hierzu ist die bisher benutzte Gestalt der zwischen Kraft und 
Beschleunigung bestehenden Beziehungen nicht geeignet, da sie die 
Kenntniss der Gestalt und Lage der Bahn Toraussetzen, die zu 
finden eben unser Problem ist Wir umgehen die Schwierigkeit, 
indem wir die Lage der Kraft gegen ein absolnt festes Coordinaten- 
System einftihren. 

Dies geschieht am einfachsten, wenn wir Ton den Gleichungen 
(13'') ausgehen, die den Zusammenhang zwischen den Componenten 
Ff Of H eines Impulses und den durch denselben hervorgebrachten 
Oomponenten t«', v', w/ der Geschwindigkeitsänderung darstellen. In- 
dem wir sie auf einen unendlich schwachen Impuls 8J mit den Com- 
ponenten 8 Ff 30, 8H, und demgemäss auf unendlich kleine Ge« 
schwindigkeitscomponenten du\ 8n', 9w* der unendlich kleinen 
Zusatzgeschwindigkeit SV anwenden, schreiben wir sie: 

SF^Mbu, SO^USv, 8H^M8w\ 

Diese Formeln bezielion wir nun wiederum auf die oben be- 
traehti te beliebi^'e stetige Bewegung und verstehen unter öu^ 8v\ 
öw und ö F, ö II die an der Stelle p beim Ueberganf? von 
einem Linienelement zu dem folgenden atifti> t« nden Grössen. Divi- 
diren wir sie, wie aiicb oben geschab, durch Öt, so erhalten wir 
dadurcli diejenigen (durch die Zeiteinheit dividirton) Zuwachse, die 
in der Zeiteinheit eintreten würden, wenn während derselben in 
den Zeitintervallen ^'r immer wieder die <<;leichcn Veränderungen 
stattfänden, wie an der Stelle p ein Mal; d.h. also nach den be- 
züglichen oben angegebenen Definitionen einerseits die Compo- 
nenten der Beschleunigung nach den Coordinatenaxen, 
nämlich die Grössen /] g, h, andererseits die Componenten 
der wirkenden Kraft A', T, Z, Das so erzielte Resultat 

X^Mfy Y^Mg, Z^Mh (29) 
giebt einen neuen Ausdruck des Gedankens, dass die wirkende Kraft 
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gleich ist dem l'roduct aus Masiie und Beschleunigung und der 
Richtong nach mit letzterer zusammenfällt In der That folgt aus (29) 

= + r + « M'ir+9" + &•) « M'B', 

XiYiZ^f'.U'.h, 

Benutzen wir nunmehr die durch (20) gegebenen Werfche Ton 
ff h, 90 nehmen die Gleichungen (29) die G^tali an: 

X^Mduldt, Y^Mdvjdt, Z^MdwjdL (29) 

In dieser Fomi gestatten sie noch eine andere Auffassung, 
die wegen ihrer Verwendbarkeit bei später zu behandelnden höchst 
allgemeinen Problemen eine gewisse Bedeutung besitzt. 

Ebenso wie die Geschwindigkeit V kann man auch das Product MV 
als eine Vectorgrösse betrachten; denn der scalare Factor M ändert 
wohl den Zahlwerth, nicht aber die Richtungseigcnsrhal't. l)<r 
Vector MV fuhrt den Namen der Bo wei;iingsgrt»sst' des Masseii- 
{Minktes .1/ und soll mit W hezeichnet wenleii: seine Componenten 
-Vu, 3/ r, Mtv mögen die Bewe^' un ^sgrössen von M nach den 
Coordinatenaxen genannt und mit A, Ii, (■ bezeichnet werden. 

Daun schreiben sich die Formein (29') auch 

X^dAldt, Y^dBIdt, Z^dC/dt (29') 

and sprechen den Satz aus, dass die zeitlichen A ende rii n gen 
der BewegiinijsLjrössen eines Massenpuu k tes nach den Co- 
ordinaten den parallelen ( u iup<Mic n ten der wirkenden Kratt 
gleich sind. Der hierdurcli ausgedrückte Zusammenhang zwischen 
den zwei N'ectorgrössen A und II' kehrt in derselben Form in ver- 
ichiedrnen anderen Gebieten der Physik wieder. 

Die Kräfte A', F, Z können nun ihrerseits Resultanten sein aus 
je einer Anzahl einzelner Componenten A'„ A\ . . . A'„ u. s. f., die durch 
Zerlegung gegebener Einzelkräfte A'., A, . . . A« erhalten sind; es 
ist dann: 

x=2Xh, r=-2'n, Z^^Z„. 

Femer können wir für u, r, w die durdi die Formeln (19) gegei)enen 
Wertlie drjdt, ihjjdt, dxjdl setzen, in wrlelicii r. v, : di<' (Koordi- 
naten des Masseiipunktes zur betrachteten Zeit bezeichnen. JSo ge- 
langen wir zu der definitiven Form: 

M^^2X,, M^-*-^2Z,. (30) 

Diese fundamentalen Gleichungen bilden den Aus- 
gangspunkt fflr alle Untersuchungen, welche aus gegebenen 
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Kräfton die Gesetze der durch sie bedingten Bewegungs- 
erscheiminj^'en ableiten. — 

Es i]i(j;;0 daran erinnert %vcidf'n, dass ebenso, wie die dem Vor- 
stehenden zu Grunde hegenden W'ertlift der Besclileiuiiguiigscoiu|(o- 
nenten ein absolut festes reclitwiiikliges (Koordinatensystem voraus- 
setzen, auch die Bewegungsgleichuugen (29 ) oder (öO) nur tür ein 
solches Geltung besitzen. 

Wie eine BewegunjT des reclitwinkligen CoordinatensystemeH auf 
die Gleichungen einwirkt, wird weiter unten an wichtigen Beispielen 
gezeigt werden. Hier mr>gen nur. anknüpfend aii die auf S. 4 7 ab- 
geleiteten W'orthe der Beschlt iinigungscompoaenten fiir eine el)ene Be- 
wegung unter Zugrundelegung von Polarcoordinaten, die Glei- 
chungen für eine solche Bewegung aufgestellt werden. 

Setzt man wieder x^rcos(f}, y = rsiu^, schreibt die Compo- 
nenten der Geschwindigkeit parallel und normal zum Radiusvector r 

dridt^Q, rdfpjdl^a (30) 

and bezeichnet die entsprechenden Componenten der Erafb mit B 
und S, Bo erhält man ans (22') 

«-^(v?-v)' (HO") 

Durch Einsetzen der Wertbe q mul aus (3f)') erhält mau die 
Beziehungen zwischen den Kraftcompoueuten und den Coordinaten r 
und (f. — 

Man betra< htt t in der Physik dir auf Massenpunkte wirkenden 
Kräfte als abliängii; vdu der Zeit f, den Coordinaten .r, x des be- 
werten Punktes und den Componenten u^.dx'/li, tr=(iyj(Ii. w »Ix^lflt 
seiner <Tes('hwin«ligkeit. Kine Ahliän-iiu'keit von der BeschhMiniiruiig 
würde nichts wesentlieli Anderes ergehen, als die eben genannten 
Abhängigkeiten; denn nnui könnte in einem sidcheii Falle die drei 
Gleichungen (30) dun h Auflösen nach den Beschleunigungen ^xidV, 
d'yidi, drzjdl' auf die Form bringen: 

Af^t-H, <;,=2. 

in welcher £, H, Z nur noch x, y, Uj w enthalten und als 
Kraftcomponenten gedeutet werden können. Indessen kann unter Um- 
ständen dadurch eine besonders einfache Form und anschauliche Be- 
deutung der Kräfte gewonnen werden, dass man sie als Functionen 
der Beschleunigungen cinfUiirt, und in soh-hen Fällen wird man sie 
])ennt/rn : das wichtigste Bei8i)iel hierfür ist \V. Wbbbb's Oesetz lÜr 
die Wechselwirkung bewegter elektrischer Theilchen. 
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Anden Terhilt es sich mit der Abhängigkeit der Kräfte von 
höheren Differentialquotienten, als den zweiten; hier tritt eine eigen* 
thttmliche Schwierigkeit für die Vorstellung ein. 

Die Bewegung während eines Zeitelementes di bestimmt die 
Geschwindigkeiten des Massenpunktes parallel den Coordinatenaxen, 
die während iweier seine Beschlennigongen» die während dreier, 
Tierer . analog die Werthe der dritten, vierten . . . Differential- 
qnotienten seiner Coordinaten nach der Zeit. Beginnt also eine Be- 
wegung von der Ruhe aus, so ist nach zwei Zeitelementen die Be- 
BcÜeumgttng B und also auch die Kraft K^mB schon Tollständig 
bestimmt, jene höheren Diiferentialquotienten aber sind noch völlig 
anbestiniiut. 

Daher liat es einen guten Grund, dass mau far gewöhn- 
lich die Kräfte nur als Functionen der siebcu Argumente <^ 
X, Iß, u, V, w ansieht; wir werden weiterhin ebenso ver* 
fahren. — 

Wie wir in den vorstehonden Betrachtungen von den Coordi- 
naten, welche den Ort des Massenpunktes bestimmen, fortgeschritten 
sind zu deren ersten Difierentialquotienten nach der Zeit, welche 
seine Geschwindigkeiten, und den zweiten, welche seine Beschleu« 
nigongen ^chon, so könnten wir auch Beziehungen für die dritten, 
▼ierten und höheren aufstellen unter Benutzung der o1»igen Methoden 
und ohne neu auftretende Schwierigkeiten. Statt auf die Kraft- 
componenten selbst würden wir dann auf die Geschwindigkeit und 
Beschleunigung der Aenderung der Kraftcomponenten mit der Zeit 
geführt werden. 

Während indessen die Einführung des Begriffes der Kraft für 
<lie Zusn]TnTicnf:i«!sung je einer grossen Zahl oinzolnrr ])ewegungs- 
erscheinungen unter ein alle umfasscndf^s Oosct/. von überraschend- 
stem Vortheil ist, zeigt sich, dass die Einfuhriiiii,' der höheren Aus- 
drücke, bei den von der Nntnr pt bof . nni Kisclieiriungen wenijjstf'ns, 
in dieser Hin«5iclit nichts irircnd Krhritliches mehr h'i*<tot, im i !p|,'cii- 
theil auf unvorhiiltnissmäsaig complirirte (rPRet^e fiilirt. W ir haben 
also keine T'rsaclie, in dcrMrtijre Unlt^rstu liunL'en t inzuL'<'!it'n. — 

^Vlr schliesseu diesen Abschnitt mit eiuigeu ergünzendcu Be- 
merkungen. 

Die erste soll die iiiclitstctiuen I^ewcmingen betreffen, d.h. 
S'lrho, hei denen un Vfrein/dten I 'unkten die im Kinpnni,' dieses 
Ahscijnittes gemachten Annalniien nicht erfüllt ^ind. l)ifse Be- 
*tgnii^,'rn sind in Zweige yai zerlegen, die stetig >ind. aber nastetig 
7.u«;»ii]mrnli;tngen, h'iir die sttligeii Zweige behalleu »iie J »arl<'gungen 
iiitr^» Theiles Geituug, lür sie ist somit in aÜeu Puukteu Ge- 
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schwindigkeit, Beschleunigung und Kraft wohl definirt. Der Uebt r- 
gang von einem Zweig zum anderen ist dann durch eine si)riing- 
weise Aenderung der Grösse nnd der Kiclitiing der Geschwindif,'keit 
cliaraktcrisirt, dergleiclieii in § 3 ansfiihrlich erörtert nnd auf Im- 
pulse von endlicher Stärke znrückireführt «irni. Bei einer ujistetigen 
Bewegung wirken also steügü Kräfte und momentane Impulse nebea 
einander. 

Die zweite soll sich mit dem Gleichgewicht eines Mft«;sen- 
jinuktes beschäftigen, das wir als speciellen Fall «ler Bewegunj^ 
in der Dar«tellung an (h' -^e anscldiessen. Gleichgewicht ist dauernde 
Ruhe; ein Punkt ist suimt im Gleichgewicht, wenn mit seiner (le- 
schwindigkeit auch senie lit-sehleunigung verschwnndet. Verschwindet 
die HescliIcuiiiL'U!)*,' allein, so "bewegt sich der Punkt; verschwindet 
die (Teschsviiidigkeit allein, so ist er nur vorübergehend in Kube. 

Da nun 

V = + + w\ B'^r'\-9' + 

ist, so erfordert das Gleichgewicht, dass 
für«»0, i;»0, to»0 auch f^O, g^O, /»»O. (31) 

Wej^en der Proi)ortionalität der Beschleunigung mit der Krallt 
kann man statt dessen auch setzen: 

für II — 0» v^O, w^O aach X^O, 0, Z » 0. (31') 

Sind die Er&fte als Fanctionen des Ortes (und der Geschwin» 
digkeit) gegeben, so werden diese Bedingungen, wenn überhaupt» 
nur an gewissen Stellen, den Gleichgewichtslagen des Massen- 
punktes, erfüllt sein, deren Coordinaten durch die Wurzeln dieser 

Gleichungen gegeben werden. 

Während sonach in der Gleichgewichtslage die auf einen ruhen- 
den Punkt bezogene Kraft verschwindet, so ist sie für eine unend- 
lich benachbarte Lage im Allgemeinen von Null verschieden. Treibt 
die dort wirkende Kraft den Punkt nach der Ruhelage zurück, so 
nennt man das Gleichgewicht stabil, treibt sie ihn hinweg, labil. 

§ 6. Geradlinige Bewet^uni^; constante Kraft, freier Fall, Atwood'sche 
Pallmaschiiie i einfachste Fälle variabler Kräfte. 

Für die Behandlung der geradlinigen Bewegung bilden nach 
dem vorigen Paragraphen folgende Sätze die Grandlage. 

Sei « der Abstand von. einem auf der Bahngeraden willkürlich 
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gewShlten Nallpunkt, in emem bestimmten Sinne positiT gerechnet, 
so ist die Geschwindigkeit: 

difi Beschleanigttog: 

B^dVjdt^d^sldf, (32) 

die wirkende Kraft: 

K = MB= Md Vjdt = Md sjjf. 

Alle drei fallen in die Richtung der Bahngeraden, Uber deren Rich- 
tangssinn verfügt ist, und haben demgemftss bald positive, bald 
negative Wcrthe, in Uebereinstimmung mit dem S. 14 allgemein Ge> 
ragten. 

Die Bewegung ist vollständig bestimmt, wenn s als Function 
der Zeit gegeben ist, denn dann berechnen sich alle oben angeführten 
Grossen vollkommen unzweideutig nach den ▼erstehenden Formeln; 
willkürlich ist nur unter Umstilnden die Deutung, die man ihnen 
geben kann. Wir wollen dies an einem einfachen Beispiel zeigen. 

Wir betrachten den Ausdruck 

s = asm{bl -\- c) + d, (32) 

in dem a, b, e, d Constanten bezeichnen. Diese Constanten, wie 
alle uns noch begegnenden, lassen sich in zwei Gruppen sondern, 
die wir als wesentlich und unwesentlich untersdieiden. Un- 
wesentlich nennen wir diejenigen Constanten, die durch eine Ver- 
fügung über die Richtung und den Anfangspunkt der Coordinaten 
oder über den Anfangspunkt der Zeit zu Null gemacht werden können. 
Diese sind nämlich ohne Einduss auf die factische Bewegung, legen 
dieselbe vielmehr nur je nach ihren VVerthen an andere Stellen des 
Baumes und der Zeit Wesentlich sind dann also jene Gonstanten, 
deren Werthänderungen factische Aenderungen der Bewegung ver- 
anlassen. Bei der Discussion der gesammten durch eine 
Formel dargestellten Bewegung kann man hiernach stets 
über die unwesentlichen Constanten willkürlich verfugen 
und wird dies so thun, dass die Formel dadurch ihre ein- 
fachste Gestalt annimmt 

In dem obigen Ausdruck ftir .«f sind ofl'enhar c und d unwesent- 
liche Constanten ; wir dürfen sie deshalb fUr die allgemeine Discussion 
gleich Null setzen und schreiben 

a^asinbt. (32") 

Die hierdurch fje^ebene Bewegung ist (h<i jxisifivrm »7 und 'A 
die folgende. Der Massenpunkt betindet sich zur Zeit < » 0 an der 
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Stelle 9 B 0, erreicht um i « 4r/2ft die grösste Elongation n nach der 
podtiven Seite, weiter nm t ^2nl2h wieder den Nullpunkt, um 
tfr^Bvßb die grdsste Elongatioo a nach der negativen Seite, um 
iss4n '2b den Nullpunkt zum dritten Male und wiederholt dies 
Spiel mit der Peri(Mln T= 2 .7/ /' fortwährend; mau nennt a die Am- 
plitude, bt^2ntlT die Phase der atattfindenden Oedllation. 
Dabei bestimmt sich aus (32) das System von Werthen: 

B = - ah'?\nht, (32*) 
Es gilt aber, wie mau erkennt, zugleich auch folgendes System; 

B^-^hU, (32'») 
AT« - Jf6'*, 

oder auch endlich 

^ (32*0 

Die Wurzelgrössen wechseln ihr Vorzeichen, wenn » dt ii Werth i a, 
V den Werth ±üh = ±2:ra!T berührt. 

Jede dieser Formeln giebt l'Ur V, Ii oder A' ein leicht in Worte 
zu fassendes oder durch Construction zu verdeutlichendes Gesetz; 
betrachten wir näher, als besonders wichtig, die drei für die wirkende 
Kraft erhaltenen, wobei wir die Beziehung h — 2i / T benutzen. 

Das erste 

. A = — i/a^ y j sin-y- 

sagt aus, dtass A' von dcni Ort uml der (irschwindi^kcit unaltliiiiiLjig 
ist und mit der Zeit periodisch nach Urössc und Kichtung wechselt, 

för < 0 ist A' =^ 0, 

für i = J T, A = 0, 

för / = ■} 3P, A' = + Ma{J^.j''J, 

fiir / r, A' « 0, u. s. f. 

Diis zweite, 
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lässt die Kraft von Zeit und GeBchwiodigkeit unabbängig, dagegen 
abli;\n|jng vom Ort des Massenpunktes werden. Da der Factor von 9 
positiv ist, Bo ist die Kraft immer nach dem Anfangspunkt hinge- 
richtet, nämlich an Stellen auf der positiven Seite der Bahn negativ, 
und umgekehrt Sie verschwindet im Nullpunkte selbst und wächst 
mit der Entfernung ins Unendliche; man kann ansehen als eine 
Anziehung, die von dem Nullpunkt ausgeht und mit der Entfernung 
des Uassenpuitktes proportional ist 
Bas dhttei 



enthält nur die Geschwindigkeit, nicht aber Ort und Zeit Es er- 
giebt eine Kraft, deren absoluter Werth mit wachsender absoluter Ge- 
schwindigkeitabnimmt, für r =2 0 den grossten reellen Betrag (2 ^/Tyifo» 
för r CS ± 2 ;r a ; T den kleinsten, nämlich Null ergiebt, für noch 
grössere V aber imaginär wird, was aussagt, dass unter der Wirkung 
einer solchen Kraft diese grösseren Geschwindigkeiten nicht aus 
kleineren entstehen können. Letzteres ist begreiflich, da ja schon 
f&r r= i:2}ra/rdie Beschleunigung verschwindet 

So lange wir nur einen Massenpnnkt in einer bestimmten Be- 
wegung vor uns haben, sind diese drei Deutungen des Gesetzes der 
wirkenden Kraft {>hysikalisch vollkommen gleichwerthig, und nur die 
grössere Einfachheit könnte veranlassen, dass eine vor der anderen 
bevorzagt werde; höchstens könnte man der letzten Form die Be- 
deutung eines allgemeinen Gosetzes absprechen, weil sie nicht jede 
beliebige Anfangsgeschwindigkeit zulässt Anders, wenn mehrere 
Massenpunkte vorhanden sind, und es aus irgend einem Grunde, 
L. B. weil sie längs derselben Bahn oder einander benachbart ihre 
iiewegangen ausführen, wahrscheinlich ist, dass sie eine gemeinsame 
l^^wegungsursache haben. Dann kjuin der Fall eintreten, dass von 
den oben in den verschiedenen Formen ausgesprochenen Eigen- 
schaften der Kraft eine einzige als die charakteristische, die an- 
deren TiTir nls gewissermaassen zufällige erscheinen. 

Unri diesen Umstand, der einiiros Licht darauf wirft, aus wel- 
"hi'm Grande mitunter eine bcstiniinte Gestalt für das Gesetz der 
Kmu bevorzugt wird, noch otwas zu lietrachten, wollen wir jetzt 
annehmen, daas auf dersoÜicii iialiu mit «h in Punkte und obiie 
durch ciie^en gehindert zu wcnh'n. ri(«« li ein zweiter Punkt M sich 
bewege und zwar nach dem mit (32 ) couformeu Gesetze: 




♦'«a'sinCd'^ + oT-Hcr, 
tn dem a', b\ <^ d Constanten bezeichnen. 
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Nachdem durch V'eri'Ugung Uber die Constanten c und d des 
ersten Ansatzes der Anfangspunkt für und i festgelegt ist^ 
sind natürlich die Coustanten c und d nicht mehr als unwesent- 
liche zu betraclifcn. 

Es werdet! iür den zweiten Massenpunkt dann folgende Gesetze 
der wirkenden Kraft A" auütusteUen sein: 

jr « - J/'a'6"sin {h'( + c\ 

Man betrachtet nun verschiedene bewegte Massen- 
puukte im A ligüiueiuüii als unter derselben Kraft stehend, 
wenn sich deren Werth tür die gleichen Werthe der Varia- 
bein (d. h. hier also /, s oder V) gleich oder nur durch einen 
constanton Factor, der z.B. der Masse J/ gleich sein kann, 
▼erschieden ergiebt 

Wir erkennen, dass die beiden Punkte M und M* jedenfalls 
nicht unter der Wirkung derselben Kraft stehen, so lange alle 
▼ier Parameter ihrer Bewegungsgesetze (nämlich o, c, d resp. a\ 
h\ c\ it) verschieden sind, denn die zweite nnd dritte Formel ent- 
hält zwei, die erste drei in sich. 

Ist aber h^b' und d^d'{^% so werden die zweiten Gesetze 
fOr K und K' gleich, d. h., sie geben für denselben Ort (9 » •*) 
Wertheip die sich nur durch den Factor M resp. M unterscheiden. 
In diesem Falle wird also die zweite Form eine wesentliche Eigen- 
schaft der wirkenden Kraft aussprechen, die anderen nur unwesent- 
liche^ denn sie zeigen sich an Terschiedenen Funkten in verschiedener 
Weise. Wir werden demgemftss sagen: die beiden Hassenpunkte 
M und M% die sich auf derselben Geraden nach den Gesetzen 

s = n sin {ht + c), 
a'sin(^>< + 0*) 

bewegen, stehen unter der Wirkung derselben KraA^ n&mlich einer 
Anziehung nach dem Nollpunkt bin, die pKjportional ist mit ihrer 
Masse und mit ihrem Abstand vom Nullpunkt; der Proportionalit&ts- 
factor hat den Werth A' (2 .t / T)\ wobei T die Dauer einer voll- 
ständigen Schwingung für beide Punkte bezeichnet — 

Während nach dem Vorstehenden das Gesetz ftlr « als Function 
der Zeit den ganzen Vorgang der geradlinigen Bewegung eindeutig 
bestimmt, gilt nicht das Gleiche bei gegebener Geschwindigkeit» Be- 
schleunigung oder Kraft. Mathematisch zeigt sich dies darin. 
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dasB das Fortechreiten von diesen Grössen zur Bestimmimg des 
Ortes 9 als Function der Zeit Integrationen erfordert, bei deren 
jeder eine willkürliche Constante in die Rechnung eingeht, — 
physikaliscli hingegen sieht man jene Thatsaclie leicht ein, indem 
man sich vergegenwärtigt, dass, wenn aneh die Geschwindigkeit für 
jede Zeit gegeben ist, die ganze Bewegung doch noch auf einem 
beliebigen Bereich der Bahn stattfinden kann, wenn sie hingegen 
fbr jede Stelle gegeben ist, dann noch zn einem beliebigen Zeit- 
punkt, n. 8. £ 

Es mi'nsen daher neben der Geschwindigkeit^ Beschleunigong 
oder Kraft noch einige andere Daten gegeben sein, um das Problem 
ToUstäudig zu bestimmen. Um diesen Punkt klar zu stellen, be- 
handeln wir zunächst den denkbar einfachsten Fall ausführlich, dass 
die wirkende Kraft weder von Zeit, noch Ort, noch Geschwindigkeit 
abhängt, vielmehr eine Constante (A'= C) ist Mit der Kraft ist 
dann auch die Beschleunigung eine Constante, und man nennt daher 
die daraus folgende Bewegung gleichförmig beschleunigt Dieser 
Fall ist deshalb von herrorra/xpndstpm Interesse, weil, wie sich zeigen 
wird, die betrcHV-nde Hewe^Mingsart von einem unter der Wirkung 
seiner Scliwcre vertical irgendwie finei bewegten Massenpunkt ein- 
geschlagen wird. 

Aus 

folgt 

MV ^Mj^ ^ Vt + C., J/« « i CC + C;^ + (7„ (33) 

wobei C, und C. die Integrationscoustanten sind. Durch Elimination 
tun l erhält mau uus den beiden letzten Formeln auch 

2(7Jf*«if'r + (2(7(7,-(7/). (88') 

Beide Constanten (7, und C\ sind im Sinne des S. 59 Gesagten 
unwesentlich. Für die Discussion des Gesammtverlaufes der 
Bewegung kann man sie sonach gleich Null setzen und erhält dann 
die höchst einfachen Formeln 

MV^ et, Ms^^ ar, 2V8^M V% (33 ) 

welche bei positivem C" Folgendes aussagen. Der Massuupuukt belindet 
Sich zur Zeit ^ = — ac bei.f = +on mit negativ unendlicher Geschwindig- 
keit, er nähert sich weiterhin mit abnehmender Geschwindigkeit der 
Stelle * = 0, erreicht sie zur Zeit t — 0 mit der Geschwindigkeit Null 
und kehrt hierauf mit wachsender Geschwindigkeit nach « » + 00 
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zurück. Jede überhaupt erreichte Stelle, mit einziger Ausnahme 

von 5 = 0, wird von dem Punkte zwei Mal bei entgegengesetzten 
Wertben t und mit eDtgegengesetzten Geschwindigkeiten V ])assirt. 

Bei speciellen Problemen kann über die Constanten C, und 
nicht willkürlich verfügt werden, dieselben folgen vielmehr aus 
den Bedingungen, welche die Aufgabe liefert. 

Eine leichte Ueberlegung zeigt, dass ihi-e Bestimmung auf vier 
Weisen möglich ist, nämlich indem man festsetzt: 

a) für einen Zeitpunkt den Ort s,, 

fiir einen Zeitpunkt die Geschwindigkeit T,; 

b) für einen Zeitpunkt den Ort s,, 
für einen anderen f, den Ort 

c) für einen Z^-itpunkt i, die Geschwindigkeit T,, 
für einen Ort die Gesell windigkeit 1^; 

d) fiir einen Zeitpunkt t, den Ort s,, 

für einen Ort die Geschwimlit'kpit V. 

Dabei kann man zur Vereint rliui L' der Endformeln stets einen 
der tost'josetzteu Zeitpunkte als dii Zeit Null festsetzen, einen der 
festgesetzten Orte zum Nuilpiinkt \'\\v >• wählen. 

Jede der oben aufgezählten drei Hestimmnngsarten irieht die 
Lösung einer einfarhen physikalischen Aufgabe; wir gehen dem- 
gemäss näher auf sie ein. 

a) Ist f ^ 0, = 0, so hat man zur Bestimmung vou C, und 
Ct die Gleichungen: 

M i; = Ct, + 
0 = C,. 

Es wird also: 

Af ( F - n) = C(/ - Ms^i er + (if r, - Ci,) I, (34) 

2GM8 « ar r - (3/ v, - et, f. 

Die (ilcichungen werde n besonders einfach, wenn man speeieller 
auch noch = 0 und 1' = 0 nimmt, d. h. zur Zeit, von der aus / 
gerechnet wird, den Massenpunkt mit der Geschwindigkeit Null vom 
Nullpunkt ausgehen lässt Hierbei ist dann 

MB^C, i/r=67, Ms^\Ct\ JfP=:2C*. (^^4) 

Diese Gesetze gelten nach Galilei*8 Beobachtungen beim freien 
Fall unter der Wirkung der Schwere« vorausgesetzt, dasa in 
der Bichtung eines frei herabhängenden Senkels nach unten gerechnet 
wird; auf dieser Thatsache beruht, dass wir bei solchen und Ähn- 
lichen Experimenten die Schwere als eine constante Kraft ho* 
handeln, die lothrecht nach der Erde hin wirkt 
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Dieselben Beobachtungen baben in Uebereinstimmiing mit 
spiteran, viel genaueren Meaaungen das wichtige Resultat ergeben, 
dftss die Beschleunigung durch die Schwere an derselben 
Stelle der Erdoberfläche für alle Körper die gleiche Grösse 
bat, von Ort zu Ort aber wechselt Man bezeichnet die Be- 
scUeonigung durch die Schwere mit dem Buchstaben setatt für 
sie also B^g, wobei dies g mit dem S. 46 u. t TorUbergehend be- 
nutzten natürlich nichts zu thun hat; die Kraft» welche die Schwere 
saf einen Massenpunkt ausflbt, nämlich 

nennt iiian das Gewicht, welches dor Massenpunkt an jener Stelle 
der Erdoberriäche besitzt. Das Gewiclit ist also naeh dem Gesagten 
nicht (wie der Sprachgebrauch verniutlien lässt) eine einer gej^ebenen 
Ma>=5e individuelle Oonstante, sondern hän{,'t ausser von der Mass»- 
auch von der Stelle auf der Erde ab, aut welche es bezogeu wird. 
Auf das Gesetz, naeli welchem seine — übrigens nur geringe — Aen- 
derung mit dem Orte geschieht, gehen wir später ausführlich ein. 

Auf der Proportionalität der Gewichte mit den Massen beruht 
das später zu besprechende Verfahren, Massen mittelst der Wage 
zu vergleichen und zu messen. 

Führt man ein, dass na( Ii dem Gesagten für die ^>ciiwerö 
A = c' = Mg istf so nehmen die Galulei' sehen Fallgesetze die Form an: 

B^g, V^gt, 9=-igCf V'^2g9. (35) 

Ist nach dem Gesagten auch der freie FaU unter der Wirkung 
der Schwere die denkbar einfachste der Beobachtung zugängliche 
Anwendung unserer Grundgleichungcn (32), so hat er doch als 
Mittel zur experimentellen PrOfiing derselben den Uebelstand» dass 
die wichtige Abhängigkeit der Bewegung von der Masse in den End- 
fonnelD gar nicht hervortritt In dieser Hinsicht bietet die Ab- 
inderung des Experimentes, wie sie die ATWoon'sche Fallmaschine 
gestattet, eine Ergftttznng. Indem wir die Gonstruction dieses sinn« 
reichen Instrumentes als bekannt Toraussetseui erinnern wir nur 
darui, dass hei demselben eine grosse Masse Jfcf + m durch das Ge- 
wicht mg einer kleinen (rarürbaren) m in Bewegung gesetzt wird. 
Demgemäss werden, fftr den Fall, dass die Bewegung zur Zeit i = 0 
Tom Znstand der Ruhe aus im Nullpunkt beginnt, die Formeln (84') 
hier folgendermaassen lauten: 

^~if + «' ^"if+V* **2(Jtf+w)' *^ + ^^^^ 

sie stimmen mit den Gesetzen für den freien Fall formell überein, 

W. Voi«.T. Mechanik. Zweite Aufl. A 
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nur steht an Stelle der ganzen Beechleunignng durch die Schwere $ 

der Brachtheil g . m / {M m). — 

Nächst dem bisher allein betrachteten speciellsten Falle, da^ die 
Beweguns: znr Zeit t = 0 mit der Geschwindigkeit V=0 liegasm 
(fireier Fall), steht der andere, dass die Geschwindigkeit für f = 0 
Tou Null verschieden, etwa » }\ gegeben ist (rerticaler Wurf). 

Hier hahen wir: 

J/( 1- - \\) ^Ci, J/* - C Y + M V, t, 2C* ^ M{ V - r,*); (S6) 
schreibeu wir die erste Formel in der Gestalt: 

so «»rhelit daraus, ^iiss zur Zeit t, = — V.M C (im Falle der Schwere 
zur Zeit ^ = — y, j] ilie Geschwindigkeit V verschwinde^ nnd^ weil 
mit d s ilt^O zugleich (P s »if' > 0 ist, ebenda seinen kleinsten 
Werth amiimmt. ßetrnchtet man die Zeit I » 0 als Beginn der 
Bewegon^. d. h. sehÜesst Begative Werthe t von der Betrachtung 
ans« so tritt dkser Fall uur ein, wenn r, < 0, d. h. die Aniangs- 
geechwiudigkeit nach der Kichumg von — der Kraft entgegen, 
in Falle der Schwere also nach oben, gerichtet g e w c a c n ist. Der 
kk'iuste efteichie Werth tou dndet sich, wenn man dea ^pecielliOi 
W>rth r Ä 0 in die letrte Formel /o*)! einsetzt: 

im Falle der Schwer» triebt «i » — 17 ij dem afaeointen Weitfke 
mich dw grOeeta in F^Ijce der Ancutcsgeochwisdiätet K ecreiclite 
Hi^ae aber dem Ao^gan^onkL. 

Ver^^i^ niaft den MassenL^unikt noch weiter j.ax sifinem Wei^ 
und tta^s» nahch welo-ier Zeit nnd mit welcher Geschw-jnii^dtttt 
d«fn Auä^can^ptLakt wieder paäsirt. so erhült man da» Beenitat: 

l-C '■'C- ' i - ''ir • =Ä •-V'JCiit. t '--^ r) ^-i^ soll. 

s<j yu: lli^ ^';n • *. md 

diilicc 

... Jf* ►* » , 
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Dieae Formeln geben unter Anderem die Antwort auf die Frage: 
mit welcher Oeechwindigkeit F» mtiss der Punkt zur Zeit i » 0 aus- 
gehen, um in der Zeit t die Lftnge / unter der Wirkung der Schwere 
vertical surflckzulegen. Hierzu ist in der ersten Formel F s # s 0 
in setzen, wodurch folgt: 

im Fall der Schwere also 1 = .v'//'— \gt'. 

c) Ist für / = 0, r= r,, fOr * = 0, r= i:, so lauten die aus 
(33) und (33') zur Bestimmung von und folgenden Gleichungen 

i/Fi-C;, 0«irF/ + (2(7(7,-.C.'); 

es wird also 

C,^M\\, 2CC. = if'(r,'- K.*), 
und hieraus folgt 

-II/ — r.j. 

(38) 

Der Ort des Punktes zur Zeit i 0 bestimmt sich hiernach durch 

2C«»-Jf(F;-F;); (380 

er liegt also aut der possitiven otlei negativen Seite von .s- ~ 0. je 
nachdem V'' grösser oder kleiner ist, als Her Zeitpunkt f,, zu 
weichem die Stelle s «= 0 passirt wird, bestimmt sich durch 

CU = - Jr(F, ± F,); (38") 

der Punkt = ü v^ärd also stets zweimal berUhrt, ausgeuommeu deu 
Fall, dass \\ = 0 ist. 

d) Ist für < = 0, « = 0, für = f^', r = I , so bestimmt sich C„ 
*\ und zugleich der Zeitpunkt ^, zu welchem der Urt s erreicht 
wird, aus 

woraus folgt: 

C. -±yjrr*-2JfC«, /'= -^-(Jrr'qiyjfM''*- 23/C/), (39) 

Diese Kesultate bieten in doppelter Hinsicht Gelegenheit zu 
wichtigen Bemerkungen. 

Erstens erhalten wir für C, wegen des doppelten Vorzeichens 
der Wurzel zwei Werthe: es kann also vorkommen, dass die ge- 
machten Festsetzungen die Integratiousconstanten nicht eindeutig 
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bestunmeD, sondern 2wei oder mehr Bewegongsgesetze mit ihnen 
▼ertrftglieh sind; dann ist den Festsetsimgen noch eine Angabe zn* 
znfttgen, welche die zu wählende Wnrzel charakterisirt 

Zweitens kann der Ansdmck unter der Wurzel negativ, also die 
CoDStante (7, imaginär werden: es kann also Torkommen, dass die 
Nebenbedingungen mit den Hanptgleichungen des Problems in Wider- 
spruch treten und eine reelle Lösung unmö|^ch machen. In unserem 
Falle ist das leicht zu fibersehen; denn da die kleinste Geschwindig- 
keit, mit welcher die Stelle « » 0 TCrlassen werden kann, gleich Null 
ist, so kann die kleinste Geschwindigkeit» mit welcher eine auf posi- 
tiver Seite gelegene Stelle a* erreicht werden kann, nur die bei 
freiem Fall stattfindende^ nämlich '\/2Ca'IM sein; verlangt man eine 
kleinere, so ist das Problem unlösbar. — 

Die oben vollzogene Einführung der Beschleunigung durch die 
Schwere giebt Veranlassung, auf eine frtkher gemachte Bemerkung 
zurückzugreifen. 

Aus der Darlegung im Eingang von § 5 ergiebt sich, dass die 
allgemeine Definition der Kraft K in der Formel JT«» MBk ent- 
halten ist» in der k eine universelle Constante bezeichnet, deren 
Verfügung — nach einmal festgesetzten Elinheiten für Masse M und 
Beschleunigung B — die Einheit ftr K festlegt In der wissenschaft- 
lichen Mechanik wird k ^eich Eins gesetzt, und wir sind im Vor- 
stehenden von dieser Annahme ausgegangen. 

In der technischen Physik pflegt man anders zu verfügen, näm- 
lich k9s,\jg ZU setzen, wobei unter g ein gewisser Normalwerth 
der Beschleunigung durch die Schwere, nämlich der verstanden ist» 
der im Meeresniveau unter 45^ geographischer Brdte stattfindet 
Die Formel 

JTe « MB Ig 

zeigt tluun, dass hiermit als Einheit der Knitt dii jeni^]^o gew-ililt ist» 
welche die Einheit der Mas^e — in diT Technik das Kilogramm — 
im Meeresnivean 8eit«?ns der S re erleidet, also das unter jenen 
Umständen bestimmte (gewicht der Masseneinheit. Es mag dar;nif 
hingewiesen werden, dass nach dieser Verlugung die Dimension der 
Knill nicht durch die Formel (24) gegeben wird, sondern gleich 
der einer Masse ist. — 

Nächst dem Falle, dass die wirkende Kraft constant ist, steht 
hinsichtlich der Einfachheit derjenige, dass sie nur von einem Arcru- 
ment t, s oder I' abhängt. Hier lässt sich für ganz beliebige Ge- 
setze der Abiiängigkeit der Weg zur Durchlührung des Problems 
folgendermaassen darlegen. 
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a) Sei gegeben die Kraft als beliebige Function nur der Zeit, 
so gilt für die Beechleunigiiiig eine Relation TOn der Form: 

aos der sich sogleich ergiebt: 

«= Jdljf{t)dt -\-(\t-^f\. 

b) Sei gegeben die Kraft als Function nur des Ortes, alho auch: 

d s 

80 tolgt durch Multiplicatiou mit ^^dt = ds und Integrutiuü: 
imd daher 



t~o.±J 



eine Gleichung, die den gesuchten Zusaiunjenhang /wischen s und t 
enthält und sich in endlicher oder unendlicher Form nach s auf- 
lösen lässt 

c) Sei schliesslich gegeben die Kraft als Function nur der Ge- 
schwindigkeit, so kinmeu wir schreiben: 

fi» ^-Bi/y(r), und erhalten daraus: 



Dieee Formel, nach V aufgelöst, schreibe sich: 
dann folgt ans ihr sogleich: 

Die Bestimmung der Inteerrationsconstanten C, und C\ geschieht 
in der oben ausführlich erörterten Weise. 
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För die Bebandlnng der complicirteren Fälle, da» die Kraft 
mehrere Argumente eoüüüt, l&ssen sich ähnliche allgemeine Regeln 
riebt anstellen. 

f 7. Bevegun^n in der Ebene nnd im Saune, bestimmt dnrch 
gegebene Werthe der Geschwindigkeiten; Beispiele. 

Ehe wir zn dem allgemeinen Falle übergehen, der dem im 
letzten Abschnitte behandelten spedellen direct entspricht, nämlich 
eiLe räumliche Bewegung durch die wirkenden Kräfte bestimmen, 
wollen wir gleichsam Torbereitend das einfachere Problem in Angriff 
nehmen, ans nach Richtung und Grösse gegebenen Geschwindig- 
keiten das Gesetz der Bewegung abzuleiten. 

Die Gleichungen des Problemes lauten nach (19 ") folgender- 
maassen: 

4f v-7 = ^ = -''- -^r = ' = 

in ihnen sind die «k, r^. tct,, gemäss dem am Ende von § 5 über 
die Kräfte Gesagten, als direct oder indirect gegebene Functionen 
von y. z und / allein anzusehen. Es handelt sich darum, aus 
ihnen drei endliche Relationen zwischen x, y, z und / abzuleiten, 
d. h. also, drei Combinationen von ihnen aufzusuchen, welche die 
Integration gestatten. Die drei Integrationsconstanten zu bestimmen 
muss der Ort des Massenpunktes für einen behebigen Zeitpunkt 
gegeben sein. 

Id den Fällen, dass u, r und tr nur die Zeit enthalten, oder u 
nur jr, r nur y, tr nur sind die Gleichungen (40) selbst diese 
integrirbaren Combinationen, ebenso, aber minder einfach, wenn u 
nur X und /, r nur y und t, w nur z und / enthält 

Handelt es sich allein um die Aufsuchung der Bahn, so muss 
man versuchen, schon aus den Differentialgleichungen die Zeit zu 
eliminiren. Dies ist sofort ausführbar, wenn w, r, ir die Zeit gar 
nicht oder nur in einem gemeinsamen Factor enthalten; dann ist 
nämlich die Beziehung 

(/x: rfy : ; = M : r: IT 

von f unabhängig und giebt die zwei im Allgemeinen partiellen 
DifferentialcleicLungen der Bahn, die freihch nicht immer eine direct 
integraMe Form hal)en. 

Einfach-t ist dies letztere Problem für den Fall einer ebenen 
Bewegung, denn 

dx'.d y = Mir 
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ist dann eine gewöhnliche Differentialgleichung. Die ersten Pro- 
bleme sollen Beispiele hierfür fceben. 

1. Seien u und v lincäxe Functionen von x und y: 

"^Z- = u^iax + ß!j) F{t), ^v^{)'s + dy) F{t), (41) 

dabei ■i, y, 8 constant, F{() eine beliebige Function TOn t, so ist: 

{ax + tiy)dy - {y x + Öy)dx = 0 (41) 

die Otfierentialgleichitng der Bahn. Dieselbe ist sogleich in inte- 
grabler Form, falls 

ist, und ergiebt dann: 

wo ^« die Integratiüiiscüuhtante darstellt. Die Bewegung findet 
also in eiueni Kegelschnitt statt, dessen Centrum im Coordinuten- 
finlanu' liegt, und der nach Lage und Verhältniss der Axt n schon 
durch die Diftereutialglcicliungen vollständig bestimmt ist. Die 
Integrationsconstante gieht nur den absoluten Werth der U-tzteren 
und bestimmt sich etwa iladurch, dass ein Punkt gegeben ist, durch 
Welchen die Balm hindurchgehen soll. 

Man kann für die allgemeine Betrachtung der Bewegung nach 
S. 59 die Grösse a durch Drehen des Coordinatensystemes zum Ver- 
Bchwinden bringen; der Kegelschnitt erscheint dann auf seine Haupt- 
axen bezogen, und wir haben für diese speciellen Coordinatenrich- 



tungea: 



^^ßy.m -jH^^-^W* ßy'-r^' = ^' (42) 
Hieraus folgt dann weiter: 

- A''^ ^F{(l.dt= . ' (42') 

Das doppelte Vorzeichen rührt nur davon her, dass aas der Bahn- 
gleichnng sidi ftkr jedes x zwei entgegengesetzt gleiche y ergeben, 
und omgekehrt; es kündigt also keineswegs zwei LQsnngen des 
Pkoblemes an. Die Bestimmung des Zeichens geschieht, indem man 
gemiss den Formehi 

x\y== \ß y' - «, y \ ■} = \'y x + 6 

Ar den An&ngaznstand die Wurzeln nach den Anfangswerthen Ton x 
ond y positiv oder negativ wählt und ihr Vorzeichen beim Durch- 
gang durch Null umkehrt 
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Für die Integration sind bei positiven ßl% bezüglich y/t zwei 
Fälle zu unterscbeidi n. 

^) > ^^ ^^^^ Bahn ist eine Hyperbel; es folgt, falls la den 
natürlichen Logarithmus bezeichnet: 

In ] ß r + (/' - ± Vßrf m . ^ + c, 

M < Oi ^0 Bahn ist eine ISIlipse; es folgt: 
aresin rr|/~/- « ± V- iirjp{i).dt + C„ 

arcsinyy^f « ± V- /i^W-^^ + 

Wir kommen hier scheinbar zu noch je zwei weiteren Integra- 
tionsconstanten C und C resp. C; und C/, es ist aber Iclar, dass, weil 

sein soll, dieselben nicht Ton einander unabhängig sind. 

In der That bemerkt man leicht, dass die Keiationen gelten 
müssen: 

Um einige nocli sicli bietende Fragen klar zu stellen, nehmen 
wir jetzt einfach F{t) = 1 und schreiben die Resultate iu der Form : 



a) x^j/* Sin {k±t]fßr), 



y 

2 



wobei 3iii I = - , C£oj|= „ gesetzt ist; 



b) 8ia(Ai:/V~^^7), 



k ist hierbei die eine zu < noch hinzukommende Integrationacon- 
stante. Beide bestimmen sich einfach, wenn man annimmt, da&s 
für i « 0, v = + 6 und x^fi sei; dann muss nämlidi k Terschwinden 
und ]Ujß = b sein. Das doppelte Vorzeichen unter Ho] und co9 
kann dann fortgelassen werden, das unter ©in und sin bestimmt 
sich durch die erste Gleichung (42 , sodass wir erhalten: 
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a) ^='^]/y ^inOV/;')' 



Wir sehen: im Falle (a) beschreibt der Punkt den ol>eren Ast 
der Hyperbel, wt-lcher positiven Werthen von y entspricht, in der 
Riclitiin,«: von nt'gaiiven zu positiven Werthen l)eginnt im l'nend- 
lichen zur Zeit ^ = — oo, endet im Unendlichen um < = + er und 
gelangt nie auf den unteren Zweig; im Falle (b) rotirt der Puukt 
auf der Ellipse in negativer Eichtung, die Umianfsdauer ist 

2. Ein zweites Bcis]>iel soll Polarcoordinaten benutzen. Wir 
kJtiden die Aufgabe in eine ansehauliche Form ein, ohne dadurch auszu> 
drücken, dass die angenommenen 
Verhältnisse der Wirklichkeit 
ganz entsprechen. 

Ein Boot werde ttber einen 
Canal Ton d^r Breite ß mittelst 
einea am Punkte o des einen Ufers 
befestigten Taues gezogen (Fig. 8); 
das Tan werde in der Zeit di um Fig. 8. 

Wdi TerkOnct, die Geschwindig- 
keit des Wassers im Canal sei gleich U, und das Boot folge der- 
selben, soweit das Tau es ihm gestattet, YoUständig. 

Bezeichnet man die Länge des Taues mit r, seinen Winkel gegen 
die positive Strdmungsrichtung mit ff , und zerlegt man die Ge- 
schwindigkeit U des Stromes in zwei Componenten paraUel und 
normal zu r, wobei die erstere durch die Wirkung des Taues zer- 
stört wird, so hat man, da dr/dt die Componente der Geschwindig- 
keit paraUel zu r und rdffjdt diejenige normal dazu im Sinne 
wachsender fp bezeichnet, die Gleichungen des Problems in der 
Fonn: 

woraus für die Gesammtgeschwindigkeit V folgt: 
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Die Differentialgleichnng der Bahn erhält num durch Elliiiiiiiation 
der Zeit in der Form: 

-"•...^-ft., (430 
r L/ Sing» ^ 

daraus folgt durch Integration: 

Ist xvat Zeit des Abganges r « r« und ^ « 9>«» dann bestimmt 
sich C so, dass wir haben: 

lü(-]=— "-yln oder auch (-1 = — — • (44) 



2 I ^^2 



Die Zeit der üeberfahrt ist T =3 r,/ fF, also von der Strömungs- 

geachwiiidif^kcit unaljhängig. 

I'm diet urve in ihrer ganzen Ausdehnung zu untersuchen, be- 
zeichnen wir mit a den Radiusvector, der y = nj2 entspricht, und 
haben dann einfacher: 

Während </ von 0 bis t und von da bis 2vT wächst, nimmt hier- 
nach r — das als absolute Grösse betrachtet werden mag — TOn O 
bis CT zu und vrieder bis 0 ab. 

Dabei zeigt die Formel (48*), dass die Bahncurre itir 9p » O, 
n und 2« den Badiusvector tangirt 

Der normale Abstand b von der Axe ist gegeben durch 



6 — r sin 0/ = 2a ] '» (44'^ 



er ist nlfio für (f = U oder 2t stets gleich Null, für ff sr aber O 
oder jT, Je nachdem U > ir oder ir> U ist Kr besitzt ein Maximum 
oder Minimum für 

i^ ';;" "--0. d.h.r('^ + co8y)=0. 

Da r SS 0 daa Minimum 6 » 0 bestimmt, so giebt • 

w 

COS^P. =- 
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die Lage des Jfazimnma, das nur auftritt för U> W; der zugehörige 
Werth TOQ r und b Ut: 



f'^ W.WIM 



w< ü 



(44") 




Fig. 9\ 



Hiemach kann man 
neb Tan dem ganzen Yer> 
laof leicht ein Bild machen 
(Tergl Fig. 9). 

Da die Breite des Ca- 
nales in der ganzen Ent- 
«ickelung nicht voikommt» 
so berücksichtigt letztere 
also auch nicht die Be- 
sonderheiten, welche die 
beiden Grenzen des Stro- 
mes bieten. £Is ist daher 
anidrücklich noch hinzu- 
zofftgen, dass die ausser- 
halb verlaufenden Tbeile 
der Curven — also jeden- 
falls der ganze untereZweig 
— für das vorliegende 
Problem keine directe Be- 
deutung haben. Pemge- 
mäss ist es z. B. im Falle 
der Figur (9') unmöglich, 
<1m Boot von Punkt 9 
nach 0 den Forderungen 

entsprechend überzuführen. In Wirkliciikeit würde das Boot längs 
des Ufers von 9 bis ;> treiben und der Zug durch das Tau gar nicht 
virksam werden. 

Aber auch wenn der ganze obere Zweig innerhalb der Breite 
des ('anales verlauft, so bezieht er sich doch nur zum Theil auf 
anaer eigentliches Problem. 

Durch unserf' Festsptzun^'en (43) sind nämlich j^'ewisse Kräfte 
gegeben, die auf den Massenjjunkt — den wir als Boot jzedeutet 
haben — wirken müssen, damit er die vor?esehriel»ene Bewegung 
♦finhaltf'. Ks bietet keine 8(hwierii,'keiten, diesellien nach ilen .luf 
unseren Fall anwendbaren Formeln (30") zn lierechueu. Bezüglich 
der Deutung der Kesultate besteht aber eine pewis«»© Willkürlich- 
ktit darüber, welchen Theil mau als Wirkung des iStromes, weichen 




Fig. S«-. 
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als Wirkung des Taues ansehen will, insofern in Wiiklichkeit der 
Strom jedenfalls der Bewegung des Bootes einen Widei*stand ent- 
gegensetzt Indessen lässt sich doch Folgendes aussagen. Die durch 
das Tau vermittelte Kraft muss parallel r liegen und nach dem 
Funkt o bin gerichtet sein, denn das Tau kann nur einen Zug, 
nicht aber einen Druck ausüben. Es ist nun nach der Anschauung 
klar, dass die Bewegung in Fig. 9* von links her bis 2U der grössten 
Entfernung d, nur durch eine vom Punkt o hinweggericbtete Kraft, 
also einen Druck, bewirkt werden kann; darum wird dieser Theü 
des Vorganges in Wirklichkeit auch nicht herstellbar sein. — 

£s ist von Interesse zu untersuchen, wie die Verhältnisse und 
Formeln sich ändern, wenn das Boot nicht durch ein Tau, sondern 
durch Ruder eine Geschwindigkeit W in der Richtung nach dem 
Punkt o nütgetheilt erhält Der Unterschied liegt darin, dass das 
Tau die resultirende Geschwindigkeit — H' in der Richtung von r 
erzwingt, also jede Einwirkung der Strömun?: ü auf die Geschwin- 
digkeit parallel mit r gewissennaassen aufhebt, während jetzt — TP 
nur der eine Antheil der Geschwindigkeit parallel mit r ist, den& 
sich die bezügliche Componente der Strömung U zuaddirt Dem- 
gemäss sind die Gleichungen des neuen Problems: 

-j^ = /; cos — U , r = — L sm 



man erhält daraus: 



dr W - f CDS ir , - 

... ' Ciff, also 

r L am q ' 



In (r) = 6 — In ^cotg ^ j — In (sin y>), 



und daher nach denselben Annahmen wie oben 



r sm ijp« 
sin tft 



w.v 



Die Discnssion ist nach dem Vorstehenden leicht auszuführen. 

3. Als drittes Beispiel behandeln wir Fol^'t iules. Längs der 
JV-Axe bewpf^e sich mit der positiven eonstanteu Geschwindigkeit L', 
zur Zeit / = 0 im Cuordinatenaulang beginnend, eine Marke, — der 
unter^uciite Punkt hingegen laufe in der .rJ'-Ebene mit der constanten 
GeschwiiidiL'keit T inmier in der Richtung auf die wandernde Marke 
zu. Zur Zeit / = 0 berinde er sich auf der -f i -Axe im Abstand a. 
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Tom Nullpunkt Die so bestimmte Gar?e giebt unter Anderem die 
Bahn, in welober ein Hund seinem mit constanter Geschwindigkeit 
genuUinig fortschreitenden 
Herrn nachlänfl^ und heisst ^ 
die Verfolgungscurve. 

F&r die An&teliung 
der bezQglichen Gleichun- 
gen bedenke man, dass, 
wenn zur Zeit t die Marke 
z, = Utf = 0, der E*lmkt 
aber x, y zu Coordinaten 
hat» die Cosinus der Win* 
kei, welche die Richtung 
der Geschwindigkeit Tmit 
den Goordinatenaxen ein- 
schliesst, resp. sind 




cos ( V, x) 



C08(F,y) 



Fig. 10. 



(45) 



Die Componenten der Geschwindigkeit V, als ihre Projectionen 
aof die Goordinatenaxen, ergeben sich hiemach durch die Formeln: 



dx 



ViÜt - xf + y' 



dy 
dt 



- r ^ _ ^ . (45 ) 



Wenn der Massenpunkt, statt auf die wandernde Marke hin, 
sich Ton ihr hinweg bewegte, so wären die co8(r, x), co8(rt y) in 
(45) mit den entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen. Man erkennt, 
dass derselbe Effect erreicht wird, wenn man in (45^) dem zunächst 
positiT gedachten V einen negativen Werth beilegt. Durch Vor- 
tanschung des positiven mit einem negativen Fgeht die Yerfolgnngs- 
cunre in die sogenannte Fluchtcurve Uber. 

Wir haben in (45') einen Fall vor uns, wo u nnd >■ die Cdordinaten 
und die Zeit nelien einander enthalten, — die Elimination der Zeit, 
um zu der Gleichung der Bahn zu gelangen, macht demgemftss 
auch mehr Umstände. 

Wir erhalten aus den Gleichungen (45') zunächst: 



dx 
dy 



Vi- X 

~ i 



* ^ dt 



ci;ihei sind >f x und du die während des ZeiteleniPiites dt eintreten* 
den Zuwachse der beiden Coordinaten ; das n<'[^;ttive Vorzeichen der 
positiv gerechneten letzten Worzelgrösse entspricht dem Umstand, 
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dasB nach der Annahme im Falle der Verfolgangscurre dyjdKO 
und V > 0 sein solL 

Es folgt weiter ans der ersten Gleichung (45") 

Ui^x-y^'^, also i^di d^x - y^^j ^ - yd^, 
und durch Einsetzen in die zweite 

- ^il"! - - + ^ • (46) 
Jetzt ist die Integration ausfahrbar und giebt: 

Nach unseren Annahmen muss zur Zeit / — 0, wo t = 0 und 
y SS a isty dxjdy Terschwinden. Dies bestimmt die Constente 

C, « - ^In(a), 

sodass wird: 
daher folgt: 

Die zweite Integration ergiebt: 

und nach Eiuiührung der Annahme, dass lUr x = 0 y =^ a sein soll : 



dies ist die delinitive Forin der Bahngieichung, die bei positivem I' 
dieVerfolgungscurve, und nach dem S. 7 7 Gesagten zugleich bei 
negativem V die Fluchtcurve liefert 

Wir uüterwed'cii drr Discussion nur die Verfolgunjiscurve. si-tzr-n 
also ausschliesslich }>üsitive Werthe V voraus. Dann kommt // mit 
den beiden Exponenten {V -\- ü)iV und {V—Ü)iV vor, und es 
sind die Ipt ideii Fälle zn unterscheiden, dass 1'^ V, d. h. der Ver- 
folger, grössere oder kleinere Geschwindigkeit besitzt^ als der 
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Verfolgte, — die blosse Anschauung ergiebt, daas im enteren Falle 
ein Einholen stattfinden mussy im letzteren nicht Dies bestätigt 
die Formel; wenn wir in derselben y^O setzen, so muas sie daa> 
jemge x^x' geben, in welchem Beide zusammentrefien. Es zeigt 
Bich, dass fttr r> resultirt: 

and liieraus für die Zeit T, welche Iiis zum Einholen von dem 
Augenblick an vergangen ist, in welchem Verfolger und Verfolgter 
die r-Axe passirteu: 

y _ a K 

U V- - L * ' 

In dem Orenzfall, dass ü iaif wird x nnd T nnendUch. 

* 

§8. Sewegnngen in der Ebene und im Räume, bestimmt doroh 
gegebene Werthe der Xräfte; Beispiele. 

Die Gleichungen des allgemeinen Bewegungsproblemes fiir einen 
Uassenpunkt m sind nach (30): 

m - X - 2x„ n, - r - ^ n. mf ; - z - sz,-, {n) 

die Kr&fte auf der rechten Seite derselben werden betrachtet als ge- 
gebene Functionen von i^x^y^z^ u = dx/dtf v ^dyjdt, w = d z^df. 
Ks handelt sich darum, aus ihnen durch Combination drei integrable 
iTormeln zu bilden, welche durch die Integration auf Beziehungen 
Ton der Form führen: 

0.^(7., 0,= (7., (470 

worin die '/>^ Functionen von t, x, y, Zj dxjdt, dyidt, dxjdif die 
die bezuglichen ersten Integrationsconstanten bezeichnen. 
Aus diesen letzteren Formeln sind abermals drei integrable 
Combinationen zu bilden, die durch die Integration liefern: 

«p;«(7/, = (?,', ^,^(r„ (47) 

in welchen die Functionen von f. ./ , r nnd den drei C\, die 
C^' aber die zweiton Integrationsconstanten bezei< lnicn. 

ÖLud die C';, und C^' durch ge<:^ebene Zustünde des l)ewegten 
Punkt**«? bestimmt, so geben die letzten Formeln, nach x, >/, ; auf- 
^«»löst. ilcn Ort des Punktes zu jeder Zeit, und durch Klimination 
der Zeit aas ihnen die Gleichungen der Bahn. 
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Das Auffinden der integrabeln GombinatioDen bildet die Haupi- 
scbwierigkeit der Losung de« Problemes. Dieselbe kommt ganz in 
Wegfall, wenn jede der Qleicbnngen (47) neben der Zeit nur eine 
Coordinate und deren Differentialquoti^iten enthlüt; dann redndit 
sich die Aufgabe auf die bei geradliniger Bewegung behandelte, 
denn jede Gleichung ist für sich allein zweimal zu integriren. Die 
erste der folgenden Aufgaben giebt hierfftr ein Beispiel specieller 
Art^ insofern die Bewegung in der Ebene stattfindet, die letztere 
ein etwas complicirteres räumliches Problem. Andere Beispiele 
folgen in späteren Abschnitten. 

1. Es werde ein Massenpunkt in einer gegebenen Richtung fortge- 
schleudert und der Wirkung der Schwere überlassen (schiefer Wurf). 

Ein Coordinatensystem sei mit seinem Nullpunkt in die Aus- 
gangsstelle, mit seiner ^-Axe vertical nach unten, mit seiner X-Axe 
in die verticale Ebene durch die Anüangsgeschwindigkeit gelegt; 
dann ist aus Symmetrierücksichten klar, dass die Bewegung durch- 
aus in der A' l-Ebene verlaufen wird. Die Anfangsgeschwindigkeit 
sei gleich e und um den Winkel a gegen die Horizontale nach oben 
geneigt. 

Die Gleichungen des Problems sind: 

m^^, = 0, m^j^=:my\ 
daneben gilt für i = 0 

ac =s 0, y = 0, ^ s ecos er, ^-^ « — csin «. (48) 

Die Integration giebt demgemäss: 

z^ttQOBa, y *a \gf ^ ct^ua» (48') 

Hieraus folgt die Gleichung dr r lUhn: 

y= -«tg«, (48") 

d. h. die Gleichung einer Parabel mit verticaler Axe; der Scheitel 
derselben hat die Coordinaten a und h, welche die Werthe haben: 

a= siu</cosa = ^ sin 2«, b^— -^i\vu. (4b') 
g 2g ig ^ ' 

Führt man ein durch den Scheitel gehendeSi mit Xf F paralleles 
System B, H ein, indem man 

setzt, 80 folgt als Gleichung der Bahn: 

2 cos" a 
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Die Höhe des schiefen Wurfes ist gleich — b, die homontale Wurf- 
veite gleich 2 a. 

Stellen wir die Frage, in welcher Bichtung der Pankt mit der 
gegebenen Geschwindigkeit e ausgehen muss, um eine yerlangte Stelle 
x^f y< in treffen, so ist aus der Gleichung 

welche aussa^^t, dass die Parabel durch den Coordinatenanfaug und 
die Stelle x„ geht, der Winkel u sn bestimmen. Man erhält 
leicht: 

Diese Formel ergiebt zwei Werthe für sobald der Ausdruck 
unter dem Wurzelzeichen grosser als Null ist^ einen Werth, wenn, 
er gleich, keinen, wenn er kleiner als Null ist 

im ersten Fall kann man also b^ der gegebenen An&ngs- 
Geschwindigkeit 0 den Pnnkt auf zwei Wegen erreichen, mittelst einer 
flacheren oder steileren Parabel, im letzten Oberhaupt nicht mehr. 
Die Grenze zwischen beiden Bereichen, d. h. den geometrischen Ort 
sDer Punkte, die nur mittelst einer Parabel zu erreichen sind, 
bfldet die Gurre, die dadurch gegeben ist, dass die GrCsse unter 
der Wurzel Terschwindet^ d. h., für die 

ist; diese Curve ist eine Parabel, deren Axe in die }-Axe tUllt und 
deren Sclieitel um c*/2y, d. h. um die bei yerticalem Wurl* über- 
haupt erreichbare Höhe über dem Anfangspunkt liegt; sie schneidet 
die Horizontale in der Entfernung a*. = db c*/^» der grössten horizon- 

talPTi Wurlweit^;, die. wie dio «»rste Formel (4S"') zeigt, bei der 
Kl»'v;ttiou a — t/4 erreicht wird, und hüllt siinimtliche derselben 
Aülanjr^cresrltwmditrkeit entsprechende WurlVurven ein. 

U. Wir i)ehandelii uls zweites Beispiel die freie Bewegung 
riries Massenpuiiktes unter der ^\'i^kllIl^^ <ler Sc'hwere hei 
Beriicksiehtigung der Ki-^lier vernachlässigten Kotation der 
Krde um ihre Axe; die Buweguni; der Erde um die Simne mai;, 
als Ton <,^anz umuerklichem i^iiuss, auch jetzt nuch unberück- 
stchti'jt hk-iheii. 

Dit* Rotation wirkt in melirt:icli(M- Hinsicht uioditicirend auf die 
lilrscheiuung ein; einerseits stellt letztere sicli dem an dt r Kotation 
th*»ilnphmenden Beobachter in veränderter <n->tjdt dar: andererseits 
werden aucli die Bedingungen des Prohlems dadurch [acti^ch ge- 
ändert, dass die Rotation die Anfangsgeschwindigkeit beeinflusst 

W. VoiOT. MecbmuiJt Zweite Aufl. 0 
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Wir denken uns die Erde als Kugel, nehmen die Botationsaze 
zur Z-Axe eines absolut festen A' rZ-Coonlinatensystemes und legen 
die A'- und i-Axe beliebig in die Ebene des Aequators. Eine Stelle 
der Oberfläche sei durch die geographische Breite ß und die 
geographische Länge X — letztere gegen die absolut feste X Z- 
Meridianebene gerechnet — gegeben. Rotirt die Erde, so wächst 
il gleichförmig mit der Zeit, es gilt also 



2n 

T 



i, 



worin SP, die Dauer eines Stemtages, gleicii 86164 (d.h. Secunden) ist 
An der durch ß, X gegebenen Stelle befinde sich der mit der 
Erde bewegte Beobachter; dieser beurtheilt die Erscheinung, wie sie 
sich in Bezug auf ein mit ihm fortschreitendes, relati? zur Erde 
ruhendes Coordinatensystem darstellt. Unsere Grundgleichungen 
sind aber flu: ein absolut festes Coordinatensystem aufgestellt, und dem- 
gemäss müssen wir von einem solchen ausgehen. Grösserer Allgemein- 
heit halber machen wir zunächst Uber das Gesetz der wirkenden Kräfte 

keine specielle Annahnu', 
sondern gdien von den 
allgemeinen Gruudformeln 
(47) aus. 

Kill erstes, relativ zur 
Erde ruhendes, rechtwinke- 
liges Coordinatensystem P, 
II. y sei gemäss Fig. 1 1 




folgen (lermaassen 



he- 



Flg. 11. 



stinmit. I>er Anfangspunkt 
hege in der Krtiobertliiche, 
die 7'-AxL' falle in die 
durch ihn ctmstruirte Nor- 
male auf der Z-Axe, die 
^-Axe sei parallel zur 
Z-Axe, die H-Axe liege 
normal zu beiden nach 



Osten hin. Dio diesen Axen parallel gerechneten roonliüaten mögen 
mit (>, Ii, a bezeichnet werden. Setzt man noch kurz 

Rcxi^ß » r, i^sin^ ^ 9, (49) 

wobei R den Erdradins bezeichnet, so gilt nach den gewöhnlichen 
Formeln fbr Coordinatentransformation das folgende System: 

s (r + o) cos il — 17 sin il 
y s»{r sin A -\- 1} cos « (« -h a), 



(49-) 
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oder 

r 4- p s= X cos A + V siü ). 

Diese Formeln gelten mhcIi (20) auch, wenn man an Stelle 

der Coordinaten j-, r + (», s ■\- n die ihnon parallt len Kratt- 

coniponenten A', Y, ^, /' //, -i' einsotzt Demgeraäss erhalten wir, 

indem wir für A, i', Z ihre Werthe aus den Bevvegimgsgleichungeu 
entnehmen, 



(50') 



Nun kommt nach (40 ) die Zeit in den Coordinaten x Und y 
in doppelter Weise vor, nämlich einmal durch ^ und tj, Kodaim durch 
l=:xt. Bezeichnen wir mit d die Diffemitiation wegen (i und f/, 
•0 ünden wir bei wiederholter Benutzung der Formeln (49 ) 

*" dC ^ didl ^ dl* * 

+ 11 — ^f\y- 

dl* dt ^ 

Setzt man dics^ W erthe in die RleiiLungen (50) ein, so kann 
man co> /. un(i mu /. unter dir Zt iclicn d 'öl zi«»hen und erhalt durch 
Vergleichung mit (49"), da r und s constant sind, 

H-»(--; + 2.^;;-«-,), ^-«f;. 

Die Factoren von m nind die Ck)mpoueQten der Beschleunigung 
nach den Äxen P, //, man erkennt hei ihrer Betrachtung, wie 
die zeitliche Bewegung der Axen auf diese Ausdrficke einwirkt Die 
Aie ^wird sich selbst parallel bleibend fortgeführt; diese Bewegung 
ksBBit in dem Werthe der Beschleunigung nicht znm Ausdruck. 
Die AxBD P und // drehen sich um die Z-Axe, und als Folge dieser 
Botation treten neben den (Ur ruhende Axen gültigen Gliedern 
^Q'.df und d'^fäf je zwei rcsp. mit x und x i)r(>i>ortionale Tenne 

6* 
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auf; x ist aber gleich dljätf d. h. gleich der Geschwindigkeit dieser 
Rotation. 

Schreiben vir die letzten Formeln in der Gestalt 
m-^J = P + 2«« 4f + + ^)» 

(51) 

so gestatten sie eine neue interessante Deutung. 

üm diese zu entwickeln , nehmen wir an, dass sich ein Beob' 
achter mit der Erde bewege, ohne von der Erdrotation Kenntniss 
20 haben. Derselbe wird dann die in § 5 entwickelten Grundsätze 
lur Ableitung der wirkenden Kräfte aus der Bewefriing eines Massen- 
Punktes so anwenden, als wenn das Axensystem l' H2 ruhte. Unsere 
Formeln zeigen, dass er dann, ausser auf die wirklichen Kräfte mit 
den Coniponenten 1* //, 2l, noch auf weitere, nur scheinbare scbliessen 
würde, die in (51) durch die mit » und mit proportionalen Glieder 
dargostt'llt sind. 

Vm (Ion Clinralvtcr dieser Kräfte nachzuweisen, fassen wir ihre 
Comi)oiieuten zusammen gemäss den Formeln 

P\U\^' giebt eine liesultante K\ wplrlie in der Ebene normal 
zur /^Axe liegt, normal zur Kichtung der gleichfalls auf dic^c Ebene 
projicirten Bewegung steht und die Grösse 2mx(i} besitzt, falls a> 
die Ge8chwiii(lii;kL'it dieser Bewegung ist; denn es gilt 

P% ir\ 2:" giebt eine Resultante iT, die gleichfalls in der Ebene 
normal zur J^Axe liegt, von der J^Aze hinweggerichtet ist und die 
Grösse mt^p besitzt, falls p den normalen Abstand des Punktes Ton 
der 2r-Aze bezeichnet; denn es gilt: 

•»^ = (r + ^»y + ,/', C08(ir,(,)-il±^, C0S(»,17) = ^. (öl'") 

Nun ist a])er vm die Lineargosch windigkeit l\ der Rotations- 
bewegung der Erde an der Stelle des Massenpunktes, also auch 
dessen factische Geschwindigkeit in dem Falle, dass er relativ zur 
Erde ruht; denn p ist der Badius des bescbrieheneu Kreises, deninacli 
auch der Krümmungsradius der Bahn. Somit ist mt^p mV^* /p 
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die Gentrifugalkraft des Mamenpnnktes in Folge der Rota- 
tionsbewegung der Erde; diese Träglieitswirkun^ von der S. 53 
allgemeia gesprocbeo ist, erscheint in unserem Falle, wie schon dort 
flgnalisirti als eine scheinbare Kraft. — 

Die noch ganz allgemeinen Diflferenüalgleichungen (51) wollen 
wir nnn aof den Fall anwenden, dass zu den wirklich auf den 
Vassenpunkt ausgeübten Kräften die Anziehung der Erde gehört 
Wir werden sp&ter zeigen, dass unter Annahme einer kugelförmigen 
Gestalt und einer in concentrischen Schichten homogenen Substanz 
diese Attraction nach dem Mittelpunkt der Erde hingerichtet ist 
and ausserhalb der Erde die Grösse 

besitzt, worin E die Entfernung vom Erdmittelpunkt, und somit 
mg, den Werth dieser Attraction an der Erdoberüäcbe bezeichnet 
Es gilt dabei 

£r = (r + + (* 4- ay + *A 

Wir wollen uns weiterhin auf den Fall beschränken, dass die 
bebandelte Bewegung sich in einem, Terglichen mit dem Erdradius, 
eehr kleinen Bereich abspielt SpecieU mag festgesetzt werden, 
dass p, ff, 19 neben r Temaeh^ssigt werden dürfen. In diesem Falle 
ist innerhalb des benutzten Bereiches sowohl die Attraction, als die 
Centrifugalkraft als constant anzusehen; erstere hat die Grösse mg^ 
ond die Richtung des Erdradius nach dem Anfangspunkt des 
itemes P, H, letztere die Grösse m»*r und die Richtung des 
Lothes auf die Z-Axe durch jenen Anfangspunkt, d. h. diejenige 
der P'Axe. Setzen wir diese Wertbe in die Gleichungen (51) ein 
und behalten die Bezeichnung H, ^ ftir die Kräfte anderen Ur« 
Sprunges bei, so erhalten wir bei Berücksichtigung der Beziehungen 
(49) das System 

m SS r — m C08 -f 2m X + mx* R cos ß, 

(52) 

m r '- ^ H — Zmx ,\ i m . _ = -1 — m 0, sin p. — 
de dt * df :r« r 

Wir wollen nun zunächst das Gleichgewicht des Massen- 
pnnktee relatiT zur ESrde untersuchen. Die Bedingung hierfür ist 
nach (31) das Terschwinden der Beschleunigungen bei verschwin- 
denden Geschwindigkeiten, d. h. das Formel systera 

-= m{g„ — X h*) cos ^i, , = ü, = m sin ß. {ö'S) 

l\ Jl , 2^, bezeichnen hierin die Componenten einer Kraft die 
aof den Punkt ausgeübt werden muss, um die aus Anziehung und 
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Botation resultirenden Kräflte zu zerstören. JT, ist Bomit entgegen- 
gesetzt gerichtet und gleich dem, was wir gewöhnlich als Schwer- 
kraft oder Gewicht des Massenpunktes hezeichnen, und es gilt 

JS; « = w y((^o- je'Ä)* cÖ8*> + 9:9111% (52") 

Das Gewiclit eines MasstMi pii iiktns auf der rotireuden 
Erde ist somit die Resultirendc aus der Attraction und aus 
der Cen tri 1 u i^alkraft der K otatiousbowegung der Erde. 

Was dii' Richtung der Krall /C (und somit der Schwerkraft) an- 
geht, so lii'^'t sie nach (52 ) in der Jl-E!)ene, d. h. in dem Meridian, 
und schliesst mit der i^-Axe eiucu Winkel / ein, gtjgebeu durch 

cos;^ = cos sin ^ = sin (53) 

Die südliche Ahweichnng »7 der Si hwerkraft aus dem 
Krdradius folgt hieraus gegeben durch 

sin * - sin (r - « ^ sin ß cos ß. (53 ) 

Die Richtung der Schwerkraft, nicht die des Badiusvector nach 
dem Erdmittelpunkt, bestimmen wir in Wirklichkeit als „Loth^, wenn 
wir mit einem Senkel arbeiten; hier ist die Spannung des Fadens die 
Eraft JT«, welche dem Gewicht des Massenpunktes das Gleichgewicht 
hält — 

Wir wollen nun gemäss Fig. 11 ein nenes Cktordinatensystem 
St H, Z einführen, dessen Z-Aze in die Richtung des Senkels ftllt 
— positiY nach unten gerichtet — , dessen B-Axe normal dazu nach 
Norden hin liegt, während die H-Axe die frühere Lage behält Dies 
System schliesst sich dann am ungezwungensten den Beobachtungen 
an, die über die Wirkung der Schwere auf der Erdoberfläche an- 
gestellt werden können. 

Bei Benutzung des oben definirten Winkels / gilt nunmehr: 

- (> = |8iu/ + ^coa/, - ff = - { cosjif + ^sinxi (53") 
und auch 

— { « psinjif — orcos;^, — C = pcos/ + irsin/. (5B'") 

Fasst man die Gh^ichungen (52) mit den aus (53 ") sich ertrebendeu 
geeigneten Factoren zusauinien, nennt die Compoiiciiten der ausser 
der Schwere norh zugelassenen KrUft<> nach den in nen Axen 
//, Z und berücksichtigt die Werthe (53), so erhält mau folgendes 
System 
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m ... ^ Ä — 2mx -—Binxt 

m ^H+2mx^aüux-h foos/), (54) 

m '^^t « Z + «ly — 2m « ^ cos jir. 

Dabei ist nach (52") 

g = YgY- 2x''gJico8'ft + Ä'^cos'/T (54 ) 

Auf dio.so Gleich tili •::''H werden wir spilter ziiriick,ü:reifcn. — 
Jotzt wenden wir uns dem specicllon Problem der freien Be- 
wegung eines Massenpnnktes zu. bei welchem andere Kräfte, al^* 
die Schwere, nicht in Betracht kommen. Hier ist das System (52) 
für die Integration am bef[iiemsteu ; wir halx'n darin l*=Of 11 = 0, 
» 0 zu setsen, und können es dann schreiben 

wobei ^cosar « — «*Ä)co8/J, g" sin x ^g^aiiß' 
Die dritte Formel liefert sogleich 

n = -lg"f + a(-\-a,: (55') 
aas den beiden ersten eliminiren wir t} und erhalten 

was befriedigt wird durch den Ansatz 

^s» + ^co8 2«l + ^nn2«l. (55') 

Setzt man diesen Werth in die erste Gleichung (55) ein, bo erhält 
man aus ihr sogleich 

2M{b,auk2iti - b,co92Kt) + c (55") 

Die a, a,f b, h,, 0 sind die sechs Integrationsconstanten der 
LSeang des Problemes; nach dem S. 79 Aber die Behandlung der 
Bewegnngsgleichung Gesagten ist unsere LOsung hiemach die all- 
gemeinste. 

Beginnt der Massenpnnkt seine Bewegung zur Zeit I » 0 an 
der Stelle ^»0, ijssQ, «tbO ohne Anfangsgeschwindigkeit relativ 
zur Erde, so bestinunen sich die Constanten derartig, dass resultirt 

P = -i^(l-oo82«<). i? = ^--^8in2x<. <r--iy'r. (56) 

Wir wollen nun berücksichtigen, dass bei dem von uns voraus- 
gesetzten Problem des freien Falles, wo es sich um Fallzeiten von 



Digitized by Go ^v,i'- 



88 



Mechanik materieller Punkte. 



einigen Secunden handelt, ^xt = AittlT wegen 7*= 80 104 sehr 
klein neben Eins ist, uii<i dasa die Uigonometrischun Functionen 
deuigemäsB entwickelt werden können. Bei Vernachlässigung von 
{^xty neben Eins folgt aus (56) höchst einlach 

Q^-i9i% n^+^^g^f a^-yC. (56) 

Da / und /' die beiden Componenten der paraUel der Z-Axe statt- 
findenden Beiclileunigung g sind, so ergiebt sich nach (53") 

{ = 0, n^iicg'f, ^^igf. (57) 

Die Werihe von g nnd g* eigeben sich ans (54 ) und (55). Der 
entere läset siob noch etwas Tereinfaohen, indem man berttcksichtigty 
dass der Ausdrock «"J?/^, in Wirklichkeit wegen R = 6|37 . 10% 
g BS 981 nur etwa 0,008 beträgt Verlangt man also keine Uber 
0|00001 hinausgebende Grenauigkeit, so kann man die in (54^) fta g 
angegebene Wnrzelgrösae nach Potenzen von ifRjg^ entwickeln und 
sieb im Besnltat auf das niedrigete Glied beschränken. 

Die Werthe Ton g nnd / lanten dann 

9 = 9, — X* Eco&* li, <j = - R) cos ß, (5 7 ') 

nnd nnsere £ndformeln (57) nehmen die Gestalt an 

1 = 0, 17 = J((7.-*«Ä)*<'co8/9, ^=|(^, -ie*J?cos'/J)f. (57") 

Da ij hiernach eine Grösse erster Ordnung ist, so kann man 
in dem Ausdruck für 7/ auch das (ilied /.weiter Ordnung, das von 
dem 2. Term in der Klammer herrührt, mit x*/»'co8*/9, oder, was 
auf duäselbü herauskommt, die gauze Klammer mit g Tertauschen. 
So resultirt schliesslich 

{«0, fi'^y^fcMßf C-ii^r, (57'") 

wobei der Werth von g durch die erste Formel (57') pre^eben ist 

Die im Vorstehenden erhaltenen Kesultate lassen sich folgender- 
maassen formuhren. 

1. Ein relativ zur Erde ruhender I^fassenpunkt erleidet eine 
scheinbare Kraft, welche dem gemeinhin als Schwerkraft bezeichneteu 
entspricht und die Resultirende ist aus der Attraction der Erde und 
der Centrifugalkraft der Dotation des Massenpuuktes mit der Erde. 
In Folge der kleinen Rotationsgeschwindigkeit ist diese Krait in hin- 
reichender Annäherung dargestellt durch den Ausdruck 

mg = m{gt — 9^ H oos' ß), 

welcber die Kraft der Attraction abzüglich der ihr parallelen Com* 
ponente der Gentrifogalkraft darstellt 
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2. Die Bichtung der Schwerkraft weicht von dem nach dem 
Erdmittelpunkt gerichteten Badias in sttdlicher fiichtnng nm einen 
Winkel ab^ dessen Werth in der gleichen Annäherang lautet: 

3. Zu der Schwerkraft tritt für den Fall der j^cwefzung des 
Mavst'iipunktes relativ zur Krdc oine weitere (scheiubare) Kraft, die 
sich dunh die Projection der relativen Bewegung auf die Aequa- 
torial('l)eiie derartig bestimmt, dass ihre Richtung in jcnor Ebene 
UD(1 normal zu jener Bewes^mg liegt, und ihre Grösse gleich 2m xoi 
ist, falls oj die Geschwindigkeit jener Bewj^üunsj ist 

4. Als Folge dieser luM'den Kräfte trirbon sich die in (57"') 
enthaltenen angenäherten (n'->('tze für den ht-ien Fall auf rotireuder 
Erde, dio sich von dem auf ruhender Erde geltenden insbesondere 
durch den jetzt von Null verscliiedenen Werth von // unterNc lieiden. 
Nach letzterem weicht ein frei fallender Massenpunkt auf der ganzen 
Erde in östlicher Richtung aus dem Loth ab und beschreibt dabei 
eine ( urve. deren Gleichung aus (57"') durch Elimination der Zeit 
io der Gestalt gefunden wird 

9^i?*«8»*^co8*/?. — 

Beobachtungen über die durch die Theorie gegebene östliche Ab- 
weichung, welche deren Resultat bestätigt und dadurch einen schönen 
Beweis für die Rotation der Erde erbracht haben, sind zuerst von 
ßExzEN«ERG 1803 im Michaelisthnrm in Hamburg, 1804 in einem 
Kohlenschacht bei Schlebusch angestellt (Bbnzekbekg* scher Fall- 
Tersnch) und 1881 unter noch günstigeren Umständen von Rbich 
im Dreibrttderschacht bei Freiberg wiederholt worden. — 

Eine weitere interessante Anwendung gestatten unsere ITormeln 
aof die Bestimmung der Ablenkung, welche eine abgefeuerte Ge<* 
schtttzkugel durch die Erdrotation scheinbar erleidet 

Iiaseen wir den Massenpunkt zur Zeit i — 0 vom Coordinaten- 
an&ng ausgehen, so gelten nach (55 ) bis (55 ") die Formeln 

a =^ — ^g" f + atj (> = — 6, (1 — cos 2x0 + «i» 2 ae<, 

2« 9 » / < — 2» (6i sin 2« I + ^«(1 — cos 2xi)), 

die bei Vernachlässigung der Glieder schon zweiter Ordnung in 
Bezug auf 2jrt tibergehen in 

,; = f-'-2i».ae<-2A,jr'<'. 



Digitized by Go .^i^^ 



90 



Mecbtnik iiuiteri«l]er Puakte. 



Filr das Goordinatensystem S, Hy 2 folgt hieraus nach (53'") 
I » — (2 6, X siüjif — o cos/) / — ^" cos/ — 2 X* siu/) 

^ = — (2 6,ÄC08/ + aünix)t + ^^(jr" sin;|f + 2 6, x'cos»/)/'. 

Sind die Componenten der Geschwindigkeit nach den Axen 
M, Hj Z zur Zeit / = 0 resp. gleich tf, so folgen fttr die Ck>n- 
stauten b„ die Werthe 

Berücksichtigt man noch die in (55) augcgubene Bedeutung von 
g und g"f so nehmen hiemach |, i/, C folgende Werthe au: 

^ * + (i^ - «v'cos^r)*". 

Die mit x pru])ortionaIen Glieder in | und ry geben die in erster 
Linie wesentlichen horizontalen Abweichungen in Folge der Erd* 
rotatton an. Innerhalb der hier benutzten Ann&herung darf in 
ihnen nach (53 ) / mit der geographischen Breite ß Tertauscht werden. 

Wir bemeiken, dass auf der nördlichen Halbkugel 0^ > 0) ein 
Sehnss nach Norden (|' > 0) östUch, einer nach Süden < 0) westUcfa, 
einer nach Osten (17' > 0) sttdlich, einer nach Westen (f/ < 0) nörd- 
lich abgelenkt wird. 

§ 9. Bedingte Bewegung; fMte oder bewegte ObefiliolMn und 
Corven; Beispiele; 0leiehgewlelitsbedingBngeii. 

Unter li(Mliii,txt(M' l^rwrmiiiii cint's Punktes verstellen wir eine solehc. 
die ausser dureli direct f,'euelieiie Kriiite noeli durch Gieichuu^'en tYir 
seine Coordinaten liestimiiit ist. Für nur einen Massenpunkt koniia<:'n 
in erster Tiinie die Fälle in Beti-acht. dass derselbe gezwungen 
ist, bei seiner Tiewegwni; auf einer festen oder bewegton 
stetig gekrUniinten Obcrfliieliu oder Curve zu bleiben. An- 
dere Fälle wenien wir gelegentlich der Behandlung der Central- 
krät'tc besprechen. 

Wenn in Folge der gegebenen Bedingungen der Mas iipunkt 
sich anders bewegt, als die direct g«*irebeneii Kräfte verlaiiuen, so 
müssen wir daraus hchlies<cn, dass mit den Bedingungen <lie Wirk- 
samkeit noch anderer Krälte (Ueactiun^kräite der Bedingungen) an- 
genommen und eingeführt ist, deren Gesetze aus ihren in diesen 
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Bedingungen ausgedruckten Wirkungen indirect gefunden werden 
nflssen. Denn jede Ursache der Aendemng einer Bewegung ist 
nach unserer Vorstellung eine Krait 

Nach diesem Prineip verfahren wir in den folgenden einfiichen, 
vie auch in allen complicirten Fällen. 

1. Sei ein ICassenpunkt t» ge/wungen, auf einer festen Ober- 
fläche zu bleiben, so kann das nach unserer Vorstellung nur dadurch 
erreicht werden, dass die Oberfl&che eine Kraft K* auf ihn austtbt» 
die in jedem Augenblick genügt» die ihn hinwegtreibenden Erftfte auf- 
zuheben, die der Besultante Ton jenen also entgegengesetzt gerichtet 
und gleich sein muss. 

Wir nennen die Kraft K\ indem wir sie y<m der Fläche auf 
den Maaaenpunkt ausgeübt denken, die Reactionskraft der Ober- 
.fläche, die von ihr aufgehobene entgegengesetzt gerichtete Kraft 
aber den Druck des Massenpunktes gegen die Oberfl&che, 
«eil Ate die Gewalt angiebt, mit welcher der Punkt die Oberfläche 
xn durchbrechen strebt 

Seien die Oomponenten Ton K' gleich X\ F, Z', die Oompo- 
nenten der vollständig gegebenen Kräfte aber X„ Tj^ Z„ so werden 
wir die Bewegungsgleichungen in der Form ansetzen: 

und müssen A", Z' so bestimmen, dass die Coordinaten ar, y, » 
zn jeder Zeit der Gleichung der Oberfläche, weiche in der Form 

(p{x,y,z) = 0 

gegeben sein mag, genügen. 

Die nähere Ueberlegung zeigt aber, dass in di. ser Form die 
Aufgabe noch nicht bestimmt ist; denn die Anzahl (k>r Gleichungen 
beträgt vier, die Anzalil der Unbekannten aber sechs, nUmlicli x, y, 
:^ A", Z'. Das Gleiche giebt auch eitie einfache physikalische 
Betrachtung; denn zerlegen wir die Kraft A" an der Stelle, wo der 
MaHsenpunkt sich befindet, in eine Componente normal und eine 
tan<;ential zur Oberfläche, so kann die letztere an der betrachteten 
Stelle keine Bewegung aus der Oberfläche heraus veranlassen 
und also auch keine verhindern. Diese Componente bleibt daher 
durch die bisherifrf*!! Festsetzungen unberührt. Wir wollen deshalb 
/u ilirien noch die specielle Annahme hinzufügen, dass eine 
tangentiale Einwirkung seitens der festen Oberflriche auf 
"1- Ti Massenpunkt überhaupt nicht ausgeübt wird; in diesem 
i^aiie bezeichnen wir die Oberfläche als reibungslos. 
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Nehmen wir sonach die Einwirknng der Oberfl&che normal 
gegen das Flächenelement, auf welchem sich der Massenpnnki be- 
findet, gerichtet an und Tertauschen demgemSss K' mit der Bezeich- 
nnng iV^ die Componenten X mit iVco6(iV,2) u. s. £, so haben wir 
als Bewegnngsgleichnngen die folgenden: 

I» ^* = -22^ + .Yco8(A , x), (f (x,y, = 0; 

den vier Unbekannten os, x, jV entsprechen vier Gleichungen — 
das Problem ist also jetzt yollkommen bestimmt. 

Bei dieser Darsteilungsweise ist» gemftss dem S. 14 allgemein 
Bemerkten, N als absolute OrOsse betrachtet. Meistens ist es 
indessen Yortheilhafter, der Normalen n »nf der Oberfläche einen. 
Richtungssinn beizulegen und iV als die Componente der Beaetiona- 
kraft A" der Fläche nach der Sichtung tou n aufzulassen. Dann ist 
N positiv, wenn iT mit + negatir, wenn K' mit — n parallel ist 
Hier wird man dann statt des obigen Sjstemes das folgende be- 
nutzen: 

»« = — A'fc + A cos m ^ « -2* l'j^ + A'cos (n, y), 

(58) 



m 



ESne solche Betrachtungsweise entspricht duichaus den Formeln 
der analytischen Geometrie. Denn die durch 9- (x, «) ^ 0 gegebene 
Fläche scheidet ein Bereich, för welche« ^{r, z)<0 kt, Ton 
einem, wo 7 (x, x) > 0 gilt; sie besitzt also nach dieser Darstellung 
eine positive und eine negatiTe Seite, und die Formeln für die 
Richtuugscosinus ihrer Konnalen *i 

wobei (58^ 

ist, ertheilendem jeniirt'n Richtuu^^sinn Jas poeitiTe Vorzeichen, der von 
der negatiTeu Sfite [<f <0) der OberH-lche zur p<.w'tivon 7 >0) fährt. 

BenuUt c&an die vorstehenden Werthe r Kkhtungscosniiia 
von n, 80 nehmen die Gieichunjcea (,5S) die Gestalt an 
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wihiend maa aus der Bedingimg fp(x, yjz) = 0 durch Differentiation 
Dach I erhiüt 

dqi dz d<jp dy dq> d% j_ ^ 
1% d^i ^ d~y Tt ^ dx dl ~ 

Dass eme normal zur Oberfläche wirkende Reactionskraft auf 
die Bewegung in der Oberfläche keinen Eindmck hat» ist flbhgeDs 
schon durch den ersten der S. 52 ausgesprochenen allgemeinen Sätze 

bewiesen, welcher aussagte^ dass die Beschleunigungscomponeute nach 
der Bahn moitipUcirt mit der Masse dc^^ I m wegten Punktes der 
Taagentialcomponente der wirkenden Kraft gleich ist Die angenom- 
mene Reaction der Bahn liefert eine solche Componente nicht, sie 
iafluirt also auch nicht auf die Grösse der Geschwindigkeit. 

Die beiden anderen Sätze von S. 52 nehmen unter Rücksicht 
auf die Componenten der Reaction nach der Haopt- und Binonnale 
der Bahn leicht angebbare Formen an; sie gewinnen besonderes 
Interesse in dem speciellen Falle, dass äussere Kräfte fehlen, der 
Massenpunkt also mit einer Anfangsgeschwindigkeit auf der Ober- 
fläche sich selbst überlassen ist Denn da die Componente nach der 
Binormale der Bahn verschwinden muss, die einzig wirkende Kraft 
aber normal zur Oberfläche liegt, so muss die Hauptnormale der 
Bahucarre überall mit der Normaleii der Oberfläche zuF?ammen- 
iallen; — d. h., die Hahn muss auf der Oberfläche eine sogenaniito 
geodätisclie Linie bilden. Die Grösse der Reaction, und demgemäss 
der Druck des Masseujmnktes gegen die Oberfläche ist dabei identisch 
mit d»'r Centrifugalkraft des Punktes; die Grösse seiner Geschwindig- 
keit ist hiff nnch dem ersten Satze constant. 

Während inj Vorstehenden angenommen wui'de, dass der Massen- 
punkt volhtändig au die OberHäche gebunden ist, wird ihm in 
Wirklichkeit meist die Auswt ii Inmg nur nach einer Seite behindert, 
nach der anderen aber gestattet sein. Dies drückt sich in unserer 
Auffassung so aus, dass die Reactionskraft der Oberfläche ihre 
Riciitiing nicht «M i lisehi. sondern nur nach der einen Seite der 
Ubertlärhe hin ssirkeu kann. In unseren Formeln (58) ist aber 
nai h dem oben Gesagten N als die Conij)onente der Reactionskralt 
na' Ii der Richtunpr der Normalen ;/ aufzufassen, und die Annahme 
u>u:!t;»nter h'ichtuug der Reaction wird deshalb hier identisch mit 
der unv' r iu lerlichen Vorzeichens von A'. Je nachdem also der 
MassenpLuiki auf die Seite, wo [x, y, z) > 0, oder wo c/ (r, v. ^) < 0 
ist frei ausweichen kann, wird N dauernd negativ oder positiv snin 
uiu&acu, und die (ileichnngen (jb) hören sogleich auf anwendbar zu 
sein, sowie durch Nnll bindurcligehend, sich |)<»sitiven, resp. nega- 
tiven Wertbeu zuwendet; von diesem Moment au sind sie mit den 
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für einen freien Punkt geltenden zu vertiiuschen, d. h., es ist N so 
lange gleich Null zu setzen, bis der Masscnpunkt im Laufe der 
nach diesem Gesetz stattfindenden Bewegung die Oberfläche nach 
der anderen Seite hin durchbrechen würde. In diesem Moment 
würde die Reactionskraft der Obertiäche, und zwar der Regel nach 
als eino den Punkt zarückschleuderuden iStosskrafi, wieder in 
Action treten. — 

Man erweitert die vorstehenden Gleichungen leicht auf den 
Fall, dass die Obertiäche sich selbst mit der Zeit irgendwie bewegt. 
Zerlegt man ihre Geschwindigkeit an der Stelle, wo sich der Massen- 
punkt belindet, in eine Comjtonente normal, eine parallel zur Ober- 
tiäche, so kann diese letztere bei fehlender Reibung auf die Bewegung 
des Massenpunktes nicht einwirken, die erstere giebt einen parallelen 
Zuwachs zu derjenigen Kraft. <lie bei ruhender Obertiäche wirken 
wrir lo; die Richtung der Heaction wird also iu Kolge hiervon nicht 
geändert, und es bleiben auch die Gleichungen (58) gültig, mit der 
einzigen Ausnahme, dass die Gleichung der Uberfiärhe jetzt die 
Zeit enthält. Die C08(n, x), cosf»», //}, co5?(n, r) bestimmen sich dabei 
durch (58 ) ganz ebenso, als wenn / ein constanter rarauieter wäre. 

Es mag hervorgehoben werden, dass, wenn die Oliertläche sich 
bewegt, die Richtung der Geschwindigkeit des Massenpunktes natür- 
lich nicht in die Tangentialebene an der Obertiäche an seinem 
augenblicklichen Ort fallen kann. In der That wenn die Gleichung 
der Oberflache in der Gestalt (f {t, v. z, i) =: 0 gegeben ist, so liefert 
sie durch Differentiation nach der Zeit 

Jx dt ^ dp dt d» dt ^ dt " 

Dividirt iiiaii diese Gleichung durch r("i(y), wo 0{(f ) die in (58') 
auftretende Function und V die Geschwindigkeit des Masseupunktes 
bezeichnet, so ergiebt sich 

o<»(«.r)-- 

was die gemachte Bemerkong bestätigt und zugleich qnantitatiT 

ergänzt. 

Die Torstehenden Entwickelaogen gestatten noch andere inter- 
essante Erw« itcrungen. Soll die rahende Obertiäche (f {XfyjZ)— O 
den geomefrisi lien Ott des Massenpuliktes zu jeder Zeit bilden, 
so unterliegt seine Bewegung nach dem Obigen der Bedingung 

dj p dx d <p djf . d (f dx _^ ^ 
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wdßhe seine G^esehwindigkeit an die Bichtangen senkrecht zur 
Konaalen n bindet Eine fthnlicbe, nur allgemeinere Bedeutung 
beutet die Bedingung 

in der A, ß, C beliebige Functionen der Ooordinateu und auch der 

Zeit bezeichnen. 

Botraclitet mau nämlich A, /?, r' als Componenten eiüoq Vectors 
cit r hiernaf'li zn i<Hl»T Zeit für jede Stelle vorj»o^( l)ri«'l)eu ist, so 
liiulet diese liedmgung den Massenpunkt in jt-dem Moment an ein 
zu /i* normales Flächenelement Der Fntrrschied gegen die voricre 
Bedingung liegt nur darin, dass die neue sich nicht durch Inte- 
gration auf dip Form (f {x,y, ^) = 0 zurücktidireu lässt. 

Es ist klar, dass auch eine solche Bedingung, die über die 
Bewegung in den betreÜ'euden Klächenelementen nichts vorschreibt, 
eine jeden Moment nonnal zu diesen Flächeuelementen wirkende 
Reaclion voraussetzt, dass also die ßewegungsglcichungen (58) hier 
die Form annehmen müssen 

(58n 

V steUt darin die Oomponente der Beaction nach der Bichtung des 
Fectors R dar. 

Ein ganz anabger Uebergang ist möglich Ton der Bedingung 
^{Xf z, i^y die mit der Formel 

d qp d x . d <f d y d gi d x d (f ^ 
"ax Ti **" öy dt » 'dt^Tt^ 

äquivalent ist, zu der allgemeineren Bedingung 

in der .1, U, C, D beliebige Functionen der Coordinaten und der 
Zeit bezeichnen. — 

2. Ist der Massen]»unkt gezwungen, auf einer festen Curve zu 
fdeiben, so wcnh-n wir, w<Mjn wir wiederum die Wirkung der Reihung 
siisschliesseu, ihren Eintluss durch v'me nonnal zum (Uirvem It nient 
gerichtete Kraft zu erklären haben. Bei einer ("urve sind aber an 
jeder SteHe unendlich viel Nonnalen möglich, und es ist daher in 
ousereui alle nicht nur die Grüss>e der Heactionskralt, sondern 
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auch ihre Richtung in der Normalebene unbekannt Beide Grössen 
drücken sicli symmetrisch durch die Werthe der Componenten der 
Kralt nach zwei beliebig in der Normalebene gelegenen Richtungen 

aus. Für diese Richttnigen bieten sich üiiri gemäss der Sitte, dass 
in der analytischen Geometrie eine Raiiiucurve als die Schnittlinie 
zweier Oberflächen bestimmt wird, natiirgemüss die Riclituiigen der 
Normalen im Curvent-lemeut auf diesen beiden OberHächen dar, 
welche, wie die Anscliauung zeicrt, in der Normalenebene dessellien 
liegen. Wir bezeichnen die beiden in einem bestimmten Sinn jxisitiv 
gerechneten Richtungen mit n und n", die ihnen parallelen Compo- 
nenten der Reaction mit A" und N" und haben deshalb f^ir die 
Bewegung eines an eine feste Curve mit den Gleichungen y'(x,y,x) = 0 
und ^ (x,^,^) s 0 gebundenen Punktes die folgenden Bedingungen: 

m^^2X^-\- IT cos« u) + N" cos («", x) , 

m 1^ « ^ + coe (»', y) + iV" cos (n", y) , (59) 

m ^2Z^^ ireos{n\ t) + iV"coB(«", »), 

tp {x, y, x) « 0, if {x, y, *) = 0, 

fltaf Gleichungen mit den fünf Unbekannten x, y, i, A , .V. 

Die itizteren Gieichungeu spcciaiisii't nian für ebene Cur^en, 
indem man als die eine Obertläche ilie A'i-Eb«>nc wählt, als die zweite 
den geraden ( ylmder über der gegebenen liahncurve. Dann ist 

C03 (n'r x) Oy OOS (a, y) » 0, cos (»' 

nnd es tritt an Stelle Ton ff'[jr,y, x)—(^ und (f " {x^y, i) =: 0 

*«0, y;{x,y)^i). 

Vertauscht man noch* IT' und n' mit N und n, so werden die 

Oleichongen (59) jetzt Unten: 

in — « + iVcos(isx), 

j, (60) 
«• = - + iVco8(«,y), 

%"{•'•.!/) = 0; 

die dritte ^Z,, 4-A '=0 gitbt nichts für das Bewegungsproblem. 
Bechnet man die Richtung des Bahnelementes « gogen ^ wie Y 
gegen so ist 

cos (/♦, j) a» cos (>•. u) — dy äs, CO» //, j/) = — COS x) = — dx^d*. 
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und man kann das System (60) anch schreiben: 

m -Ti- =a ^ Ajl + A -y- , 



dW ~ ^ '* ~ rf7 



m-rs- = Ifc — Af^» 



Die Verallgemeiueruug der Gleichungen (59) auf bewegte feste 
Curveu geschieht ebenso, wie für die Oberflächen; auch gestatten 
die 8. 95 angestellten Betmchtungen in leicht erkennbarer Weise 

die F»'lH>rtraf?nrig auf den vorlieponden Fall. — 

Für die Bewegung; längs fester Curveii gewinnen die S. 52 aus- 
ge^prnrhpnon allgemeinen Sätze eine besondere Bedeutung; um sie 
aul diesen Fall anzuwenden, müsscTi wir, ebenso wie die gegebenen 
Knirt«', ancli die Keac t i onskraft nach den Richtuugen der Tangente, 
(Irl Haupt- und der Binormale der Bahneurve zerlegen; die erste 
in ser tomponenteu ist Null, die letzteren mögen iV/ und iV," ge- 
nannt werden. 

Man kann die Sätze demgemäss folgeudennaassen aussprechen: 

1. I>ie Tangentialcomponeutc tler gegebeneu Kräfte ist gleich 
(lern Product aus Masse und Babubeschleunigung des bewegten 
Puüktes, 

P= MdVldi. 

2. Die Beactionsoomponente parallel derHanptnormale ist gleich 
der Centrifugalkrafty Termindert um die bezügliche (Komponente der 
gegebenen Erikfte» 

sind die gegebenen Kräfte von der Gk'schwindigkeit unabhängig, so lässt 
«ich — A' als der negati?e Gleichgewichtsdruck des Massenpunktes 
;jfgen die Bahn bezeichnen, q ist positiv oder negativ zn zählen, je 
nachdem die Richtung, in welcher die Hauptnormale positiv gerechnet 
wird, nach der coneaTen oder der couTexen Seite der Gurre hinweist 
B. Die Beactionscomponente parallel der Binormale ist entgegen- 
gesetzt gleich der bezüglichen Componente der gegebenen Kräfte, 

Wirken keine gegebenen Kräfte, so nehmen diese Sätze entsprechend 
einfachere Formen an, die wir nicht auszusprechen brauchen. 

Bei ebenen Curven liegt die Hauptnonnale fiberall in deren 
Ebene, es kommen daher hier die ersten beiden Sätze im Wesent- 
licbeo allein in Betracht 

W. VoiüT, Mtdianik. Zw«ita AoS. 7 
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I. Wir f-r'r.iL.'ie'.a als erstes B^i^piel die Brweguns eines 
Mjk^f'T :ir u' ;^:r> auf einer in "iner rerticilvii Ebene liegen« 
V :irTe snier der Wirkuns der Schwere. 

S-.: d:r V-Aie p'>!>iliT nach unten, die .V-Aie nach link> ge- 
rrv*!^~ri nr i öie Mass^ des Puiiktes nut m Ueieiciiaei. däum laaten 

M:£lt:plidn wauk dk cm« G^icbnng mit ri; so erlAlt man 

dzKh I=.tecntioii: 

•^-i »e-n ru^r. o<:e Tute2Tät:^ :l^<.••:.^^ÄI::e uurvL die .^^L^iLme l>e- 
>ii::lji.i. djiäs in der Tiefe die Lrescii'»"ii.d-jtT.i r= r. iia: 

Diese Fofmel spricht &m Satt ass, 4aK beliebige Hassen - 
pnakte, die ihre Bevegancen nnter der Wirkung der 
Scbvere in gleichen Haben mit gleich grossen, aber be* 
liebig gerichteten treschvindigkeiten beginnen nnd anf 
gans beliebigen, stetig gekrftmmten Bahnen verlanfen, 
weiterhin in jedem Zeitpnnkt Oeschvindigkeiten besitzen» 
die aUein Toa der gleichzeitig erreichtf^n HShe abhängen, 
gleiche Höhen also stets mit den gle:chen Geschvindig- 
keitea passiren. IKe OeschviriÜckeiten nehmen mit «ncfaaender 
Hc>he ab nnd verschwindt n Jfasmpnzikte, wdche die Höhe 

emficbf^su Hitr kchi>r. die Massier pur Vtv i^L AT.sffBkemen un; er- 

reu^ht n sie K i dt-r "»i .v. ri-Vi Bi wecu:.;: »i r K^ Lt %' sai einer änderten 
ih der R.shn i.vX-V.mÄ':rv <o f.i.dt i Ovin Gi. .;h*> ^lÄtL. und es ent- 
^ivkrlt >u h t iiH^ pr n xiisch«' i>£tfilUt>ofi swi^chen den beiden Null* 
sU'l a u a i T l T es oh V . .i . k r . 1. 

l\i die »'.V A;jvCÄri;:v.-ar;V.T r.^ rie:...-, t r^tr ^t .t uhnnc ,61) nach 
9T siu h !ur Be-ftrcr.Tio ri .-^^if fw:? y. r&r.i:.. j r- n i urven, nach S. 93 
für v.^l.hr sv.f tefi^ n i^i.i ::•;>. *;tr. . v.r.-a i.a.i S. 52 auch fnr frvie 
Ma>s« npuiikie c.lu sii 4^'>u^t'^ der vc>r^i* ra i.de S*u die Anwendimg 
Auc^i :uil iiievt\ 

>i>t;t WÄV. »i< .1 rrlhs r» t rti. f^-r V' ein, so eigiebt 

jiu-h AUS der sf^i iUn v.iaui.«nf »^1 ^ 



, - (öl ') 
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and hierdorch ist, sowie die Bahn gegeben ist, N Tollkommen fttr 
jede Stelle bestimmt 

Dabei bedeutet positiTes Voraeicben, dass N in der als positiv 
eingefUkrten Richtung der Nonnalen, negatiTes, dass es in entgegen« 
gesetzter Richtong wirkt 

N Tencbwindet wenn 

ist; wechselt es zugleich das Vorzeichen, so kehrt sich die Richtung 
des Druckes um, und der Massenpunkt verllsst die Bahn, fidls sie 
nur nach einer Seite hin das Ausweichen verhindert 

Ist die Bahn ein Kreis mit dem Coordinatenanfang als Mittel- 
punkt^ und wird n nach aussen positiT gerechnet so ist o gleich dem 
Kreisradius R, f cos » + also wird 

Ist V «gleich Null, also tj die Tiefe untor dem Kreismittelpunkt, 
in weklicr der Massenpunkt umkehren würde, so wechselt sein Vor- 
zeichen in einer Tinte v,, die dem einfachen Gesetz = j!fo Iblgt. 
Hierbei ist zu heiiitiken, dass dieser Werth y, nur dann vom Punkte 
wirklich erreicht wird, wenn v < 0 ist, die Bewegung -^ieh also über 
mehr als den Halbkreis ersireckt. Läuft also der Ma-^ i npunkt auf 
der Innenseite einer ki - i torniigen Kinne und erhebt ei sich über 
da."» Niveau den Mitt( 1| uuktes, so verlässt er diese Kinne in der 
Höhe /y, = f .Vo', ebenso, wenn er auf der äiis n. n Seite, bei = 
mit der Geschwindijjkeit Null becnnnend. von oIhmi liera)iläuft. 

Um die /weite Integration auszuführen, schreiben wir Gleichung 
(61) in Kücksicht auf 

--('::)'=(':^)'(>+(^';r; 

in der ^orm: 



oder 




Das linksstehende Integral ist ausführbar, sowie die Curve ge- 
geben ist, auf der die Bewegung stattfindet. Das doppelte Vorzeiebeu 
rührt dATon her, dass dieselbe Curve in entgegengesetzten fiichtuugeu 

7* 
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liHt Mechanik materieller Paukt«. 

darcblaufoi werden kann; es bestimmt aksh durch den Anfangs- 
instand und Ueibt dieser Bestimmnng gemta nnvefftoderty bis eine 
Nnllstelle ftr die Qescfawindii^eit erreicht ist; hier geht die Wnrzel- 
grösse dnrch Nnll nnd wechselt dabei ihr Zeichen. ^ 

Nehmen wir ab Bahn nn&chst eine Gerade dnrch den Coordi- 
natenanfiuig, die um den Winkel tt gegen die X-Axe abwSrts genügt 
ist. und rechnen wir 9 um oben nach nnten, also « von nnten 
nach oben, so katen die Formehi (61): 

Ml mg äin .\ = m g cos a. 

Die Bewegung ist also gleiehü^nnig beschknnigt, wie beim senk- 
rechten Wnrf: aber statt der ganzen Beadileimigiing g wirkt nnr 
die Compooente ysinir nach der Bahnrichtong. Es folgt: 

war j'.r ; = sov\\lil c«. ab ^^Irich so erh.jaicii wir den 

t'iuucturu -Fall-' aiii uer schieren Eb^ne, und es gilt: 

r«>^fsinw« «^l^fän«, r*^2$s9akm, 

Hejerohiu': ^an^e L.laiv der schierea Hbeae, so ist ihre 

Hc»ae H =^ ^ixntci die Itute Formel g:ieb( »läot 

d;tö het$^ 10. i'eber^ia>ii m m b n.f mil dem alL^eesteinfa SüU 61^ 1 die 
Fud^e^^chvindijektfit für alle schiefen Ebenen £l-»tcher Höhe 
Ut ^tetch. 

Bewtcka«! ^em^t T cuu« FaC^eit ftcer «o giec< die 
«weite Fortttel; 

<itt ^is,. der *icj. ^«axetnäch. m dün^c: alle Sehnen c>iiies 
ILre^<e*. die ia t:e:«öi c t^r im. ri ) 1 F i-jk*.* ^«»««Ibon 
5'*'>An»<atite::';a. *f ri^ i .1 de- tle: *.iea i-ii d irj z fillea. 
l^e^ 'S'^:': er»cü±ca dixfiMl;«.. däi iiaa. zrsuiti TmJ: &Äer dctt 
>er-«:Jilett L 'ir':r? ij-:^r x^erUT^S wirL — 

V^ia F^mei i.L auitcaea wir <iuu jLi'vva-tnn^ anf <i» Be^ 
«««L'Xi,jL sulf -iiaer *'j .'1 le: Oltiica Litt Iiiutec w«aa T". = ri |^ 



. ij j - ^ ^ 
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Hierbei ist die Wurzel im Zähler der reciproke f'osinus des 
Winkels ß zwi<ichen ds und der T-Axe. Betrachten wir nun die 
Cycloide als durch das Rollen eines Kreises vom Rarlin^ U unter- 
halb der horizontalen A'-Axe entstanden, und ist p in i* ig. 12 der 
die Curve inarkireTide Punkt, so steht das Curveuelement ia p normal 
zn Her Sehne nach der Beriilirun^s- 

stelle p>i und fällt in die Richtung I 
der Sehne pr\ der \\'inkel ß ist also 
idpiitisc'h mit flem in der Figur bei p 
and bei r mit pi bezeichneten, und dem- 
gemäss gilt: 

woraus folgt: 



Sonach wird die Gleichung (62 ): 



- y 

2Ä 



a 




Fi;. 18. 



und y bleibt immer zwischen y„ and 2R Setzt man hier: 



2ii + 



l 




also dy^dii, 
so erbalt man: 

— . =1/ arcsin „ „ - — I — ± ' , 

oder nach Wiedereinfabrung von yi 

, /R . (2u - 2/? - »/.\ , , 

Beginnt die Bewegung zur Zeit 1^0 auf der Höhe y^t so ist 
ftr den ersten Theil der Bewegung das poHitive Zeichen zu wählen, 
zugleich bestimmt sich die Constante C,^ — {i!2)\ Rlg, und wir 
haben: 



Da die Geschwindigkeiten eines schweren Massenpunktt^s in 
fdeiehen Höhen selbst gleich sind, so werden auf Curren, die in 
Beng anf die tiefte Stelle symmetrische Gestalt haben, symmetrisch 
hegende Theile in jeder Bichtung in gleichen Zeiten durchlaufen; 
insbesondere ist die Zeit, die gebraucht wird, um von der grössten 
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HöIh' die ti<'tste Stelle zu erreichen, gleich der zum Wiederaufsteigeu 

zu jener H()bp » rforderlichen. 

Hiernach er;4iebt sich leicht die Dauer T einer so^'enannteii ein- 
fachen Schwin'jMnjr, d. h. des Laufes von y=}h nächsten 
y^y,t ftlr die (Jycioide 

T^2nyB;g, (62") 

also unabhängig von der Ausgangsstelle oder von der 

S c h w i n u n *i s w e i t p . 

Durch eine einfa In L^'cometrische Betrachtung,' kann man /ei;-'«"n. 
dasK der Krüniniungsradius n der Oyeloide in ihrem tiefsten Punkte 
gh irli (lern vierfachen Kadius des erzeugenden Kreises ist. Han 
erhält ^^o auch: 

T= 71^0 Ig. (62") 

Diese Formel giebt zugleich die Schwingungsdaner eines Massen- 
punktes auf einer Kreislinie vom Radius p oder die eines Faden- 
pendels von der Länge q bei unendlich kleiner Amplitude; denn 
auf unendlirh kleinem Bogen fällt der Krimimungskreis mit der 
Cycloide zusanimeu. Auf die Bestimmung der Schwingungsdaner 
eines Fadenpeudel«? bei endlicher Am]>1itn(h' jzrbeii wir später ein. 

2. Alf Beisj)iel für die Bewegung auf emer ruhenden Ober- 
fläche nehmen wir das sphärisclie Pendel vor, d. h. die kleinen 
Schwingungen eines srhweren Punktes in einer festen Kngelfläche. 

Legen wir die Z-Axe positiv nach unten, den Nullpunkt in das 
Kugelcentrum, die Normale // nach aussen und bezeichnen den Kadius 
der Kugel mit Lf so lauten die Gleichungen (5b) in unserem Falle: 

„|»-.-^.V, (68) 

r - -f //' + x\ 

Eine erste iutegrable Combination dieser Gleichungen liefert 
hier, wie beim vorigen Problem, der Satz über die Bahnbeschleu- 
nigung, der nach S. 9Ö sogleich zu dem Litegrale führt: 

(63') 

Eine zweite von N freie Combination erhalten wir, indem wir 
die erste Gleichnng (63) mit —y, die zweite mit x multipUciren und 
beide addiren; dann folgt: 
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§9. Theorie des ephärischea Pendels. 103 
also nach der Integration: 

Die Formeln (63 ) und (63") sind die zwei ersten Integrale 
des Probiemesy die mit 

+ + « i'* 

zusammen den Ort des Punktes als Function der Zeit bestimmen. 
Wir genügen der letzten Gleichung identisch und reduciren dadurch 
die Anzahl der Unbekannten von drei auf zwei, indem wir Polar- 
coordinaten einftlhren und setzen: 

X = Lsin tZ-cos^, » Lsin ^sin^, ^ = Lco8i9-. (63 ") 

Hierin entspricht & dem Gomplement der geographischen Breite, ^ der 
gegen die JTZ-Ebene gerechneten geographischen Dtnge; letztere ist 
positiT gezahlt in der Richtung Ton Ost über Süd nach West 
Es folgt: 

-l(cos.^cos9p-^^ -sini^siny^^-), 
-^^ s L ( COS ^ Sin 9: ^ + sini^-cosy -j^l, 
» — L sin 1^ 



Das Einsetzen dieser Ausdrücke in die beiden ersten Integrale liefert: 



U sin* & -Z = C\\ 

Nun Wullen wir die ersten Inteprationsconstanten C\ und C\' 
bestiuuuen, indem wir festsetzen, dass zur Zeit t = 0 



<f =0, = 0, 



dt ' fii 



= OJ 



ist, d h. also, dass das sphärische Pendel in der A' Z-Ebene in der 
Anfsngsamplitude mit der horizontalen Geschwindigkeit Ltosin^« 
sich selbst überlassen wird. Hiemach wird gelten: 

L n ''J )' + «in" & ( ''/^ j - sin' . iA « 2g (cos - cos t%), 
' ^ ^ J (64') 

sin't?" « 61 sin' 
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Elimitiirt man mittelst der letzten Gleichung d^jdi ans der ersten, 
80 nimmt diese die Form an: 



( 



^ -J + (ü (sin — sm li) ^1^,^ (cos </• — cos i/J, 



oder auch 

dt) ^ — y ~ ( ZT * ^"^ **" '^•^ )• ^ 

])u:<i' Vovmo} zeicrt, dass d&'dt bei einer und derselhen Be- 
wt'guu^^ mir von dt-r Amplitude i't aMi-uiirt und .-inf drei Weisen ver- 
schwindet; erstens i^t>mäss den Anfangsbedinguni'i ii tiir i'/ = i'/^ aber 
ausserdem auch tili* die beiden Wurzeln der Gleichung 

( l - OOS' //) ^ to* an* (cos »9^ + cos ^,), (64 ) 

die wir mit t^, und <t^« beieichnen wollen. Daher schreibt sich also; 



9q 



Nimmt man iu (64"') cu'L 2^ als eine neben 1 kleine Grösse 
an, so erkennt man, dass die eine Wurzel cosiT-, für cos i9- nahe 
bei + 1, die andere cost^, nahe bei — 1 liegt, und zwar die erstere 
kleiner als + die letztere kleiner als ~1 ist; es entspricht also 
nur ersterer ein reeller Werth von und wir erhalten das Resultat, 
dass» weil {dt^jdty positir sein muss» & stets swischen den zwei 
Grenzwerthen &t und hin und her osdUiien muss. Da «9-, keinen 
reellen Winkel darstellt, wollen wir cos«'^, s — c setzen. 

Wir erhalten nunmehr aus (64 1: 

. - ^ , (66) 

also den Za»ammenhang zwischen & und t durch ein elliptisches 
Integral gegeben. Ersetzt man hierin dt genülss der zweiten For- 
mel (64 ' d ifch seinen Werth sin* &d(f ft>sin'i9«, so bestimmt sich 
auch der Zusammenhang zwischen i?' und tfi es ergiebt »ich: 

I «iu ^^ \ (i-tvjs — ciM 9^) IVO»» Cf, — ro* 9i (coi* + c| 

worin nach ^64 } auch '.6ä"; 

1'' L «41. *u» ^1 •■ A. 

SIUlT^ = — - ' - _ ist 



D&s Vorzeichen in den Formeln und (60 ) bestimmt sich 
durch den AntaDtrszu^taud, ist dort nämlich positir oder nt^eatir zu 
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wftbleDt je nachdem i'/, grösser oder kleiner als &^ ist, i'/ also an^ 
fsogs wächst oder abnimmt Das so gewonnene bleibt bestellen bis 
lar Erreichung der Amplitude t9-„ dann ver<«chwindet die Wurzel 
and wechselt das Vorzeichen; ebenso weiterhin. 

Wir lassen nun eine augenäherte Bechnung eintreten, indem 
wir festsetzen, d iss .9 , und &^ als klein von erster Ordnung neben Eins 
gelten sollen, und dass Glieder, die in Bezug auf sie von vierter 
Ordnnng sind, gegen 1 remachlässigt werden sollen. Berechnet man 
demgemäss die Wurzeln von (64"'), so erh&lt man: 

cos 1^, =r 1 — -^''^ sin' 1%. c « 4- 1. 

Sonach wird cos ^ + 0^2^ (1^ cos &), wo das zweite Glied zweiter 
Ordnung in Bezog auf das erste ist; die Entwickelang der Gleichung 
(65) innerhalb der angegebenen Genauigkeitsgrenze giebt daher das 
Resultat: 

d< = -Li/T. (14- -»"^»i^V 

2 V g V (CTO * - ««« *J(C08 - CÜ8 »)\ 4 / 

Setzt mau hierin: 
so iautet das Integral: 

4/ 



10 — cos — CO« i>» 
8 



< + c: = 4:-!-iA / _ ( 

— ^ . .. I ^ f 1 0 — cos — COS (t^ arcsin ( - ^ 

— y(cos 1^, — cos ^,)' — (2 COS — CO» i'>„ — cos I . 

Dies bfstinimt lur jede Aiiiplifnde »'/ die pntsprf^cliciul«' /i'it. 
AK- Schwinerungsdauer '/'(Dauer einer einfachen Schwiiiiruni:: wollt u 
wir dir Zeit bezeichnen, die vom Verlassen der Arti|)litude »t 1>h 
zum ersten \\ i<'(l»'rerreicheii derselben verläuft: es i>t wUo \ 7', wie 
man leicht erkeimt, <lie Zeit ^'ur KrreieliMiiir dt-r Aiiij)lituile »'/, ; 
nimmt uiau d< ii obigen Ausdruck zwischen den beiden Grenzen 
und t^,, so ündet sich: 

r- 71 ^ • (1 + i \K + sin' i.'/J). (65") 

Für unendlich kleine Amplituden tViIlt «lie Formel mit der S. 102 
lur das ebene Pendel gegebeneu zusanmi« n. 
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Ii. öers^Ibec AcD^beniDg soll nun auch die Abhängigkeit zwischen 
tir -and ^ bestimmt «erdea. Die Fonnei ,55 } giefat liier znnichst: 



.1 + 1(1-00«*;). 



Sern maa viedc-r eis: 

«K t> = f -- - — - . 

I /' 



= I / - — ^ 



. / _ I 

_ l_ , am»g| ^^^^ KcQg».-«»») 



4 <•»• 



M'ir he$ünmen den Znirkch^, dea ^ «r>id«t» v^lireiid & von 
ff b:$ >v pfhi: «r ist d«ar<£im fit der suttändet, während 
1^ loa 4>. nieder B^h «\ i*t^l«£ct. Wir irersea iha \ 0: daan er- 

V = — I I » »"^ SD l»^ . 

) i <vfr{» * " • " 

l»:i> j»;vr irx<r>.*Ib o<r Ä-xtf. :«t::.?ik Gt-i^Auigkeitsgrenze 
ia«n;u?txh mit 

« t . * ^ ji;. , - iCi j (65'") 

Nach »r.«*sf r l-Vm'.e*, eTTv:.-^.t o^r M^sQicrij^^ die «rspr&agüche 
Ann'';;»d«' r.u^l.t der d^rst Auj%c*:.r!>.^-n diataetnl gegenQber- 
^^j^Ätt^li^n ST*r.e» r,;era ^v**''>.r» :ri »::es*Ä We« am den tiefsten 
l\tnVt ST CT» e*,n<'?^ jsivNsävnr, W :vVfl, «'««a» f Ift, dass seine 

lv*l,*,x Vcuve ^r«*>ik VW*f^:e rr.- :.*:it Jtal" die XF^Ebene, * 
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r^.va in (Irl in Fig. 13 verzeichneten Weise verläuft, entfernt ähn- 
lich einer Ellipse, die, während sie durchlaufen wird, sich mit ^eicb- 
förmiger Geschwindigkeit am ihr Centrum dreht Die Drehung ver- 
schwindet nur dann, wenn eine der Grenzamplituden oder &t 
gleich Null ist; letzteres findet statt, wenn die Bewegung aus der 




Fig. 18, 



Ariii-Iitiide ohne seitliche Anfangsgeschwindigkeit beginnt, also qj 
gleich Null ist. 

Di«.' liier ^jefiiudene Erscheinung iiat ein gewisses praktisches 
iiitt r*'>se. Wir werden am Ende dieses Abschnittes die Theorie des 
sogeuaiinten FoucAüLTSchen Pendelversuches geben, bei welchem in 
Folge der Rütation der Erde die Schwingungsebene eines ebenen 
Pendels sich mit der Zeit scheinbar ändert Wir sehen aber, dass 
fiTioh auf ruhender Erde eine ähnliche Drehung stets dann eintreten 
nni««<te, wenn das Pendel nicht genau ebene Schwingungen ausführte. 
Belriiyt z.B. die Amplitude i'A, = 5", und findet eine seitliche Ab- 
weicliung = 1'* statt, so dreht sich die Schwingungscurve schon 
während 10 1 )oppelschwingungen um nahe 2 Grad. Ist auch eine so 
bedeutende Abweiiluiiig in der Wirkhchkeit beim Fol cal Loschen 
Versuch leicht zu vernieifien, so bildet doch der besprochene Um- 
»taud bei jenen Beobachtungen, die meist ein stundenlanges Schwingen 
des Pendels benutzen, eine sehr wichtige Fehlerquelle. — 



Digitized by Go -^v^i'- 



108 



Mccluuiik materieller Punkte. 



Sind die Amplituden it^ und »V, so klein, dass schon ihre 
Quadrate neben Kins zu vernachlässigen sind, so wird nach (65") 
— die Rahn ist also eine geschlossene; ihre (Tleichung folgt 

aus der ersten Formel (65 ) bei Rücksicht auf die durch die zweite 
gelieferte Beziehung taYLl'^g — i^./i^o in der i^'orm 

Setzt man hierin \{fK + \%*) = <y, und i^' = - 



so resultirt 



4y =:p ?f 9 



nnd durch Integration 

y + C = ± ~ arctg 1/ ■ - . ^ - ± arctg 



Die Tniegiationsconstante C ist unwesentlich und mag gleich 
Null gesetzt werden. Dann crgiebt sich 



oder 



Erweitert man die Glieder anf der linken Seite dieser Gleichung 
durch U und bedenkt» dasB bei der angenommenen Kleinheit Yon i9- 
die Formeln (63'") die Gestalt annehmen: 

so erh&lt man als Babncurre 
eine Ellipse in der Ebene x^h 
von der Gleichung 

r: ^ r/ " ^' 

wobei r, = I*»^« r, « L ist 
8. Um einen einfachen Fall 
fttr die Bewegung auf be* 
wegter starrer Bahn in der 
Ebene zu behandeln, nehmen 
wir an, eine starre Linie rotire 
in einer verticalen Ebene mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit 
um einen ihrer Punkte und auf ihr gleite ein schwerer Massen* 
punkt 




Fig. 14. 
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Der Drehpunkt sei der CoordinateDanifuigy der Winkel der 
Gtraden gegen die X-Axe sei i^ ^ x /. Dann lauten die Gleichungen 
[W), falls Inirz N/m « n gesetzt wird: 

y cos 1^ SB sin i/*, t^f ^ xt. 

Integrable Combiuationen zu tiudeu, beachten wir, dass aus 

r s xcos tp + y sin 1^ 

und ans der Qleichnng der Geraden 

0 = xsinip — y cos i/; folgt: 

77= c//*^^+V//^"^^' 0=-^8ini/i--,-^cos./r + *r, 

^ ^ = , ^ cos 1^ 4- r '«^^ + * 0 - ^ ^, sin y - ; eosi^ + 2x ^ ^ . 

Hiernach erhält man durch Zusammenfassen der Gleichungen (66) 
mit den Factoren cos^^, sint/if und sin i^, " eosyt folgende Combi- 
sationen: 

— x' r — gsinxtf — 2 x '^y = — » + ^ cos x i , (66') 

die erste zur Bestimmung von r, die zweite Ton «i. Die erste 
Gleichung hat eine einfache Bedeutung; sie gieht die Beschleunigung 
in der Bahn gleich der Tftngentialcomponente der Schwerebe- 
Bchleunigung plus der Centrifhgalbeschleunigung; dies stimmt tlber- 
ein mit den S. 84 abgeleiteten Besultaten. 

Differentürt man die erste Formel zweimal nach t und addirt 
zom Resultat dieselbe mit multiplicirte Gleichung, so gelangt 
man zu: 

;'J;=^r. (66") 

Setzt man hierin r = e«', so erhält man zur Bestimmung von q 
die Gleichung: 

9*-jc*«0, d. h. (9»-«')(7' + «') = 0, 

and demgeniäss vier Wurzeln ± x, ± x y — 1. Hiemach ist die 
allgemeine Lösung der Gleichung (66 ): 

r aa ac«' + be^"* + ccosk< + dsin»^ 

Führt in. Iii (iiesen Werlli in die erste Gleieiiung (66') ein, so 
bestimmen sich zwei von den vier Constanten a, A, c, d, denn es 
ündet sich c = 0, d = gl2x'\ hiernach wird die yoUständige — zwei 



Digitized by Go .^i^^ 



110 



Mechanik matezidler Punkte. 



IntegrationscoQstauten a uud b eutbaltende — Lösung unseres 
Froblemes: 

r = o«"* + bß"** + .— sin«/. 

Der Werth von n folgt durch Emfügen dieses Besultates in die 
zweite Gleichung (66') zu 

er hat geringeres Interesse. 

Der einfachste Fall der im Vorstehenden erhaltenen Bewegung 
ist der, dass in Folge der Anfuüi^sbedingungen a und b verschwindet 
Dies kann dadurch erreicht werden, dass dem Massenpunkt zu einer 
Zeit ^ = 0, wo die starre Linie horixontal liegt, Im Drel^ankt die 
positive G^sdiwindigkeit ^/2ar ertheilt wird, oder dass er zur Zeit 

± 7t I2x, wo die starre Linie vertical steht, in der Entfernung 
±^/2«* seine Bewegung aus der Ruhe beginnt EiT beschreibt dann 
eine Bahn, deren Gleichimg sogleich in Polarcoordinaten gegeben 
ist durch 

d. h. einen Kreis Tom Durchmesser gl2 3c\ der von der F-Axe halbirt 
wird und die X-Axe von oben tangirt Der Dmck iV^Mn.tn, den 
in diesem Falle die Bahn ausübt, ist gleich 2m^co8ir^ d. h. gleich 
der doppelten Normalcomponente des Gewichtes des Punktes, — ein 
Maximum im Drehpunkt^ Nnll bei der grOssten Elongation. 

Ist durch die Anüuigsbedingungen nur a zum Verschwinden 
gebracht, so nähert sich die Bewegung immer mehr jener Ereisform 
und geht nach imendUch langer Zeit in dieselbe ttber; ist nur b 
gleich Null, so entfernt sie sich je mehr und mehr davon; die be- 
züglichen beiden Bahnen haben übereinstimmend spiraligen Charakter, 
werden aber in entgegengesetzter Richtung — das eine Mal TOn 
aussen, das andere Yon innen her — durchlaufen. 

Ist a und h yon Null yerschieden, so nähert sich die spiralige 
Bahn Ton Unendlich her dem Kreise und entfernt sich wieder in's 
Unendliche. — 

Bei dem TOrstehend behandelten Beispiel bewegte sich die Bahn 
ohne Gestalt&ndemng; etwa wie eine aus einem starren Material her- 
gestellte Rinne. Es können aber in Wirklichkeit auch Fälle Tor- 
kommen, bei denen die Bewegung der Bahn in einer Aenderung 
der Gestalt besteht Das folgende Problem liefert hierfür ein Beispiel. 

4. Ein Massenpunkt sei an einem Faden befestigt, der im 
CoordinatenanBangspunkt durch einen Bing gezogen ist und mit 
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gleichförmiger Geschwindigkeit c durch ihn hindurchgleitet Da 
nach Symmetrie der Pankt in der Ebene blähen mnSB» welche zur 
Zeit des Beginns der Bewegung den B^aden nnd die Gcschwiiulig. 
keit des Punktes enthält^ so ist die Aufgabe nur eine Einkleidung 
des Problemes der Bewegung eines Punktes auf einer Kreis- 
bahn von gleichförmig wachsendem (c > 0) oder abnehmen- 
dem (c < 0) Badiaa. Da die Kraft, welche der Faden ausübt, 
nach dem Coordinatenanfangspunkt gerichtet sein muss, so macht 
die gewählte Einkleidung zugleich anschaulich, dass die Reaction 
einer reibungslosen Bahn auch bei beliebig vorgeschriebener Ver- 
änderung derselben normal /um Bahnelemeiit wirken muss. 

Findet die Bewegung in der A' 1'- Kbene statt, und benutzen 
wir, wie auf 8. 5(3, Pülarc<!nr(lin:itf'Ti r und ^, so können wir von den 
Gleichongeu (30") in der Form ausgehen 

wobei 

ist, und iV die vom Coordinatenanfang hinweg positiv gerechnete 
Beactionskraft des Fadens bezeichnet. 

Die Combination der zweiten nnd der dritten dieser Gleichungen 
liefert sogleich 

a r ' 

voraus bei Einführung der Integrationsconstanten C 

c 

a = - 
r 

folgt Bezeichnet ftlr die Zeit t^O r, den Abstand, «r» die zum 
Badins normale Greschwindigkeit des Punktes, so ist 

ar^a^U, (67) 

was einen einfachen Satz enth&lt Für N liefert gleichzeitig die 
mte Formel (67) den Werth 

A = _ ^ . (67") 

Für die zweite Intejjration ist in (67') der durch die letzte 
Gleichung (G7) gelieferte Ausdruck für <r zu benutzen nnd darin 
(semäss der Annahme, dass drfdi constant gleich e ist, dt durch 
rfr/e zu ersetzen, wodurch resnltirt 



4 



Digitized by Go ^v,i'- 



112 



Meehanik materieller Punkte. 



bei Einführung einer zweiten Integrationsconstanten C erhält man 
hieraus die Gleichung der Bahn des Punktes in der Form 



C ist nach S. 59 eine unwesentliche Cüiistante; rechnet man 
(f von dem Radius aus, der den Punkt zur Zeit / = 0 enthielt, 
so wird 



Die Bahucurve ist eine sogenannte hyperbolische Spirale. 

5. EMn in mehrfacher Hinsicht interessantes Beispiel für die 
Bewegung eines Massenpunktes auf einer ihrerseits bewegten starren 
Oberrtäche bietet das FoucAULx'sche Pendel, d. h. die Oscilla- 
tion eines schweren Punktes in einer mit der Erde rotirendcn Kiip:?!- 
riiiche. Wir behandeln das Prohl^m unter der Voraiissetzunsj so 
kleiner Amplituden, dass deren Quadrat neben der Einheit vemach* 
lässigt werden kann. 

Die <Trundgleichungen dieses l'roblomes folf^eii :iiis dem System 
(54), wenn man darin für die Kraftcomponenten H, Z parallel 
dem mit der Beobachtungsstelle rotireudeu l'oordinatensvstein die 
Compünenten der Reaction .V der Kngelfläche einführt. Bezeichnet 
wieder L den Kugelradius, wird kurz A'/m = n gesetzt und nach 
aussen positiv gerechuetj so erhalten wir hiernach die Gleichungen 



Die Eingangs gemachte Besclirftnkung auf kleine Amplituden geht 
dahin, die Verhältnisse und 47 /L neben Eins als kleine Grössen 
erster Ordnung zu betrachten und Grössen zweiter Ordnung zu ver« 
nachlassigen. Gemäss dem S. 88 Gesagten sehen vir auch R^^lg 
als klein Ton erster Ordnung an. Da es sich bei dem Torliegenden 
Problem um sehr lang andauernde Bewegungen handelt, so dttrfen 
wir 2xt nicht als klein betrachten, dagegen werden wir das Ver« 
hältniss »\2L~lg als eine Grosse erster Ordnung behandeln; Y^lTfi 
ist nämlich nach dem Fallgesetz 8 —\gf die Zeit r, welche ein 
Massenpnnkt braucht, um beim freien Fall die Pendellänge L zu 




(67") 



U 



I«. -2*^1 Sin;,, 

-l-n + j-2x^^eo,x, 
r + + S"- 



(«8) 
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durchmessen, also eiuü dco truher büuutzten Zeiteu i ualie liugeude 
Z«itiJauer. 

Das Formelsvstem («58) cntliält nebeu den Grüssen verbchiedeiier 
Uniiiuii^' aiicli deren I )itV( ri'ntiaI([uotienten nach der Zeit. Dies 
Diailit die eousciiu ntc Durcblühruiig (Km- angenälierteu Heclmun;; 
schwieriger, und wir wollen denigemäss die zur Auweuduug kommen- 
Jen Ueberleguiij2:en etwas austiilirlicher darstellen. 

Schreiben wir zmiiicli>t letzte Gleichung (üb) in der Form 
L'^C L + ; L - : _ 1^ + 

80 ergiebt sie, dass bei unserer Grundannahme entweder {L-\-^)IL 
oder {L — ^jL von zweiter Ordnung sind. Da eine Bewegung von 
der angenommenen Art nur im unteren Theü der Kuf^elthiehe statt- 
finden kann, so muss I< t/.tores gelten, also ^/L bis aul' eine Grösse 
nreiter Ordnung gleich Kins sein. 

Dio Verhältnisse f/(|/y>)A/^ 'l(riU.)Jf1t und d[VL) dt sind keine 
reiuen Zahlen, sondern recii)rok<' Zeiten, also mit ^ »//L und 
^ /. znnäohs't nicht vergleichbar: wir können sie aber zu reinen 
Zahlen machen durch Multiplieation mit der oben eingeführten 
lUHsfsiiren Zeit r ^ \2 L g. I )ie Hesultate d^j^'^ Lg dt, diil\VLudt 
k«»nnen wir dann mit einer irewisscn Wahrscheinlichkeit als Grössen 
erster Ordnung, d I.g dt als zweiter Ordnung betrachten. — es 
^inl aber zu rontroliren sein, ob diese Annahme auf keine \\ ider- 
^iTürln; führt, f.)jdt\ d'Ui' r>i*d r, d' {: •' f.) j d f köiiiieii durch den 

Factor f ^2Ljg zu reinen Zahlen gemacht werden, und wir werrlen 
die Ivesüllate ItC^ gdC, 2(rij gdt- bis auf weitere*^ als (JrüSöeii 
erster, ^Id Z'odt' als eine Gntsse zweiter Ordnung helracliteu. 

Schreiben wir dann die Gleichungen (68) in der Form 

f h 9 V g Vhgdt 



gdf 



9H^ 

= ^- . - + i-2xi/'' . .cosr, 

gdr Lg V g yigdt 

» können wir aus ihnen folgende Schlüsse ziehen. 

Die letzte Gleichung liefert bei Vernachlässigung der Glieder 
weiter Ordnung einfach 

» = - ^. (üb) 

Durch Einsetzen dieses Werthes in die zwei ersten Gleichungen 
«tgiebt sichi daas in ihnen die grössten Glieder von erster Ordnung 

W. TcMT, MflChaalk. Zveito Aufl. S 
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sind; da Glieder zweiter Ordnung nur neben Ein^ vcmachlassigt 
werden tollte, so müssen wir in i!in«'n (]i»?iriiigt'U zwcner Orciuuug 
beibeLiilteii, dürfen nlit^-r cliejenigeii dritter Ordnung beseitigen. 

BvriR ksi» litiiren wir, dass nncb (Ö3 ) / sich nur um eine Grösse 
erster Ordnung von der g€M>graphischen Breite ß unt^'rbcbeidet| so 
änden wir tiir diese Gieichongen die definitiTe Form 

wobei xsmß = x' gesetzt ist 

Hieraus erbält man zwei integrable Combinatiouen durch die 
Factoren (d| dt)<H = {drjldf)dt = dt^ und — i^, |; sie lauten: 

und ergeben bei Einführung der IntegratioQSCoastaoten C und C 

Alle diese Kesultal«^ sind ntit «leni ohin über die (irösseuord- 
nungen der verschiedenen Ternu Gesai:teii im KiukUuig. 
Führt mau in die Formeln (^08 ) ein; 

Isrcos^y if^rmn^, also 

dr d<f 



SO folgt: 



dit dr . . dq 



Setzt man weiter in diesen Gleichungen: 

y+x'««*, (69-) 



80 lauten dieselben: 



L 



(69*^ 

. fr 

dt 
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und wenn man sie mit den Factoren Ij 2x' zusammeufasst, er- 

<'+ 2xT' ist eine ConsUmte, die in abgekürzt werden mag, 
*' ist nach S. 112 von zweiter Ordnung gegen sfJL, also daneben 
zu vernachlässigen; denigemäss erhlllt man schliesslich die beiden 
ersten Integrale dos Problemes in der Gestalt: 

8ie enthalten x und damit die Rotatiousgeschwindigkeit der Erde 
gar nicht mehr explicite, sind also der Form nach identisch mit 
denjenigen Gleicliungen, welche sehr kleine Schwingungen auf einer 
Kugelriilche auf der ruhenden Bbrdo bestimmen, nur steht 0 = (f -{-xl 
an Stelle des in jenem Falle auftretenden tp; h. anf rotirender 
Erde folgt ff + x't demselben Oeseiz, wie auf ruhender tp. Daneben 
ist, wie der Werth (54 ) resp. (57') von g seigt, die Beschleunigung 
der Schwerkraft durch die Centrifugalkraft verminderi 

Hiemach ist in unserem Fall die auf rotirender Erde wahr- 
nehmbare Bewegung zusammengesetzt aus dem (bei gleichem g) auf 
ruhender zu beobachtenden Umlauf in einer elliptischen Bahn (siehe 
SL 108) und aus einer gleichförmigen Drehung der Kugelfläche mit 
dem darauf laufenden Massenpunkte um die Z-Aze mit der Ge- 
schwindigkeit 

— je' 8 — Mtiaß. 

Wir erhalten somit den aicikwürdiucn Satz: 

Die ßuhnellipse eines mit kleinen AniplituUun auf der 
Erde sch w int^nitlen Fadenpendels dreht sich selieinbar 
mit einer constnnten (i osch\s i lul igkeit, welche gleich ist 
derjenigen der Erdrotiiliun multiplicirt mit dem Sinus der 
geo^^raphiscben Breite des lieobachtungsortes. Die Kich- 
tnng dieser Drehung ist auf der nördlichen Halbkugel eine 
negative, nämlich von Ost über Süd nach West verlaufend, 
auf der südlichen Halbkugel die umgekehrte, — 

In dem speciellen Falle, dass C — 0 ist, sind die Schwingungen 
als ebene mit rotirender Pendelebene anzusehen; denn aus 
dOt^dt^O folgt nach (09') d(f ,dt^ - jf'. 

Dieser Fall ist angen&hert, aber nicht stre ng bei den berühmten, 
zuerst ?on Foitault ang<>stellten Versuchen mit Fadenpcndeln 
rvatisiri. Bei letzteren wird das Pendel mit einer bestimmten An- 
fsngselongatioD r, ohne Anfangsgeschwindigkeit relati? zur Erde 

8* 
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sich 8e1hf;t iilj(>iiaBseii. Demgemäss btiatimmeu sich hier aua den 
Gleichuugeu (bU) 

Fühlt man diese Werthe von Cnnd C in die Gleichnngan (60") 
ein nnd eliminirt ans ihnen d^jdt, so ergieht sich: 

Diese Formel zeigt» dass der grösste Werth von r gleich r., der 
Kleinste aber gleich xr^YgjL ist Unter den voransgesetzten Um- 
ständen beschreibt der schwere Punkt somit eine Ellipse^ deren Axen- 
TerhSltniss sehr klein erster Ordnung ist, die also in Annäherung als 
gerade Linie betrachtet werden darf. — 

Wir schliessen den Abschnitt mit einer Bemerkung über das 
Gleichgewicht eines Massenpunktes auf einer ruhenden 
festen Oberfläche oder Curvc. 

Als Bedingung für das Eintreten des Qleicligewichtes ist 
S. 58 das Verschwinden von Beschleunigung resp. Kraft bei ver- 
schwindender Geschwindigkeit aufgestellt, welches seinerseits das Ver- 
schwinden der Componenten dieser Grössen nach drei auf einander 
normalen Richtungen fordert 

Für diese Richtungen wählen wir bei einem an eine feste Ober- 
fläche gebundenen Massenpunkt vortheilhaft die zur Fläche normale 
und zwei zu ihr tangentiale. 

Die Gesammtcomponente aller wirkenden Kräfte nach der ersteren 
Kiclitung ist jederzeit gleich Null; es ergieht sich somit die Reaction 
der Fläche entgegengesetzt gleich der Summe der bei verschwinden- 
der Geschwindigkeit berechneten Componenten der üljrigen Kräfte. 
Die beiden Tangentialcomponenten enthalten keine Antheile der 
Reaction: damit sie vorsrhw^inden, nmss somit dir mh^ den übrigen 
Kräften bei verschwindender Geschwiodigkeit berechnete Resultirende 
normal zur Fläche stehen. 

Dieselbe Uebcrlcgung lässt sich auf das Gleichgewicht eines an 
eine feste Curve gebundenen Masprnpunktes anwenden und ergiebt 
hier das analoge Resultat, dass die tiir verschwindende Geschwindig- 
keit berechnete Resultirende der iihriLren Kräfte normal zur Halm 
stehen und die Keaction der Curve ihr entge'_reTi?esot/l gleielisein muss. 

Somit lallten die von den drei Gesamiutconiponenten .Y, Y. Z 
der Ki idte ausschliesslich diT Balnirf ;u t ion /n erfüllendeu Beding» 
uugen des Gleichgewichtes im Falle einer Ubertiäche 

^ : y : iT ^ cos (n, x) i cos (n,^) : cos (», (71) 
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im Falle einer Curve 

P = XcoB («, y) + i'cos («, y^-i- Z cos («, ») = 0, (71) 

wobei P die Cbmponente parallel xav Bahn bezeichnet 

Bei beliebigen F^hen und Gurren, sowie bei beliebig Torge« 
scfariebenen Kräften sind diese Gleichungen im Allgemeinen nur in 
einzelnen Punkten^ den Gleichgewichtslagen des Massenpunktes, er- 
iUlt, deren Coordinaten aus (71) resp. {11') bei Heranziehung der 
Gleichungen von Oberfläche und Curve folgen. 

Für die Entscheidung über die Stabilität oder Labilität des 
Gleichgewichtes kommt das 8. 58 allgemein Gesagte in Betracht 

§ 10. Gleitende Aeibung, Luft widerstand. 

Wir haben uns im vorigen Abschnitt mit den Reactionskräften 
fester Oberflächen und Gurren beschäftigt; welche das Eigenthttm* 
liehe haben, dass ihre Bichtung zwar durch die Gestalt der Ober- 
fläche oder Gurre mehr oder weniger rollstibidig gegeben, ihre 
Grosse aber abhängig ist Ton der Hasse und der Geschwindigkeit 
des bewegten Massenpunktes, sowie ron der Lage und Grüsse der 
ftbrigen auf ihn wirkenden Kräfte. Wir können dies auch kürzer 
so aussprechen: die absolute Grösse dieser Reactionskräfte ändert 
sich mit ihrer Inanspruchnahme und kann, je nachdem dieselbe wächst, 
jeden Werth zwischen 0 und oo annehmen. 

In mancher Hinsicht parallel geht diesen ReactionskriLften die 
gleitende Reibung, die bei jeder Bewegung auf einer materiellen 
Bahn in Wirklichkeit eintritt Auf Grund der Beobachtungen legen 
wir ihr folgende Eigenschaften bei: 

Die gleitende Reibung besitzt eine Richtung, welche 
jederzeit entgegengesetzt ist derjenigen der wirklich statt- 
findenden oder aber nur erstrebten JBewegung des Massen- 
pnnktes, diese Richtung relatir zur Bahn gerechnet Unter 
erstrebter Bewegung rerstehen wir dabei, wenn in Folge der Reibung 
Gleichgewicht eintritt, di^enige, die ohne Wirkung der Reibung 
stattfinden würde. Auf einer ruhenden Oberfläche oder Gurre hat 
die erstrebte Bewegung jederzeit die Richtung der tangentialen Ge- 
aammtcomponent« der äasseren Kräfte. 

Die gleitende Reibung besitzt eine Grösse, die von der 
Inanspruchnahme abhängt, aber einen gewissen Maximal* 
Verth nicht übersteigen kann. Dieser Maximalwerth bestimmt 
*»ich der absoluten Orösse nach durch das Product aus der Reactions- 
kraft A^, welche die Bahn auf den Punkt ausübt — oder dem 
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Druck, den sie Ton ihm erleidet — in einen Ton der Subatanz des 
Punktes und der Bahn abliäugigen Factor r, den man den Reibungs- 
coefficienten für die beiden in Berührung stehenden Sub* 
stanzen nennt N wird dabei als absolute Grösse geführt 

Wir können daher allgemein für die absolute Grösse P, der 
Reibungskraft setzen 

wobei 0 ^ ft ^ sein mnss. Wird auf eine Richtung mit fest- 
gesetztem Ricbtungssinn bezogen, so gilt statt dessen — v ^ «i ^ + 

Befindet sich ein Massenpunkt auf einer festen Cnr?e in Ruhe, 
und ergeben die äusseren Kräfte keine Componente parallel zur Bahn, 
so ist auch die Reibung gleich Null, denn es fehlt die Tendenz zur 
Bewegung und daher die Inanspruchnahme der Reibung. Geben die 
äusseren Kräfte aber eine Tangentialcomponente, so ist die Tendenz 
zur Bewegung und demgemäss die Widerstand leistende Reibungs- 
kraft da, und es fragt sich nun, bis zu welchem Grade die letztere 
in Anspruch genommen ist Die Bedingung des Gleichgewichts flir 
einen Punkt auf einer festen Bahn geht nach (71') dahin, dass die 
(in gleichem Richtungssinn gerechneten) Tangentialcomponenten aller 
wirkenden Kräfte sich zerstören, es muss also, wenn £Pj^ und ^SN^, 
sich auf die äusseren Kräfte bezieht, die Beziehung gelten : 

4- /; = ^ + n ^a; « o. (72') 

Ist diese Gleichung durch ein zu befriedigen, welches kleiner 
ist» als der besprochene Grenzwerth, so findet Gleichgewicht statt, 
und die Beziehung 

giebt durch den aus ihr folgenden Werth von n sogleich die Grösse 
an, bis zu welcher die Beibang in Anspruch genommen ist 

Verlangt diese Gleichung aber ein grösseres P^ resp. n, als 
der angegebene Grenzwerth ist, so kann Gleichgewiclit nicht be- 
stehen; sowie der Grenzwerth von P. überschritten wird, beginnt die 
Bewegung, und die Reibung wirkt ihr dauernd in voller Stärke ent- 
gegen bis zum Moment der Ruhe, in welchem wieder ein kleinerer 
Werth eintK ten kann. 

Dies wird recht deutlich worden an dem einfachen Beispiel der 
Bewegung und der Ruhe eines Massonpunktes m auf einer reibenden 
s(^hici'eii Ebene vom Neigungswinkel tt gegen die Horizontale. Um 
der Wirklif likcit m '-ulichst zu entsprechen, wollen wir dabei an- 
nehmen, dasa die schiele Kbene die Bewegungsireiheit des Punkte« 
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nur naeK unten hin beschiUnkt, ihre Reaction also nur nach 
oben hin ansgeftht wird. 

Wirkt die Schwere allein, so ist» falls wir b abw&rts positiv 
tSblen: 

£Pf, + « m^(ftin0f + ncoaff); 

Gleichgewicht kann bestehen bleiben, wenn das Nnllsetzen dieses 
Ansdruckes und somit die Beziehung 

tg « » — n 

auf einen Werth n führt, der zwischen — v um\ + v nUlt. Man 
♦•rkennt, dass ganz unabliängig von der Miusse des Punktes und der 
Grosse von g an der Beobachtungsstelle Gleichgewicht stattfniden 
wird, so laiijip der absolute Werth des Neignngswinkols unter 
einem Greuzwerth g bieibl^ der dehnirt ist durch die Beziehung 

tgp-», (7n 

und den man den Keibungswinke! nennt; für f^rösfiere Neigungs- 
winkel ist Gleichgewiclit unmöglich, und es tritt Bewegung von selbst, 
bei klciut'n-n nur in Fol^'c einer 
Aalan^.sj^fscliwindii^keit ein. — 

Wir wollen nun den Fall 
betrachten, dass der Maasenpunkt 
ausser (l»*r Schwere noch einer 
weit*>ren Kraft von verfügbarer 
< Trosse und Richtung unterliegt. 
Ihr.' Grosse sei Ä genannt und 
al> absolute Zahl gefllhrt, ihre 
Richtung schliesse den Winkel fi 
niit der nach oben jxisitiv ge- 
rechnet< ti Normale ein; fj werde 
gemä&s der Figur 15 wieder bahn- 
abwärts positiv gezählt 

Setzt man noch das Gewicht des Punktes mg = so ist die 
TitngentialcomiJüiiente der äusseren Kräfte 

die deren Normalcomponente entgegengesetzt gleiche Keaction der 
Bahn 

JV« — ^Nf, « (7 cos AT — Kcosß» 

Da die Bahn die Beweglichkeit des Punktes nach der Seite von 
+ Ii nicht beschränken soll, so mnss N>0 sein. 
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Die Bedingung des Gleichgewichtes lantet nach (72*) 

6' sin u + Asiü ^ + » (Ü cos a — A'cos = Ü. (73) 

Wir wollen sie nur auf solche Fälle des Gleichgewichtes an* 
wenden, bei denen die Reibung voll in Anspruch genommen is^ 
das heisst auf solche, bei denen gerade die Grenze zwischen 
Gleichgewicht und Bewegung erreicht ist Diese Zustande 
haben nach Umständen verschiedene Bedeutung. 

Wir unterscheiden zunächst die Fälle, dass eine Bewegung nach 
unten oder nach oben erstrebt wird, d. h. nach dem S. 117 Gesagten, 
dass ^Pj^ B P grösser oder kleiner als Null ist 

I. Für P > 0 wird die Bewegung im Sinne von + ' erstrebt, 
also ist fi » — fr SB — tg(> zu setzen; hier liefern obige Formeln: 

~ O Q ^" ^ ^' ' - 

sin (-i + tf ) ' siu Q> + (i) 



(731 



womit die l'ugleichungen 

• A'>0, P>0, N>0 
zu combiniren sind. 

Bei diesen Bedingungen sind die Unterfälle ee^o aus einander 
zu halten. 

a) Ist u> (f, kann also der Massenpunkt auf der schiefen 
Ebene ohne Einwirkung von A' nicht ruhen, so bestimmen die Be- 
dingungen (73') die zusammengehörigen Werthe A' und ß, hei denen 
eben der Antrieb der Schwere compensirt, also der Punkt im Gleich« 
gewicht gehalten wird. 

Die Bedingung A' > 0 liefert hier die Ungleichung 

die Bedingungen P > 0 und ^ > 0 ergeben übereinstimmend 
sodafts wegen te > q iHr ß schliesslidi die Formel ttbrig bleibt 

Für dun (iif nzfall ß = — n — q folgt A = oc ; in oiner Rieh* 
tung wirkiMid, die um den Winkel n ^c^^i^w die Normale — n hahn- 
ahwärts gericlitct ist, kann als« nur eine unendlich grosse Kraft 
da-' HiTifibgleiten verliindorti. Da» ist somit die Richtung uu?or- 
tüeilb ältester iilinwirkuug. 
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Bei wachsendem ß nimmt K ab und erreicht iS^ ß — ^ 
(L L unter dem Winkel (» nach nnten gegen — 9, ein Minimum Ton 
dem Betrage K*s^Öm{u^Q), welches der vortheilhaftesten 
ESnwirbing entspricht Dann wächst JT Ton Neuem und erreicht 
den zweiten extremen Werth K ^ O fflr ß ^ ^ «, 

b) Ist < ^, ist also der Massenpunkt ohne Einwirkung von 
JT auf der schiefen Ebene im Gleichgewicht^ so bestimmen die Be- 
dingungen (73 ) die susammengehdrigen Wertho und ßj welche 
den Punkt eben abwärts in Bewegung zu setzen vermögen. Wir 
achreiben hier die erste Formel (73') in der Form 

8111 {^i + ({) 

und folgern aus den Bedingungen 

A'>0, .V>0, P>0 
ganz so, wie oben gezeigt ist, dass 

sein muss. 

Für den Grenzfall ß = 71 — o wird A' = 00, was aussagt, dass eine 
unter dem Reibungswiükel g gegen die Normale — n bahnahwiirts ge- 
neigte Kraft A' Oberhaupt keine Bewegung nach unten bewirken 
kann, weil sie die Reibung derartig Tergrössert, dass dadurch die 
Wirkung der zu + a parallelen Componente xerstdrt wird. 

Mit abnehmendem ß nimmt auch A' ab und erreicht iür 
ß^^n-^ Q seine MinimnmgrSsse (7 sin ((> ~ er) . 

EÜeraus folgt, dass eine unter dem Reibungswinkel q gegen + « 
auiwärts geneigte Kraft Air die Herabbewoguug des Masaenpunktes 
am angemessensten ist, insofern ihre Wirkung sich am Tortheil- 
haftesten zwischen Verminderung der Reibung und Vergrdsserung 
der herabtreibenden Componente theilt 

Im zweiten Grenzfall ß ^ ^ ee resultirt wieder K = O. 

II. Für /* < 0 wird die Bewegung im Sinne von — s erstrebt; 
hier ist also t * = r — tg y zu setzen, woraus lolgt 

_ -.s\n('( + f>) _ ^ sin (n +/^)Binp 

«Q - (f) Sin - 0 

nniß^if) ' I (73") 

damit ist zu combiniren das System von Ungleichungen 

A'>0, F<0, N>0, 
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BieB führt anf die beiden Formeln 

und somit schlieaslich auf 

— «^^^ — ;r + p. 

Da der Punkt ohne Einwirkung von K in keinem Falle parallel 
— s fortschreitet, so bestimmen die Gleichungen Grösse und Bich- 
tung von A', welche diese Bewegung eben ermö^ichen. 

Die Discussion, ist wie oben, Torzunebmen ; sie fr^ieht ein Mini- 
mum von A', und somit I* on vortheilhafteste Wirkung, fiir 
ß — d.h. in einer Züchtung, die um den Beibungswiukel 
aufwärts gegen —s geneigt ist. 

Pai*allel der Bahn nach olicn gerichtet ist 2um üeber winden 
der Keibung erforderlich eine Kraft: 

abwärts, falls c< <i g ist, eine Kraft: 

ist die Neigung « » 0, so werden beide gleich: 

K = OiQ(} = Gv. 

Diese Formel giebt die Theorie einer wichtigen Methode smr Be- 
stimmung des BeibungscoSfficienten; v ist nämlich das Verh&ltniss 
der kleinsten Erafi^ welche den Hassenpunkt anf horizontaler ebener 
Bahn in Bewegung zu setzen Termag, zu dem Gewicht desselben. — 

Wir wenden uns nun Tom Falle des Gleichgewichtes zu dem 
der Bewegung auf reibender schiefer Ebene. Die darauf bezüg- 
liche Gleichung ist: 

«^(sm« + nco8«) = -^^-^ — , (<4) 

worin n ±, V, r ^ ± je nachdem dsjdi » K^O ist Ks folgt 
BO^^eich: 

r=/;: = 6'. + ^"i^^, s^C,+ Cj + ^-^^^^±^. (74) 
dt co«r tili 2coir ^' 

Nebmen wir zunächst die Bewegung abwärts, also r = — o, so 
erkennen wir, dass. je nachdem cr:^-:«, die Bewegung gleichförmig 
verzögert oder besclileunigt ist. Ist ce ^{), so tritt die Bewegung 
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HOT in Folge einer Anfangsgeschwindigkeit F, ein und kommt zum 
Stübtande, wenn V^O ist» d. h. zur Zeit: 



nod in einer Entfernung 8 Tom Ausgangsort: 

Für a = o ist die Beschleunigung gleich Null, die Bewegung 
geht mit der Anfangsgescliwindigkeit T, gleichförmig weiter. 

Von selbst beginnt die Beweguncr ntir, falls > n ist. Wollte 
man die in diesem Falle beobachtbaren Kischeinungen zur Prüfung 
der Fnllrrosntzo anwenden, so würde man zwar eine glcichCrtrniiiro 
Beschleunigung erhalten, diesi» alter durch dio l\t'il)Uii;r im Verliält- 
ni«<? «in frr — oVsin cos « verkleinert Huden. .Xeimlichcs, wie liier 
liir die irleitrndt' K'cibung gfdiiiuien ist, gilt aus anderen Gründen für 
eine die seliiete Khene hinabhuifenden Kugel, gilt also auch für 
die (tm.ii i i sclieu Fallversucho auf schiefer Ebene. Wir kommen 
hierauf weiter unten /nrnek. — 

Währeud in den (d)igen Fällen die Geschwindigkeit durch di«^ 
Reihung vermiudfrt wurde, diese also verzögerud wirkte, kanji, weun 
die Bahn sich seliisi bewegt, auch das Fmgekelirte stattfinden. 

l)rukeu wir uns II. einen horizontalen Kreisriuij mit der 
Wnikeigeschwindigkeit o) in Rotation um eine verticale Axe durch 
sein Hf-ntrura versetzt und einen scliweri'U Punkt ohne Anfangs- 
gts< hwiudijikeit hineingelegt, so wird auf diesen die Reibung in der 
Bichtniig der Rotation beschleuniirend wirken, denn nach dem 
oben Gesagten wirkt sie der relativen Bewegung entgegen. Die 
rt lütive Pewegiing erkeuueii wir aber, wenn wir das ganze Systeui auf 
♦'in mit der üeschwindigkeit w rotirendes Coordiuatensy&tem l»ezieiien; 
dann ruht der Ring, der Punkt rotirt in negativer Richtung, die 
Reibung muss also in positiver wirken. Die Reaction A des Ringes 
wirkt dem Druck entgegen, der sieh nach S. S4 aus den beiden 
Theilen Schwerkraft und CeuLnlugalkraft zusamuieuhclzt, und ist, 
da die eine Kraft vertical, die andere iiorizontal wirkt: 



F„ coü (> 
^ sm - ff) 



(741 




es gilt demgemäss in unserem Falle 

dV . / . V* 



'dt 



(75) 
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Dies all^oniein elliptische DifTerential ▼ereinfacht sich, wenn von 
der Schwerkraft abgesehen werden kann; dann gilt: 



einführen, (las^ zur Zeit / = 0 die ( iescliwindigkoit des Punktes 
gleich Null ist, so erhielte man C = cc, d. Ji,, es würde V immer 
gleich Null hleiben. Dies ist erklärlich, denn wenn die Geschwindig- 
keit verschwindet, so fehlt auch die Zentrifugalkraft, und ist N und 
damit die Reibung, wie auch die Beschleunigung, gleich Noll; nm 
sonach hier eine Bewegung zu erhalten, rauss eine — gleichviel wie 
kleine — Anfangsgeschwindigkeit gegeben sein. Dann ist: 

Aber diese Gleichung gilt nicht unbegrenzt, sondern nur bis 
zu dem Zeitmomentt wo die Lineargeschwindigkeit «les Punktes V 
gleich ist der Lineargeschwindigkeit des Ringes \\ = Rro; ist diese 
erreicht, so ist der Punkt in relativer Kuhe zum Ringe, die Reibung 
verschwindet plötzlich, und damit die Beschleunigung; die Geschwin- 
digkeit bleibt constant gleich 1',. Die Zeit T, die vergeht» bis der 
Punkt die Bewegung des Ringes theilt, ist: 



Wie die gleitende Reibung, so ist auch der liuftwi der stand 
eine Kraft, welche die Eigenthttmlichkeit hat, jederzeit der Be* 
wegungsrichtung entgegengesetzt zu sein, sich also erst durch die 
Bewegung vollständig zu bestimmen; abweichend aber ist, dass sie 
der Grösse nach mit derjenigen der Geschwindigkeit varürt Das 
strenge Gesetz, welches diese Abhängigkeit ausdräckt, ist noch nicht 
gefnnden; es ist nicht unmdglich, dass nicht nur seine Constanten, 
sondern auch seine Form ?on der Gestalt des bewegten Körpers 
abhängen; wir wollen dafür kurz schreiben: 



Lui mit einem solchen unbekauuten (resetz rechnen zu können, 
setzt man hier, wie in vielen anileren Fällen, kleine W'cithe (hr 
Unabhängigen voraus, denkt sich dann die unliek.inute B^unctiou 
nach Potenzen derselben entwickelt, etwa in der Form; 



und beschränkt sich auf die niedrigsten Glieder der Reihe. Die 
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BeobachtuDg bat in jedem einzelnen Falle zu entscheiden, wie weit 
man liierbei zu gehen hat» um eine bestimmte verlangte Genauigkeit 
der Üebereinstimmnng zu erhalten. 

Wir wollen uns auf die ersten beiden Glieder beschränken, 
(1. h. die Geschwindigkeit so klein denken, dass schon das dritte 
tilied vernachlässigt werden kann; es ist dabei stillschweigend voraus- 
gesetzt, d;iss der Factor des zweiten Gliedes» also {äFfä y)v =uj von 
Null verschieden ist Wir führen ferner ein, dass für verschwindende 
Geschviindigkeit auch kein Luftwiderstaad stattfindet, eine Thatsache, 
die sich leicht dadurch beweist, dass ein einfaches Pendel immer 
die gleiche Knhelage annimmt» von welcher Seite es auch dieselbe 
erreiche. 

Dadurch bestimmt sich das erete Glied F„ zu Null, und mr 
erhalten für den Luftwiderstand eine iineäre i^^mction der Ge- 
schwindigkeit» geschrieben: 

(A) - /•. K, 

woiin ff die Constante des Gesetzes, für ein und denselben If assen- 
punkt unverftnderlichy aber von einem zum anderen wechselnd zu 
denken ist 

Die Contponenten dieser Kraft erhalten wir nach dem Vorstehen- 
den aus {K) durch Multiplication mit den negativen Bichtungs- 
Cosinus des Bahnelementes dxfds, dj/jds, ilxids; dabei bedenken 
wir, dass V^dsfät die Gesammtgesuhwindigkeit ist und dxjdi^u, 
dj/ldi ^ Vf dxjdt « iir die Geschwindigkeitscomponenten sind. Wirkt 
tasser dem Luftwiderstande noch parallel der + j^Axe die Schwere, 
so erhalten wir die folgenden Bewegungsgleichungen: 

du . 

"»-äf — /•», 

^ di ^ + ^9'-fw> 

Oi^lben sind einfachster Art und integriren sich nach dem 
Schema c) auf S. 69. 

Bezeichnet man mit fi„ v„ die Werthe der Geschwindig- 
keiten für I n 0, so erhalt man: 




und liieraos, wenn mau nocli die Aaiuijgswerthc der Coordiuateu 
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« - «. + (1 - .-«'-), j = + 'y- (1 - .-"'•), 
» _ + f »i + "1 _ y ] (1 _ .-/<'-). ' ' 

Ans den ersten beiden Formeln folj^ (j- — ü,) : — ?/4 = : tv, 
tl. h., licr Punkt bleibt bei seiner Bewegung stets in der dureb die 
Jvicbtung der Anfangsgeschwind i;;kcit gelegten verticalen Ebene. 
Wählen wir dieselbe zur AZ-Ebeiii\ d. b. setzen i\ = 0, und legen 
wir den Coordiuatenunfaug iu den Ausgangspunkt, d. h. setzen 

= — 0, 

SU bleibt auch v uud y stets gleich Null, und wii* haben uur: 

7).-'"-. 

Mit wachseuder Zeit nähert sich die horizontale Geschwindig- 
keit der Qrenze Null, die verticale der Grenze gmjf^ die ganze Be- 
wegung Terwandelt sich in einen Terticalen gleichförmigen Fall. Für 
kugelförmige homogene Massen ist dabei f als nahezu dem Quer- 
schnitt proportional anzusehen; die Masse ist dem Yolnmen pro- 
portional, das Verh&ltniss fjm wird also indirect proportional mit 
dem Eugelradius sein. Daraus folgt, dass kleinere Kugeln lang- 
samer fallen, als grössere derselben Substanz, und dass die Geschwin- 
digkeit mit verschwindendem Badius auch Terschwindet Daher 
werden die sehr kleinen Wassertröpfcheo, welche den Nebel bilden, 
trotz der Wirkung der Schwere von der Lufl scheinbar getragen. 

Die Betrachtung der Ezponentialgrossen zeigt femer, dass diese 
deünitiTeD Geschwindigkeiten Null und gmlf um so schneller bis 
auf denselben Bruchthefl der Anfangsgeschwindigkeiten erreicht 
werden, je kleiner der Badius der Kflgelchen ist 

Die grösste horizontale Entfernung, die in Folge der Anfangs- 
geschwindigkeit überhaupt zu erreichen ist» bestimmt sich » mu^lf; 
sie nimmt also mit wachsendem Widerstand ab, und ist — Kugeln 
gleicher Substanz yoraosgesetzt — für die kleinsten aach am 
kleinsten. 
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Die Gleichung der Bahn ergiebt sich durch Elimination der 
Zeit in der Form: 



§ 11. Lebendige Kraft, Arbeit, Potential, Energie. 

Wir gehen aus von dem ersten der S. 62 angegebenen aUg&< 
meinen S&tze^ der in der Formel 

m-^-i' (77) 

enthalten ist und dabiu lautet, tlass die Coniponeiitc der B«»"«clil('u- 
nigUDg eines Massenpunktes nach der Bahnrirhtung mnltiplirirt mit 
seiner Masse gleich ist der (Te«»amMitconip()nt;ute der ausgeiibten 
Kiäile parallel der Balm; wir multiplicircu (77) mit der Identität 

ond schreihen das Beeultat 

d(^) = i'<«*. (77) 

5Ian nennt nun das rrorluct \tn = „die lebendige Kraft 
des Mas<ienpunk t es'*, das Produrt Pds — d 1 „die von den 
wirkt rnUn Kriil'tcn dein Masseiipunkt während dt ge- 
leistete Arbeit'^ und bezeichnet die Formel 

d^f^dA (77") 

als „die Gleichung der iebt ndijj;on Kraft für einen Massen- 
piinkt". Sie lässt sich in die \\ urte fassen: der Zuwachs der 
lebendigen Kraft während '// ist ^'leieli der in dergleichen 
Zeit an dem Massen piinkt 1 e i s t e t en Arbeit 

Hierbei ist zu bemerken, daös die Arbeit d u4 im Allgemeinen 
si( Ii nicht in Form eines DitlVrentiales, d. h. der während dl stiitt- 
fiiitlenden Aenderung einer P'uiH tirtu von t darstellt, sondern allein die 
Bedtüiuni; einer unendlich ku inen (irösse hat, die einen bestimmten 
v«»n di unabliiingigen Grenzwertl» des V erhultnisHes dA <lt liefert. 
Grossen ähnlicher Art sind uns bereits früher begefxnet. Die in 
§4 benntzten Strecken fVc, \\ inkel f)if , Zusatzgescliwindigkeiten 
^ r tind ihre Componenten A//', Öv, Öw waren keine Differentiale, 
sondern nur allein nnendlieli kleine Grössen, die, dureli eine gewisse 
onendlieh kleine Zeit Ar dividirt, bestimmte endliehe, von fVr un- 
ftbhängige (Quotienten ergeben. Der Untersclued zwischen den beiden 
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Gattungen unendlich kleiner Grössen, dir sieh auf dasselbe Zeit- 
element dt beziehen, bekommt indessen erst jetzt bei dem Ausdruck 
für die Arbeit eine weit^'ebende Bedeutung uud mag daher hier 
UOC'b einmal naehdrücklicb Itotont "werden. 

Für die Arbeit dA können >vir nucli andere Foimen erhalton; 
zunächst finden wir, indem wir 7' als die Projeetion der Cresammt^ 
kral't A' auf die Kichtung a der Babu ausdrücken: 

dJl ^ Kcoa{K,a)d9\ (78) 

hierin können wir d a, cos {K,8) als die Projectioii des während dt 
zurückgelegten Wegelementen auf die Biditung der Kraft zuflammen^ 
fassen in die Bezeichnung dk nnd haben so: 

du4 = Kdk. (78') 

Setzen wir ferner für cos(ir| s) seinen Werth, ausgedrückt durch 
die Cosinus der Winkel von K und a gegen die Coordinateoaxen, 
nämlich: 

OOS ( A', s) «= cos {Kf x) cos (*, «) + cos (Äi y) cos («, y) + cos (Ä", z) cos («, ») 

und fiUireu weiter die Wcrthe ein: 

coe {Kf X) « A'/it, cos (A', y) » YjK, cos (A, z)^ZIK, 
cos(«,a;) ^d»lda, e08(8,y) ^dyjda, C08(«»jt] ^ dz/da^ 

so erhalten wir auch: 

duä Ädx + Ydy + Zdz. (7ö ) 

Nun ist aber jeder der Ausdrücke Xdx, Ydy^ Zdz von der- 
selben Form« wie Kdk in (78'); Jene stellen also die Arbeiten der 
drei Gesammtcomponenten dar, und mau kann die letzte Gleichung 
dahin deuten, dass die gesammte Arbeit gleich der Summe der 
Arbeiten der einzelnen zu einander normalen Componenten ist 

Endlich können mr X, T, Z noch durch die Componenten .Y^ 
y^, der Einzelkräfte ausdrücken und schreiben: 

dJ^^iX.dx^ Y,dy + Z^dx), 

was nach (78") auch identisch ist mit (78 ") 

dA^:^dj,, 

Diese Formel spricht den allgemeinen Satz aus, dass die ge- 
sammte Arbeit eines Systemes beliebiger Kräfte gleich ist der Summe 
derjenigen Einzelarbeiten, welche die, gleichviel wie gegen einander 
gelegenen, Einzelkräfte in der gleichen Zeit leisten. Ihr entspricht 
die allgemeinere Gestalt der Gleichung der lebendigen Kraft: 

d^^^dj^, (79) 
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Wendet man dieie Fonuel auf ein endliches ZeitinterTaU an, 
indem man de Ton einem Zeitpunkt <i bis su einem anderen U inte- 
fpti, und beteichnet man die t, nnd i, entsprechenden Wttthe der 
lebendigen Kraft mit und so findet sieh: 



t ili den Sinn dieser Gleichung darzolegen, wenden wir sie auf 
den Fall an, dass sich ein Massenpuukt firei oder auf einer festen 
OberHäche oder Curve nnter der Wirkung der Scliwerkraft und der- 
jenigen einer der Bewegung entgegengesetzten Widerstandskraft be- 
vegt) welche einer Potenz der Geschwindigkeit proportional ist 

Die Arbeit der Schwerkraft hei einer Verschiebung ds, deren 
Projection auf die nach unten podtiT gerechnete Z-Axe gleich d» 
ist, wird nach Formel (780 gleich m g dz, diejenige der Wider- 
standskraft gleich —fV'ds, die der Beaction einer festen Bahn 
Tsrschwindety nnd wir haben demgemftss nach (797 unserem Fall: 



Um die Grenzen der Integrale in Beziehung zu den Integrations- 
variabeln zu setzen, wollen wir die zur Zeit /, resp. erreicliten 
Höben über einem fest angenommenen Niveau, z. B. über der £rd- 
oberHäche, mit resp. z, bezeichnen und benutzeUj dass V^dsjdt 
ist; dann können wir schreiben: 



l)ie liier rechts neben einander stehenden beiden Arbeiten haben 
einen sehr venschiedenen Charakter. 

Wir bemerken, dass die Integration des ersten (Jliedr^ sich 
ausführen iässt, ohne dass wir dir BewegnngsL'f'srtze des Masscu- 
punktes entwickelt haben; ihr Resultat, näiiilicli mr/(?, — ; ) ist 
lasser von dem (iewirbt des ^fnssenpnnktes nur abhängig von der 
Differenz seiner verticaleii Coordmaten zu Anfang und zu Ende der 
Periode (/, — t). aher weder von der Z^it (/ — f.) selbst, noch von 
der Bahn, weleiie wiihreud dieser it (iurchlaufen ist, nocli von 
der Ge*»chwinf1i'4keit, welche währt n l iieser Zeit stnttgefun«len hat 
Kurz gesagt i^t der Werth nur von der Hüheaditiereuz — an 

W. VaioT, M««b*uik. Zweit« AuA. S 




(79') 




H k 
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den QreDzen der Periode U^txt aber nicht von den ZastSnden 
in der Zwischenzeit abhängig. 

Demgegenüber ist das zweite Integral erst ausfahrbar, wenn 

das Bewegungsproblem gelöst ist, nnd wir die Geschwindigkeit des 
Punktes als Function der Zeit kennen; sein Werth bestimmt sieb 
also nicht nur durch Anfangs- und Endort, sondern audi durcb die 
Zwischenzustände, oder, anders' ;iii>?gedrückt, durch alle die Umstände, 
welche auf den ganzen Verlauf der Bewegung Einfluss haben, wie 
die neben dem Widerstand noch wirkende Schwerkraft, die Gestalt 
OTentueller fester Bahnen, die Bichtang nnd die Grösse der Anfangs- 
geschwindigkeit u. dergl. 

Gemäss der vorstehenden Erörterung untersdieiden wir die anf 
einen Ma^senpunkt wirkenden Kräfte in zwei Gattungen oder Clausen, 
je nachdem ihre während eines Zeitelementes geleistete 
All f it dA die Form eines Differentiales narh der Zeit 
besitzt oder nicht. Für die ersteren ist die während endlicher 
Zeit geleistete Arbeit nur abhängig von den Zuständen am Anfang 
und am Ende, für die letzteren auch von den dnrchlaufenen Zwischen- 
zuständen. 

Um die cliaraktoristischen Merkmale beider Arten von Kräften 
zu finden, gehen wir aus von der I)efinitioii (78") der Arbeit, die 
wir, um gewisse Uoberlegnni^pn klarer herYortreteu zu lassen, zu- 
nächst in der äquivalenten Form: 



schreiben, nnd fragen nach der Bedingung dafür, dass die rechte 
Seite ein Differential, resp. eine Variation nach der Zeit ist, falls 
SXfdpfdz dem Zeitelement dt entsprechende Incremente bezeichnen. 
Wir sehen zunächst von der Annahme ab, dass die von uns 
betrachteten Kräfte nnr die Zeit, die Ooordinaten nnd die Ge- 
schwindigkeiten enthalten sollen, und nntersnchen demgemäss die 
allgemeinste Variation einer Function 0, die t, x, z, u, w und 
auch die Differentialquotienten von u, c, w enthält» welche letztere 
wir durch die oberen Indices bezeichnen wollen gemäss dem Schema 

Dann schreibt sich: 




Wir benutzen nun, dass nach der Bedeutung von x 
dt = -rfF 
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gilt, da ja die Differenz der Variationeii der X-Coordinaten des 
Mmpunktes in zwei um dt entfernten Momenten durch die Zeit 
dt dindirt identiBch mit der Variation der G^eschwindigkeit ist» und 
haben demgemta folgende identieohe Beziehungen: 



90 , d d0\ jt d 80 

dt \ dx ) dt Ox' 

d , B0\ d d d0\ . ^ 
-di[^^ ex"l-dtrdt dx"j + '^^ 



d 0 ^ ,„ d i\ , d0\ „ rf d0 



l „ d0\ d i ^ . d d0\ ^ . , 



dU„d0\ d ,d d0\,d (j, d' d0\ . d^ 90 



Hiemach kann man aus der Formel für <) bilden: 



S0 *i 8 0 (T d 0 _ iP 0 1 , 



bx dt djcf ' dai' di' bxl' 



V iu 90 j., << r. (d0 d 60 , d* 90 - \ ^ 

+ Ul?^-"df aV'=*^•••j+••• 
Die auf die y- nnd ;t>>Coordinaten sich beziehenden Glieder aind 

hierin fiberall nnr angedentet Man erkennt Folgendes. 

Sind unter den Variationen S die wiUirend der Zeit dt in Folge 

der wirklichen Bewegungen eintretenden Veränderungen verstanden, 

iat also: 

dx^^dty Sa^^aTdt, dixT ^ af" dt , , , 

und ist diilitT auch Ö 0 = {d(l* f d t)(l f , m hat in der letzten Gleicliung 
Unter dtT einzigon B^'<linf^u^^^ (]n<<< f/-» dip Zeit t nicht ont- 
bäil, di»' nn-liU^ Seite stets die Furui eints hiHt'if^ntiaU's nnrli der 
Zeit niid gicht l)ei Integration von hif=? f. « iiien Wt^iLli, 'Um- nur 
^ori den Zuständen in und It, nicht aber von zwi^cheniiegeuUeu 
abhängt 

»• 
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Deutet man daim die Fäctoren von Sx, Sy^ B» tÜA Aoadrflcke 
für die negatiren Kiaftcomponenteiii so gelangt man sn folgendem 
Kefloltate: 

Exiatirt eine Fanction 0 der Goordinaten dea Massen* 
Punktes und beliebiger ibrer Ableitungen (das Potential 
im weiteren Sinne des Wortes), durcb velche sieb die auf 
jenen wirkenden Eraftcomponenten in folgender Weise 
ausdrücken: 





dat 




d 80 
dt daf 


rf« 80 

df a*" 




d* 80 
dt* daf" 




r = 


80 


+ 


d 80 
dt dt 


df et* 


+ 


rf» 80 
df 8 t*' 








+ 


d 80 

dt 8%* 


80 

df BisT 


+ 


d* 80 

df 8%*" 





so besitzt jederzeit die von ihnen bei der Bewegung des 
Mnsscnpnriktos willirend der Zeit d i geleistete Arbeit dJ 
die Form eines vollständigen J ) ifferentiales nach der Zeit 
von einer Function — /7, die gegeben ist durch 

TT dl ' (80 d 80 , \ 

180 d 80 , V tatvx 
..{80 d 80 . \ 

lä«^'~d7 öi^=*=**V 

r)iL' DilVerenz derWerthe lier Fuiittirai — /7für einen beliebigen 
Anfangs- und Endzustand giebt demj^cinliss direct den Werth der 
Arbeit an. die von jenen Kräften zu leiati ii i^t. um den Massenpunkt 
von dem einen Zustand zum anderen überzuiuiiren. 

Die in (80) enthaltenen Ausdrücke fiir die Kraftcomponenlen, 
welche die Arbeit zu einem Zeitdiü'erential machen, sind aber noch 
nicht die allgemeinsten, insu fern noch Glieder A'„ F^, Z„ hin- 
zugefügt werden können, die überhaupt keinen Antheil 
zur Arbeit liefern. Solche sind in allgemeinster Form die nach- 
stehenden 

X^^vF^-^wFt, Y^-UfFfuF^ Z,=:uFt^vF,^ (80") 

wobei die drei Functionen F,, /'U F, keinerlei Beschränkungen 
unterliegen. In der That, bildet man die Arbeit dieser Componenten 
nach dem Schema (78") unter Rücksicht aut die Wertbe dx^ udty 
dy = vdtj dA, = wdt, so erhält man identisch Muli. Dies drückt 
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nach (78) ani, dass die Resnlturende K jederzeit Dormal zur 6e- 
schviDdi^eit V steht Die Beaetiotien ruhender fester Bahnen fallen 
unter dies Schema, nicht aber die hewegtor. 

Nach dem Gesagten ist der in (SO*) angegebene Ausdruck von II 
der allgemeinste, obwohl erst die Comhination der Formeln (80) und 
fßiar) die allgemeinste Form der ComponentMi X, Z liefert Wirken 
Btm mehrere Krftfte ÄJ^, denen Terschiedene Functionen ent- 
ijnechen,^ so ist nach (78'") ihre Arbeit 

dA^JSdA^^ -d:^n^ = ^dll, (öl) 

wenn i7 nun kurz ftür ^Ilf^ gesetzt wird. Demgemfiss nimmt die 
Gleichung der lebendigen &aft (77") die Form an 

d(Hf-\-n) = 0, d. h. n= Const {Si) 

El encheinen also ^ und n als die Terftnderlichen Theile einer 
einiigen, bei der Bewegung des Massenpunktes unveränderlichen und 
flomit filr den Vorgang charakteristischen physikalischen Grösse, die 
man die Energie E des Punktes unter der Wirkung der 
Kräfte Ki^ nennt, indem man schreibt 

W+IT^Ef äE^O, d.h. Const (81) 

V führt dabei auch den Namen der kinetisc hen- oder Bewegungs- 
energie, n den der potentiellen oder K raftonergie. 

Da Massenpunkte unter der alleinigen Wiikini«^ von Kräften, 
«eiche ein Potential haben, eine unveränderliche Energie besitzen, 
so nennt man derartige Kräfte conservativ. 

Wir schliessen diese allgemeinen T > iH rlogiiiigoii mit einigen 
B* III* rkungen über die Dimensionen und die Eiuht»iteu der in diesem 
AUchnitte neu eingetlilirten Functionen. 

Ar})eit, lebendige Kraft, Potential, Energie sind mit einander 
sänimtlich durch Additions- oder Gleichhrits/.eichen verbunden, sie 
besitzen somit auch sämmtlich die gleicliou Dimensionen. Madi der 
i'onnei (78) erhält man sogleich 

= [ V/] = [ 0] « [H] = [E] = [m l' /-]. (8 1 "') 

Aus derselben Gleichung ergicbt sich als die wissenschaft- 
liche Einheit der Arbeit — und hiermit der übrigen verwandten 
Grössen — diejenige Arbeit, welche eine Kraftoinheit (eine Dyne) 
bei der Verschiebung ihres Angriflspunktes in ihrer Kichtung um die 
Längeneinheit (1 cm) leistet, oder die aufgewendet werden muss, um 
einen Massenpunkt, auf den eine Dyne wirkt, deren Richtung ent- 
gegen am 1 cm zu verschieben. Diese Einheit wird Erg genannt 
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Die technische Arbeitseinheit ist, gemäss der auf S. 68 mit- 
gethcilten Di-tinition der teclmischen Krafteinheit, diejenige Arbeit, 
wt lrlie erforderlich ist, um im Meercsnireau unter 45^ geoi^'mjihischer 
Breite die Masseneiiiheit (1 kg) der Sdiwcre entgegen um die Längen- 
einheit (1 m) zu heben. Diese Einheit wird Kiiogrammmeter 
genannt. — 

Wir wenden uns nun wieder dem frQlier stete allein Tomus- 
gesctzten spedellen Falle zu, dass die Kräfte nur von den 
Coordinaten und deren ersten Ableitungen abhängen, liier 
muBS nach (80) 0 die sämmtlichen Ableitungen der Coordinaten 
lineär enthalten, und zwar die ersten in Functionen von x, y, %, die 
höiieren in Constanten multiplicirt; die letzteren würden dabei nach 
(80) auf die Werthe der Kräfte gar keine Wirkungen äussern und 
können ignonrt werden. Man kann deshalb als den allgemeinsten 
mit unserer Annahme Terträglichen Werth Ton 0 den Ausdruck 
bilden: 

<t> = + «9>i + t?y. + w^Pii 
worin die (p\ nur die Coordinaten enthalten; daraus folgt dann: 

d» \dy dz ß \diB B% } 
Y + f. f t'^' - ^•^') - u { - ] 

dy * \dt dy I \dy dx j 



2— 7* 
0 X 



Die von <f ,, ff » abhängigen Glieder lallen ersichtlich unter 
das Schema (SO'^, wir können sie sonach hier fortlassen und mit 
X,i y*t vereinigt denken, wobei nun unter F^, F„ in Ueber- 
einstimmung mit der obigen Annahme beliebige Function von I, 
tfy «, u, V, w zu yerstehen sind. ^ wird jetzt mit II und ^» 
identisch. 

Hiernach sind wir zu folgendem Resultat gelangt: 
Kraftoomponenten, welche nur von den Coordinaten 
und den Geschwindigkeiten abhängen, ergeben die während 
eines Zeitelementes dt geleistete Arbeit in Form eines 
Differentiales nur in den beiden Fällen, dass sie 

a) ein Potential 0 ])esitzen, welclios <'int* Function der 
Coordinaten allein ist (das Potential im engeren Sinne), 
und durch dasselbe gegeben sind gemäss den Beziehungen: 

jr— i*, r— t*. t*, (82) 
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b) den Werth der Arbeit zu Nall machen, wozu noth* 
wendig und hinreicli rii d ist, dass die Richtung ihrer 
Besaltante normal zu derjenigen der Bewegung stfht. 

Dauiit ein Potential (specieller Art) ezistire, ist erforderhch 
die Erfüllung d* r Bedingungen, welche sich aus den rorstehenden 
Gleichungen durch Ehmination Yon 0 ergehen, nämlich: 

damit die Resultante der Kräfte uormal zur Bewcgungsriciitung 
stehe, ist erforderlich, dass gelte: 

Am + Yv + /.w==0, (82") 

Da Dir die Kräfte der jetzt behandelten speciellen Art das 
Potential 0 und die potentielle Energie 77 identisch sind, so nehmen 
hier die Gleichungen (81) und (81") die Formen an 

dJ = 2:d.^, dJi: = - d c/>, 

Die Erikfte, welche der Bedingung (82") genOgen, kommen in 
diesen Sätzen gar nicht vor, sie geben somit auch keinen Beitrag 
mr Energie des Punktes. Sie bieten überhaupt der allgemeinen Be- 
handlung geringeres Interesse. Zu ihnen gehOrt ausser der Beaction 
fester reibungsloser Oberflächen und Gurren in der Natur wohl nur 
noch die Wirkung, die ein bewegtes elektrisches Theilchen in einem 
Msgnetfelde erleidet Dagegen spielen die Kräfte, welche ein Boten- 
Üsl 0 im engeren Sinne des Wortes besitzen, in der Physik eine 
ausserordentlich grosse Bolle, und wir wenden uns jetzt ihrer näheren 
Betrachtung zu. 

Das Potential tf» wird durch die Formeln (82) definiri; da die 
Kraft K ein polarer Vector ist, so muss 4> nach S. 17 eine scalare 
Function der Coordinaten sein, die bei Umkehrung aller Coordi- 
natenrichtnngen ihr Vorzeichen nicht ändert Der Zusammenhang 
zwischen 0 und A" ist ein erstes wichtiges Beispiel ftir die in der 
Einleitung besprochenen Beziehungen zmschen einem Scalar und 
einem Vector, einem sralaren und einem vectoriellen Feld. 

FOr 0 selbst folgt aus (82) der Ausdruck 

(D=^C-J {Xdx + Ydy + Zdt)y (83) 

iri dem C eine lutcgniüoiusconstante bezeichnet. Mau bestimmt (\ 
indem man an einer Stello 0 des Raumes 0 einem vorgeschnel)enen 
Werthe, etwa der .Nuii, gleich macht. Im letzteren Falle rechnet 



Digitized by Go ^v,i'- 



isa 



Mechaiuk. materieller Punkte. 



man also mit der Differenz des Poteutiales an einer beliebigen Stelle 
und dem Punkte 0. 

Da - 0„ nach (82"') die Arbeit darstellt, welche die 
Kraft K liei der Ueberfüiirung des Massenpui'kti s von {\^ nach (U) 
leistet oder welche das Entire crentre setzt* ilrrjeingen Arbeit ist, die 
zur Uebertühninir des Punktes entgegen der Kraft K aufgewandt 
werden nmss, so ist damit eine einfache Deutung des Worthes von 
0 bei dieser Oonstantenbestiininung gegeben. 

Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen dem Potential- 
feld und Kraftfeld, d. h. zwischen dor räumlichen Vertheilung des 
Potentiales und derjenigen der Kralt i^'^mäss den allgemeineu Kesul- 
taten von S. 9 geoniotrisch veransclmulK }ien. 

Da 0 eioe Function der Coordinaten allein ist, so stellt die 
Gleichung 

<2) « 0, (88') 

VQter 0 eine Gonstaate Tontanden, eine Oberfläche dar, auf der das 
Potential überall denselben Werth hat; man nennt sie eine Potential- 
fl&che. Oonstrnirt man die ganze Schaar von Oberflächen 
(I^Kc, welche um immer gleiche Beträge 8o yon — oo bis 
+ OD wachsenden Werthen von e entspricht, so liegt die 
Kraft 

an jeder Stellep normal zu der sie sclineidenden Potential- 
fläcbe, von grösseren zu kleineren Werthen <i> hin, und 
bat die Grösse Sc dividirt durch den normalen Abstand 9n 
der in p einander benachbarten Flächen ^ — e, ist also 
mit dn indirect proportional. 

Die senkrechten Trajectorien des Systemes von Potentialflächen, 
welche hiernach an jeder Stelle dnrch die Bichtnng ihrer Tangente 
die Bichtung der dort wirkenden Kraft angeben, heissen die Kraft- 
linien des Potentialfeldes. Ihre Differentialgleichnngen sind 

. , . d0 dtp d(t> /oo//^ 
" ax dy d* ^ * 

Legt man durch alle Randpunkte eines Flächenelementee ihre 
Kraftlinien, so entsteht ein Ganal, den man als Kraftröhre be- 
zeichnet 

Ausser dem im Vorstehenden dargethanen Nutxen zur Verw 
aoschauliehung einer Kraftrertheilung im Baume bietet die Ein- 



Digitized by Go -v^i'- 



§ II. Lebendige Kraft, Arbeit, Potential, Energie. 137 



lllbning der Potentialflächen Vortbeile tat VerdentiichuDg gewisser 
Gttetem&Bsigkeiten der Bewegung und des Gleichgewichtes eines 
jener Kraft unterworfenen Massenpunktes. 

Die eine ist in der Gleichang der lebendigen Euraft 

f»0+V»Const 

enthalten und p;eht dahin, dass ein unter der Wirkung eines Poten- 
tiales bewegter, übrigens freier oder beliebig an eine feste Ober- 
tlÄche oder Curve gebundener Mtissenpunkt eine jede Potential^ liehe 
stets mit derselben Glesch windigkeit passirt oder berülirt. Sie stellt 
grosse Erwf itfiun;: des S. 98 nur für den ganz specieilen 
Füll (ier Bewegung unter der Wirkung der Schwere abgeleiteten 
Satzes dar. 

Die andere ergiebt sich ans den S. 58 aufgestellten allgemeinen 
Bedingungen des Gleichgewichtes. Ist der Punkt frei und nur 
einem Potential im engeren Sinne des Wortes unterworfen, so ist 
die Bedingung, welche seine Gleichgewichtslagen detinirt, nach (82) 
das Verschwinden der Ableitungen von 0 nach den Coordinaten. 
Die Formeln 

»*-o, 4*-o, 4*-o 

bestimmen aber bekanntlich die Stellen grösster oder kleinster 
Werthe Ton 4>. 

Ist der Punkt an eine feste OberHächc oder feste Cni-ve ge- 
bnnden und ausserdem unter der Wirkung eines Potentialen, so er- 
geben die Resultate TOn S. U6 zusammen mit Gleichung (83"'}, dass 
die Qleicbgewichtslagen in die St^en grüsster oder kleinster Poten- 
tialwertbe auf der Flftche oder auf der Curve fallen. 

Bedenkt man, dass nui h (82) die rcsultirende Kidll iiiimer von 
grösseren zu kleineren Potcntialwerthen gerichtet ist. und dass ein 
Gleichgewichtszustand stabil (h]vv labil ist, je nacbileni der Mas&on- 
jmnkt bei einer unendlich kleinen \'erschiebung dureli die entstehende 
Kraft zurück- oder hinweggetührt wird^ so erkennt mau die Gültig- 
keit des Satzes: 

Für einen nur unter der Wirkung eines Potentiale» 
iteht inh n freien oder an eine feste OherfUu bc oder Curve 
gebundenen Massenpunkt sind die ihm /.ugebörigen Orte 
■tabilen oder labilen Gleichgewichtes durch die Punkte 
kleinster oder grösster Potential werthe gegeben. 
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§ 12. Bewegung eines Masseupunktes unter der Wirkimg eine« 

ruhenden Wirkungscentrums. 

AIb Centraikräfte allgemeiner Art bezeichnet man ur- 
sprünglich solche auf einen Massenpunkt auflgettbte Krttite, die immer 
nach demselben Punkt im Baume, dem Wirknngscentrnm, hin 
gerichtet sind. Wir unterscheiden Ton ihnen die Centraikräfte 
speci eller Art durch die zu der obigen tretende weitere £igen- 
schafty dass ihre Grösse allein von der Entfernung des Massen- 
punktes von dem Wirkungscentrum abhängt 

Das Wirkungscentram wird in der Begel gleichfalls von einem 
Massenpunkt* eingenommen, der als der Ausgangspunkt der Centrai- 
kraft erscheint, da letztere mit der Beseitigung dieses Massenpunktes 
rerschwindet, mit seiner Veränderung wechselt In diesem Falle 
pflegt die auf den ersten Massenpunkt ausgeübte Kraft auch dann 
noch dauernd nach dem das Wirkungscentrum reprfisentirenden 
zweiten hin gerichtet zu sein, wenn dieser sich bewegt Man gelangt 
so zu der Vorstellung bewegter Wirkungscentren. 

Die Verhältnisse der Bewegung werden besonders einfach, wenn 
nur ein Wirkungscentrum vorhanden ist und dasselbe seinen Ort 
nicht ändert — der Fall, auf welchen wir uns nach der üeber- 
Schrift zunächst beschränken — ; es lässt sich nachweisen, dass in 
diesem Falle stets ein Potential für die wirkende Kraft existirt^ 
und das Problem erscheint daher als ein einfaches Beispiel zu den 
allgemeinen Entwickelangen des vorigen Abschnittes. 

Liegt der Ooordinatenanfang in dem ruhenden Wirkungscentrum, 
und befindet sich der Massenpunkt an der Stelle Zf z, 9o ist die 
Entfernung r der beiden gegeben durch: 

=3 a;' -f t/ -f. x\ 

Da ilio Kraft in der Richtung von r liegen so folgt, wenn 
man ItUWro nach dem , Coordinatenaufaug bin positiv rechnet: 

».-f^-A = -jrf m;;,»=r— A-s, «^-/--Ä^i (84) 

dabei ist K in üebereinstimmung mit dem S. 14 allgemein Gesagten 
das positive oder negative Vorzeichen zu geben, je nachdem die 
Wirkung in einer Anziehung oder einer Abstossung besteht 
Wir bemerken nun, dass 

also 

A=-.A'?^, l^-A'-fü, Z 
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Iii; iT ab Fanction von r allein l&sst sieh aneh BchreibeD: 

and daher ist: 

y. d0 y. 90 „ 90 

o» ' 9y ' 9x 

Jede Centralkraft specieller Art K besitzt ein Poten- 
tial TOD dem Werth 

0^jKdr-^C. (84) 

üeber die BestiininuDg der Gonstanten C ist S. 1S5 gesprochen. 

Nach ileiii im vorigen Paragraphen KriUtürten ist daher für 
reutraLkriifte der vorausgesetzten Art eine integrable Combinatiun 
der Bewepungsyk'ichungen ganz allgemein angehbar, nämlich die 
Formel d £ = 0) =: 0, welclie durch Integratiou liefert: 

E^W-^^^e,, (84") 

Es ist nun eine sehr benierkenswerthe Eigenschaft dieser Kräfte, 
dasä lür dieseU f II auch die nhrigen zur vollständigen Lösnng dos 
Bewp^ungsprohl. im s erfoniei liehen iutegrabeln Combinationen ganz 
allgemein aufgestellt werden können. 

Die eine erhalten wir durch die Anwendung des Satzes, dass 
'lie Kraft stets in der Osciilationsebeno der Bahn liegt; denn aus 
ihm folgt ohne alle Rechnung durch die einlache Anschauung, dass 
der bewegte Massenpunkt stets in der Ebene bleiben mu^s, welche 
Wirkungscentrum, Aufaugslage und Anfangsgeschwindigkeit des 
Massenpunktes enthält Man braucht, um dies einzusehen, nur von 
Zeitelenient zu Zcitelement fortzuschreiten und zu bedenke'!, dass 
die Ebene durch zwei benachbarte Bahnelemente stets das Wirkungs- 
centrum enthalten muss. Die Gleichung der Balmebeno ist als ein 
zweites Integral unserer Gleichungen anzusehen. 

Laasen wir die Ay-Ebene mit der Ebene der Bahn zusammen- 
CiUen^ so ist jetzt nur noch eine integrable Combination der Be- 
wegmig^gleichungen aafzusuchen. Diese letzteren lauten jetzt: 

M ^ SS — Jjr = — ^ > f r =s j; 4. y ist; 

multiplicirt man sie resp. mit y nnd x und subtrabirt^ so erhält man: 

''^-»^-0, (85) 
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und diese Formel hat die Gestalt eines Differentialqaotieiiten nach 
der Zeit} denn sie ist identisch mit: 



J 
ä 



(rfy äx\ d , \ A 



Letztere Gleichimg hat eine 
einfache Bedeutung; z-.^undx-H«''^ 
y + rf^ sind die Orte des Massen- 
punktes zur Zeit i und t di; 
*dx4r^ \{xdy- ydz) ist die in der Fig. 1 6 
schraffirte Fläche, die vom Badios- 
yector nach dem Wirkungscen- 
trum in der Zeit dt bestrichen 
wird; durch di dividirt, ist sie 
die FläcliPn^TPschwindigkeit, 
d. h. die Geschwindigkeit, mit 
welcher die von der Bahn, einem 
festiMi und dem mit dem Massen- 
punkt forträckenden Radiusvector 
begrenzte Fläche mit d« t Zeit wächst. Nennen wir diese Fiächen- 
geschwindigkeit 12; so ist die obige Gleichung: 




di 



B 0; sie giebt integrirt ü^bc. 



(85") 



uinl sagt aus, dass bei den Letraolitoten Centraibewegungen die 
Fl&chenbeschleunigung gleich Null, die Flächengeschwindigkeit also 
constantist; mau bezeichnet diese Gleichung als den Fläch ensatz. 
Bemerken wir, dass bei der Ableitung dieses Satzes nur die Kich- 
tungf nicht aber die Grosse der wirkenden Kraft in Betracht kam, 
so können wir dem Satz di t »Igeude allgemeine Fassung geben: 

Bei einem unter der Wirkung einer Centraikraft all* 
gemeiner Art bewegten Massenpunkt bestreicht der Radius- 
vector n:u-h dem Wirkungscentrum in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen. 

Hieraus tliesst eine einfache und anschauliche Folgerung. Ist 
in der i<^igur 16 der während dt znrflckgelegte Weg, l das Loth 
TOm Wirkungscentrum auf die Richtung von ds, so ist nach dem 
Satz Ids dt fftr alle Stellen derselben Bahn eine Constante. Da 
nun ds dt^ Vf d. b. gleich der Geschwindigkeit ist» so ergiebtsich 
der Satz: 

Bei jeder Centralbewegong der betrachteten Art ist 
längs derselben Bahn die Geschwindigkeit indirect pro- 
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portional der L&nge des Lothes Tom Wirknngscentrum auf 
die Tangente der BahnonrTe in der betrachteten Stelle. — 

Wir sind also m dem Besnltat gekommen, da« ftir das Pro* 
Uem der Bewegung eines Massenpunktes unter der Wiiknng einer 
nach einem festen Gentnim gerichteten, nnr yon der Entfernung ab- 
hängigen Kraft die drei eisten Integrale durch die Gleichung einer 
Ebene, den Eneigie- nnd den Flftchensatx gegeben sind. Entere 
Formd enth&lt kieine Difoentialqnotienten mehr; sie reprftsentirt 
also bereits ein aweites Integral 

Um TOB den letzten beiden ebenfalls zn zweiten Integralen 
fortinschreiten, f&hren wir Polarcoordinaten r nnd ip mit dem 
Wirkongacentrom als Pol, gemftss Figur 16, ein und haben dann: 

in der letzten Gleichung ist die nach (84") in 0 willkQrliche Con- 
stsnte C gleich Null gesetzt» da sie sich doch nur addittv mit der 
lategrationsconstante 0. Terbindet 

Setzen wir diese Werthe in die Formel (84'") und (SS'O ein, ao 
ttbalten sie die Gestslt: 

» — fj^i — +<f=-öi. TliT"*^- 

Nach der letzteren Gleichung lässt sich dl durch r und dtf 
sQsdrQcken und dieser Wert in die erste einsetzen; mau erhält 
dadurch: 

8«v(; + ;(,';)■) + *—.. (86) 

Diese Formel zeigt, dass stets, wenn die Bahn eines Massenpunktes 
in Bezug auf das Wirkungscentrum und damit drjdtf gegeben ist, 
das Potential der Centraikraft 0^fKdr nnd da»U8 auch die 
Gentraikraft d^ßjdr berechnet werden kann. Es ist bemerkens- 
werth, dass hierzu eine Eenntniss der GeschwindigkeitsTerh&ltnisse, 
welche sonst zur Bestimmung der Kraft nöthig ist, nicht er- 
fordert wird. 

Schreiben wir die Gleichung (86) in der Form 

r \ä(p / 2 in r,* * ' 

Bad beachten wir, dass drjrdtp die Cotangente des Winkels («, r) 
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zwischen dem BahnelcmeDt da und dem Radiasvector r ist, und 0 
allein tod r abhängt, so ergiebt sie den SatSy dass die Bahn den 
Kadiusyector in der gleichen Entfeninng Btets unter dem gleichen 
Winkel schneidet 

Auligelöst nach dtp giebt die letzte Gleichung: 

± dr , 

Das Vorzeichen bestimmt sich durch den Anfangszostand und 
wechselt, wenn die Wnrzcigrosse durch NuH hindurchgeht Die 
erhaltene Formel ist von der Zeit frei, giebt also die Gleichung 
der Bahn und ist stetig sei es in geschlossener Form, sei es durch 
eine Beihe, integrabel, wenn die Kraft K und somit das Potential ^ 
als Function von r gegeben ist 

Den Ort in der Bahn bestimmt eine Gleichung, die ans der 
Yorstehenden folgt, wenn man darin nach der zweiten Formel (85 ") 
dq> durch dt ausdrQckt; man erhält auf diese Weise: 

r.^> ^ i"'^'^'^'* (86'") 
2 tn r,* " r* 



Auch diese Formel ist in direct iiitegrahler Form erhalten, 
das Bewen^nTiir^probleni ist -ilso allgemein vollständig golost bis auf 
die Ausrechnung, welehe die Kenntnis des fresetzes der Kraft A' 
verlangt Wir w(»llen dieselbe durchl'idiren für eine anziehende 
Kraft K, welebe indirect proportional wirkt mit dem Quadrat der 
Entieruung. Aus dem Warthe 

folgt unter abermaUger Vemachlässigung der additiven Constanten 
das Potential 

und die ersten Integralgleichungen lauten nach (85"'): 

^—fdr r-**" 2rf# 

Die erste dieser ( ileicbungeii ergiebt, dass c, -\- k r jederzeit 
positiv ist, und liieraiis lässt sich folgern, dass jede mit dem voraus- 
geset/teii Kraftgesetz vereiidiare Bahncnrve mindestens an einer 
Stelle den Radiusvector iionnal 8chneideu muss. lu der That folgt 
aus (86 ) bei iiliufUhruug des Wertbes von <P 



üigitized by Google 



§ 12. Eio rahendes Wirkm^seentrain. 



148 



und da das erste Glied auf der rechten Seite bei beliebigem r jeden 
poätiTen Werth annehmen kann, so iet bei jedem Werthpaar 0, und 
t, mindestens ein Werth Ton r Torhanden, für den drjrdfp yer- 
«chwindet» also die Bahn den BadiusTector senkrecht schneidet 

Wir wollen die Integrationscoustauten 0, und dadurch be- 
stimmen» dasB wir festsetzen, dass einer der Punkte, wo dies statt» 
findet, znr Zeit < » 0 passirt wird und auf dem Badinsvector <p^0 
im Abstand r r« liegt, sowie ferner, dass in ihm die Linear- 
geschwindigkeit V den Werth l\ = 6>o, die Winkelgeschwindigkeit 
^ff,'di somit den Werth to, besitzt Da der Anfangspunkt TOn I und 
tf willkürlich ist, so enthält diese Festsetzung, so lange n und <u» 
willkürlich bleiben, keine Specialisirung des Problemes. Wir haben 
demgemftss: 

uid £aUs wir dies in (86") einführen: 

± dr 



- ^dff). 



Setzt man 1 /r » (», 1 /r« so erhftlt mau auch: 

^dq 



(871 



— dif. 



Die Formel zeigt, dass dg [dtp ausser für ^ a auch noch 
terschwindet f&r 

und dass ^ immer zwischen p, und ^, liegen muss. Sind ^, und 
positiT, so ist Q und r hiemach stets endlich; ist eines von ihnen 
aegatiT, so wird q auch gleich Null, r unendlich. 
Wir können demgemass schreiben: 

V((!. - v) (e - (?») 

oud erhalten hieraus bei Einführung der Integrationsconstanten ex 



« o 



arccos 



2 



Ai«0 - y = ^ 2 ^' COS (C ± y ). 
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Ist für (f = 0 (> = (>o, so können wir o — 0 setzen and kabeu 
nach Wiedereiui'ähreu tou r: 

oder r = ^"-^^^ ; (87^ 

hierin ist 



r, + r. 



Die Bahucurve ist also ein Kegelscli nitt, bezogen auf 
eineil Brennpunkt als Pul, denn ihre Gleichung stimmt mit der 
hierfür gültigen 

P 

r = ~ 

übereiii, in welcher p der Parameter = 2 r,.r, /(/•, + r„), e die nu- 
merische Exceiitricitat = (r, — r)/(r, + r) ist. Die Halbaxen a und b 
parallel und normal zur Richtung haben, da p^h'ja, 

e = ija = ^{a' — b')ja ist, die Grössen: 

Die Bahn i8tftrik>0, d.h.ftr den Fall der Anziehimg^ eine 
Hyperbel, wenn oo > 0 > + 1 is^ eine Parabel, wenn 0 s ± 1, eine 
fillipsey wenn + 1 > « > — 1, ein Kreis» wenn 0 0, abermals eine 
Hyperbel, wenn — 1 > 0 > — od. Setzt man den Werth von in 
den Attsdmck ftbr 0 ein und bildet: 

m r„ «y<,' j 

r» + r. ^ ' 

80 erkennt man, dase 0 sich einfach durch die GrOsse der Central- 
kraft i/r/ und der Centrifugalkraft mr^ta* auf einem Kreis vom 
Radius für den Zeitpunkt ( » 0 bestimmt Die Halbaxen drücken 
sich in denselben Grössen so aus: 

a-r.— , fc*«r;^^-''^- -. (88-) 

Die Bahn ist ein KrtM'^, wenn hrii^o Kräfte gleich sind, eine 
Parabel, wenu die Centntug.'Ukkaft das Doppelte der Attraction ist, eine 
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Hjperbel oder Ellipse^ wenn lie mehr oder weniger eis das Bojvpelte 
beträgt Für den Fall der Abstossung, d. h. für ik < 0, erhSit man 
stets Hyperbeln. 

Dia Ort in der Bahn können wir bei der Einfachheit des ge- 
imdenen Resultates leicht bestimmen, ohne anf die Oleichnng (86'") 
lorfickziigehen. 



Aus 



1 4- 0 eos 9 

bestimmt sich sogleich: 

p* dtp 



(1 H- 0 eos 



(89) 



Die Rechnung wird besonders einfach, weim man statt des 
Winkels ff (der wahren Anomalie) nach Figur 17 und nach bekannten 

geometrischen Beziehungen den 
Winkel u (die excentrische Ano- 
malie), statt e (der numerischen) 
{ (die lineare Excentricität) ein- 
fuhrt 

Es ist nach der Kegel- 
schnittegleichong; 

rmmp^ er cos (pt 

darin p b'ja, e = c/a und nach 
der FijSfur rcosqp =acosu — 
daraus tolgt aber: 



r M a — acos«, 
also auch 




Fig. n. 



0 

j - — a — ecostt. 

1 «COB9 



Dies giebt diiierenturt 



p e sin <f d w . , 

rf -. ^, ■■ «smttrfti; 
nach der Figur ist aber rainip ^bsinu, also gilt: 



(l + 00009) 

«nd daher wird unsere Gleichung (89) tu 

bdu{a — icosu) r^ta^di. 
Die Integration efgiebt: 



W.T< 



h{au — «sinii) ^ r/c»«! + C. 



10 
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W&brend eines ganzen Umganges w&chst u tun 2«! die Um- 
lanftseit findet neh daher: 

r= (89' 
oder, da nach {SB)) 6' « am0*r*lk ist, auch: 



Für denselben Massenpunkt verhalten sich demnach 
bei verschiedenen Anfanojszuständen die Quadrate der üm- 
laufäüeiten wie die Guben der grossen Axen. Dasselbe gilt 
bei verschiedenen Masseupunkteii, wenn die Attractiou, die 
von dem Coordinateuaniang ausgehend angenoiumen ist, 
ihren Massen proportional wirkt, also k den Factor m 
enthalt. — 

Wir wende n nns jetzt wieder -/n hitut nllgemeinen Untersuchung 
und stellen uns die Aufgabe, zu entscheiden, welche von allen 
Centralkräften, die in endlichen Entfernungen von dem 
Wirkungscentrum nicht verschwinden und deren Potential 0 
durch eine rationale Function der Entfernung gegeben ist, 
unter allen Umständen Bewegungen in geschlossenen Bah- 
nen verursachen, d. h., welche bei beliebigem Anlangszustand den 
Massenpunkt stets nach einer endlichen Anzahl von Umläufen um 
das Wirkungscentnim in die frühere Bahn zurückleiten. Nach dieser 
Fassung der Aufgabe erscheint eine Hyperbel, obgleich in's Unend- 
liche verlaufend, als geschlossene Curve, die vcloide, obgleich 
ganz im Endlichen liegend, als im Allgemeinen nicht geschlossen. 
Besitzt die Bahncurve mehrere Zweige^ so verlangt unsere Aufgabe» 
dass jeder von ihnm geschlossen sei. 

Zur Bl antwortung dieser Frage gehen wir von der Differential- 
glficimng (6b j der BahnctTrYe aus, kürzen in ihr die Constante 2mc^ 
in c ab und schreiben bie demgemäss: 



0, das Potential der wirkenden Centraikraft, ist hierin nach der An- 
nahme eine rationale Function des Radinsvectors r allein. Da die 
linke Seite dieser Formel das Quadrat der Cotangente des Winkels 
(«, r) zwischen dem Bahnelement d» nnd dem Badinsrector r dar^ 
stellt, so ergiebt sich, wie schon S. 142 bemerkt wurde» dieser 





(90) 
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Winkel nach der Formel (90) ansscUiesslicb yon r abhängig; bei 
einer und dereelben Bahn mnes demnach in gleichen EntÜBrnmigen 
?om WirknngBcentmm die Babn den Badins stets unter demsdben 
Winkel schneiden. 

Hieraus folgt auch, dass der yom Hassenpunkt durchlaufene 
Zweig der Babn für alle Wirkungsgesetze, wdcbe im Endlichen 
oirgends Terscbwinden, nur in zwei Entfernungen normal zum Badius- 
vector stehen und somit nur ein Maximum (r,) und ein Minimum («v) 
des Badius besitzen kann; denn gftbe es noch einen dritten Werth r, 
Ton für welchen die Bahn den Badius normal schnitte, so mttsste 
nach der Anschauung in einer von ihnen die Babn einen Wende- 
punkt beeitzen, was mit den Annahmen nicht yerträglicb ist In 
der That ergiebt der zweite Satz auf S. 52 für die Normalcompo- 
nente der wirkenden Kraft den Werth: 



ein Wendepunkt verlangt aber ein unendliches also ein ver- 
schwindendes N, und das letztere ist, weil JV für (5, r) = | :t mit der 
Centralkrafl selbst identisch wird, im Widerspnicli mit der Annahme 
einer im Endlichen nicht verschwindenden Centraikraft. 

Es ist daher längs des durchlaufenen Zweiges der Bahn nur 
ein Maximum und ein Minimum für r m5gUch, die allerdings bei 
einem Umlauf öfter erreicht worden können. Da die Richtung der 
Bahn gegen die des Badiusvectors nur von der L&nge des Letzteren 
abhängt» so folgt daraus, dass die ganze Bahn aus der Ancinandeiw 
reihung congruenter, zwischen dorn frrössten und dem kleinsten 
Badiusfector TerLiufender Stücke besteht; ist die Bahn geschlossen, 
90 mnss nach einer endlichen Anzahl von dergleichen ein schon 
früher durchlaufenes sich wieder anschliesson, d. h., es muss der 
Winkel ^ zwischon der Richtung des grössten und kleinsten Radius- 
Tectors ein rationaler Bruchtheil von it sein. 

Die Längen des grössten und kleinsten RadiuSTOCtors r« und 
sind nach dem Obigen teelle Wurzein der Gleichung: 



Hierbei liegen zwei Möglichkeiten vor, insofern die Wurzeln + r, 
snd ^r^, oder ±r, und ±r, sein können; im ersteren Falle genügt 
•«r.y — fj der Gleichung nicht^ und hieraus ist zu schliessen, dass 
die Bahneurve keinen Mittelpunkt besitzt, oder wenigstens das ^^Hr- 
kongBcentrum denselben nicht einnimmt Genügt hingegen i^r« 
d: r„ so hat die Oure ihren Mittelpunkt im Wirkungsoentnun. 



N 




mV* , 



(90') 



10* 
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Nehmen wir sanftchBt den letzten Fall Tor, so können wir 
Gleichung (90) sehreiben: 

f»\äip) ^ ' 

wo F nun eine rational«' Function von r ist, die für ^r^r, 
iiioht verschwinden kann und ihrer Dimension nach eine reine Zahl 
sein muss. Hieraus folgt: 

rVi'(f--VKr--H) ^ 

Intoj»rirt mau dies zwischen r, und r., so erhält man rechts den 
Winkel ff, der zwischen der Richtung des kleinsten und größten 
Radiusvectors liegt. Dieser Winkel kann nicht von und r, ah- 
h&ngig sein, wenn die Bahn eine geschlossene ist: denn er mösste 
sich daini bei stetiger Aenderung der r, und r, selbst stetig indem 
und könnte sonach nicht immer ein rationaler Theil von st sein. 

Die nothwendige Bedingung für die Existeuz stets geschlossener 
Bahueu ist also, dass: 



nnahbingiit Ton r, und r« ist Wir schafien diese GrOesen aus den 
Inlegimtionsgrenaen fort» indem wir setaen: 

r «■ -■rT= , also dr — * 



Hierdurch wird unser Integral: 

i 



I^mit die^ier Werth TOn r, und r. tr\'i sei, ist die n oÜi wendigs 
wofi hiurvichende B^düunm?.. dass die ratiooak Fmedon P n» r» 
«nd • 

IH« BwhngttD^ hi«rttLr ist. dasa c P er, «nd c F ör^fär jedm 
WcTth Tvu r odfer Ter^-riwiiziei. Xoa kau 1* schon von ^"^-g 
doi d.<:>$4i» t.Troä9Mt enÜLalten hab«Q» attSBSidem suhl sie duch die 
:>«b«tUttQiOin hiMiB^kommen: dem^emi» mw fslM: 



9F Tr «>i cF 
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Nim bemerke man, dass aus der obigen Gleichung zwischen r 
und Q folgt 

und dies bei Logarithmisiren nnd Differentiiren liefert 

Br r — d r r r — r,* 



'0 



10 erkennt man leicht, dass für eine rationale Function P die obigen 
Bedingungen für beliebige Werthe r nnmöglicb zu erfüllen sind. 

In der Tbat: setzt man F^MjN, wobei M und N ganze ratio* 
nale Functionen von r Tom mten und nten Ghrade bezeichnen, die r« 
nnd r, in den Parametern beliebig i%lhren mögen, so ist 



r - N'(dr ^ Br ^1 



in Bezug auf r vom (m — n — l)ten Grade, also 

BP Br_ BP dr 

Br Br^ dr ör, 

vom (m — » + 2]ten Grade. 
Dagegen ist 

JF.'WVBlr^^^TP:^)* Br, ''W[T^^"BK^) 

jedenfalls nicht von höherem, als vom — nten Grade, Da sich 
nun zwfcsi rationale Functionen von verschieden hohem Grade nie- 
mals für alle Argumente zerstören können^ so erfordert die obige 
Bediogong, dass gilt: 

Br Br, Br, 

muss also consUiit und von alkm AiiIVuil: frei von r„ und r, 
sein. Die Werthe von F und 0 fol^ren nun aus Formel (90"), indem 
mau dann den dritten Ausdruck ausmultiplicirt und hei constantem F 
gliedweise dem zweiten Ausdruck gleicli setzt Mau erkait so 

Ct — 0 r,* — r,, — r* 



p-i. 



0 findet sich also als vom zweiten Grade in Bezug auf r. 

Wir erhalten sonach das erste Besultat: 

^'tets geschlossene Bahncnrfen mit einem Mittelpunkt 
im Wirkungscentrum giebt unter allen Potentialen, welche 
durch rationale Functionen tou r dargestellt sind» nur 
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dasjenige von der Form (li = ^cr\ welrliem rnne Kraft ent- 
spricht, die proportional mit der Entieruung wirkt; der 
Winkel zwisclien dem grössten und dem kleiDSteu Kadius- 
vector der Bahn ist gegeben darch: 

- r = . 

^ J 2* 
0 

Wir wenden uns nun zu dem anderen Falle, dass die Gleichung; 
(00 ) nur die beiden Wurzela + r, uad + besitzt, und scbreiben 
demgemäss die Formel (90): 

wo abermals P eine rationale Function von r ist, die für r, ^r^r, 
weder Null, noch unendlich wird, und ilirer Dimension nach eine 
reine Zahl ist. 
Es folgt hier 

rt 

Yr^r, dr 



als der Winkel swischen dem grOssteo und kleinsten Radiasrector, 
welcher bei geschlossenen Bahnen Ton und unablAngig sein solL 
Setzt man hierin, um und ans den Grenzen fortzuschafien, 

r » - also dr^ " " ' ''A'lZlAj^^L^ , 

SO resultirt: 

+ ! 



+ ! 

; 



Damit (f von n und r, unabiiäugig sei, muss dasselbe von P 
gelten, und es ist daher hier dieselbe Betrachtung, wie im vorigen 
Falle anzustellen, die auch auf dasselbe Resultat iiihrt: P mus.s cou- 
stant t^leich Eins sein; 0 folgt daraus vom minus ersten Grade. 

So eririebt sich der zweite Satz: 

iSleis geschlossene ßahncurven, die nicht den geome- 
trischen Mittelpunkt im Wirkungscentrum haben, giebt 
unter allen Potentialen, welche durch rationale Functionen 
von r dargestellt sind, nur dasjenige you der Form 0 = ±c/r, 
welchem eine Kraft entspricht, die indirect proportional 
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mit ilem Quadrat der Kntlernung wirkt: der Winkrl zwi- 
schen dem grössten und kleinsten Eadiusvector der Bahn 
ist gegeben durch: 



+ 1 




§ IS. Bio «Ugtaioliio Omltetloii mid üir Bmmmnhaag mit dmr 

Sdiwerknit 

Kepleb hat aus den Beobarhtun{?eii für die Bewegung der 
Fi&neten um die Sonne die folgenden drei nadi ihm benannten Ge- 
setze abgeleitet: 

1. Die Planeten bewegen sich in Ellipaen, in deren 
einem Brennpnnkt die Sonne steht 

2. Die von den Radienveotoren nach der Sonne be- 
strichenen Flächen Terhalten sich bei jedem einzelnen 
Planeten wie die dazu aufgewandten Zeiten. 

8. Die Qnadrate der Umlanfszeiten Terschiedener Pla- 
neten verhalten sich wie die Guben der grossen Azen ihrer 
Bahnellipsen. 

Tergleicheii wir, indem wir dabei Sonne und Planeten wegen 
ihrer groesen gegenseitigen Entfernungen als materielle Punkte be- 
tnchten, mit diesen empirischen G^esetzen die im vorigen Abechnitt 
«baltenen theoretischen Resultate» und ideotificiren wir dabei J^maef* 
wii „WirkuDgsoenirum'', so erkennen wir Folgendes: 

Das zweite EspLBB'sche Gesetz drückt eine allgemeine Eigen- 
tebaft aller Bewegungen aas, welche unter der Wirkung Ton 
Centraikräften allgemeiner Art stattfinden, d. h. von solchen, die in 
der Richtung der Verbindungslinie wirken (vergl S. 140). 

Das erste EEPLEB'sche Gesetz wird unter derselben Voraus- 
setzung von der Bewegung erfüllt, wenn die Kraft anziehend indirect 
proportional mit dem Quadrat der Entfernung wirkt (vergL S. 144). 

Das dritte KEPLEa'sche Gesetz ist gültig, wenn die Eratt über- 
dies die angezosene Masse als Factor enthalt (ver?l. S. 146). 

Es erscheint )ii*M'nach als sehr plausibel, dass die rrsaciie der 
Plai !'t( iibewegung eine von der Snnne ausgehende Attraetioa ist, 
welch- ilirect proportional mit der aiif:ezotrenen Masse und indirect 
projKtrtional mit dem C^nadrat der KnttenmiiL: v, n kr. l"fl«'ssen ist 
diesrr Srlilns;, kt'in 7wiiii:ender , und die lüd--!- Wichu;^keit dt-r 
Frage Iä&bI einen strengen Beweis erwünscht erscheinen. Ein solcher 
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wird ermöglicht durch die merkwürdi^'e Ei^jeuschaft der Kepleb'- 
Bchen Gesetze, die Kraft, welche die Plauetenbewe^ung erhält, nach 
Grösse and Kichtang eindeutig zu bestimmen. Setzt man D&mlich 
voraus, dass man die Planeten und die Sonne als materielle ruukte 
betrachten, oder aber ihre ^'esammt^n Massen in ihren resp. Mittel- 
punkten vereinigt denken darf — Annahmen, über welche in einem 
epiUeren Abschnitte noch weiter zu reden sein wird — ferner, dass 
man die Sonne als stillstehend ansehen kann — was im nächsten Ab- 
schnitt erörtert werden wird — , so folgt, wie unten ^'ezeigt werden 
wird, aus dem zweiten KfiPLBR'schen Gesetz, dass die Planeten w;tlirend 
ihrer Bewegung eine Kraft erfahren, die immer nach der Sonne hin 
gerichtet ist, aus dem ersten, dass diese Kraft anziehend wirkt und 
indirect proportional mit dem Quadrate der Entfernung abnimmt, aus 
dem dritten, dass sie den Massen der Planeten proportional ist 

Den Differentialausdruck ftir das zweite KePLEB'sche GesetS 
haben wir schon in Gleichung (85) erkannt, welche lautete: 

vorausgesetzt, dass die XY' zur Bahnebene gewählt ist und die 
Radienvectoren nach dem Coordinatenan&ng gezogen sind, in dem 
8ich die Sonne befindet 

Vergleicht man hiermit die für eine ebene Bewegun^j geltenden 
allgemeinen Differentialgleichungen 

^'df ' dt* ~ ' 

so erkennt man, dass für Kfifte, welche das obige Gesetx befolgen, 
die Besiehnng gelten mnss: 

diese sagt ans: die Bichtang der Kraft liegt ttberall in dem 
RadinsTector nach dem Coordinatenanfang, d. h. nach der 
Sonne. 

Mau wird dali* r die Sonne als Sitz oder Ursache der Krait, 
d. h. als Wirkun^'sceutruui, bt-ti aclii« n durlLU. 

Demgemäss drückt sich nun aus: 



nnd haben wir; 



df r ' dt" r 
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Ein negativer Werth T«m K entspricht hierbei der Abstossung, 
«in positiver der Anziehimg. 

Die durch die erste Formel (85 ") ansgedrQckte GleichuDg der 
lebendigen Kraft liefert dorch Differentiation nach I: 

m d f./dffY (drV] d0 dr dr 

Tdtyydi) (it) j'^~~dr in^ dt* 

wfthrend die zweite Formel (85 " ) der Ausdruck des zweiten Kjkpleb'- 
schen (Gesetzes in Polarcoordinaten ist and lautet: 

r* dq> 

Durch Combination beider Gleichungen folgt: 
m d 



S dt 



(^•'■^U;-)')=---^. 



oder wenn inau die Diüürenttation ausfuhrt und beiderseitig mit 
mdrjdi dividirt: 

Bis hierher ist nichts, als das zweite KxP£BE*sche Gesetz be- 
nutzt wardffli. Nach dem ersten hat für die Planeten die Bahn« 
gleichnng die Form: 

r = ^ , wobei — 1 < c < + 1 , 

''<h r. falls man rcnsr^ = x setzt, d. h. die A'-Axe mit der grossen 
Axt der Ellipse zusammeufalleod denkt, auch die andere: 



£& folgt also: 



rwtp^ex^ 



'df ' df ''^^ mi^'^^ mr ' 

ttod durch länsetzen dieses Werfhes in (91): 

Dies Besnltat zeigt, dass die Kraft für einen nnd den- 
selben Planeten — denn nnr für diesen Ist m, e, und p constant 
— mit der Entfernung von der Sonne an Grösse wechselt, 
■imüch dem Quadrat derselben indirect proportional und 
stets positiv, also eine Anziehung ist 



Uiyitized by Google 



154 



Meehtaik mstertoUer Punkte. 



Das dritte KEPi^F.R'sche Gesetz anzuwenden, folgern wir 
der Constanz der Flnrliengeschwindiixkeit (ii = c.), dass die ganze 
umlaufene Fläche F mit der UmlauiBzeit T in dem Zusammen- 
hang steht: 

Nun iat aber »ab^ also 



T ab c h 
= nr* ferner p ^ - , 

und hiemach 



Dies gilt für einen Planeten, für einen anderen hingegen, in- 
dem die für ihn abweichenden Grössen durch den unteren Index, 
ausgezeichnet werden: 

£s soll aber nach dem dritten EEPLEn'schen Gesetz für zwei 
Planeten die Beziehung o* / 7* ^ o^* / 7,' bestehen; daraus folgt» 
dasa gilt: 

r r» 

d. h., dasB die auf Terschiedene Planeten atisgeftbten Kräfte 
bei gleichen Entfernungen ihren Massen proportional sind. 

Wir können sonach ftir einen beliebigen Planeten mit aller 
Strenge den Werth der Kraft schreiben: 

wo f ein für alle Plnneten gemeinschaftlicher Factor ist. Hiermit 
ist der oben angekündigte Nachweis erbracht — 

Bisher ist nichts Anderes, nls die drei KEPLEE'schen Gesetze 
auyewandt; die weitereu Folgerungen henut/eu noch and»'re Hnlfs- 
mittel. Die Proportionalität der auf die Planeten ausgeübten Kraft 
mit deren Masse erklären wir uns durch die Annahme, dass die 
Wirkung direct auf die einzelnen Massen Elemente staitbndet, gleiche 
Massen in gleichen Entfernungen gleiclH- Wirkungen erfahren und 
das, was wir beobachten, die Summe aller Einzelwirkungen ist. 
l)iese Vorstellung führt zu weiteren Folcreruugen, wenn man sie mit 
dem im nächsten Abschnitt i.xx bes[»r«M Im nden Satz cfjmbinirt, dass 
mit dersellfen Stärke, mit der t ui Massen [>unkt m, einen zweiten m, 
anzieht, auch der erster*' von letzterem angezogen wird. K ist liier- 
nach auch die Kraft, mit welcher die Sonne von jenem i'laneten 
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angelogen wird. Da nun die Kraft auf die einzelnen Massenelemente 
ausgeübt gedacht wird nnd daher uiit der angezogenen Masse pro- 
portional sein soll, so muss f den Factor Jf, d. L die Masse der 
Sonne, enthalten and sich schreiben lassen: 

* 

es mnss also die im Sonnensystem wirkende Kraft dem Prodoct aus 

angezogener und anziehender Masse proportional sein. 

Das so gefundene Gesetz mit demselben Werth der 
Constanten /■ übertraf?en wir nun niclit nur auf die zwischen 
zwei Planeten, SDmierii uucli auf die zwischen verschiedenen 
Fixsternen, endlich auch auf die zwischen zwei beliebigen 
Massen stattfindenden Wirkuiigeu, indem wir alle ^faterie 
als in dieser Hinsicht von gleicher Art aiinehmeu. Das 
hierin enthaltene Wirkuuj^sgesetz führt den Xamen des Nens rox'- 
schen Gravi tat ionsgesetz-es. Diese Uebertragungen sind aber 
hypothetisch und bedürfen streng genommen des Nachweises durch 
die Beubachtuuf^. der aber nur bis zu einem ijewisson Gia«ie zu 
erbringen ist Die Schwierigkeit liegt darin, <lass die gegenseitige 
Attraction von Körpern, deren Grösse sie dem Experiment zuprän?»- 
lich macht, eine so kleine ist. d tss imsere Be()i)achtungsmitlcl zu 
liirem Nachweis und ihrer Messnni: mir nothdürt'tig ausreichen. 

Die eigentliche classische Prüiuug der Kirliti'jjkeit unserer Hypo- 
tbese. dass die Gravitation eine gemeinsame nscbfift nller Massen, 
d»'r ganzen Weltkörper ebenso, wie der kleinsten luuehstiieke ist, 
liefert die Vergleichung derjenigen Kraft, welche die Erde auf be- 
liebige Körper an ihrer Oberriaehe ausübt und welche wir als Schwer- 
kralt bezeichnen, mit derjenigen, welcher der Mond unterliegt und 
die seine Bahn um die Erde bestimmt 

In einem späteren Abschnitt wird bewiesen werden, dass die 
Attraction einer in concentrischen .Schichten homogenen Kugel — 
als welche wir die Erde angenähert betrachten können — auf 
ausserhalb, gleichnel wie nahe der Oberfläche liegende Masaenpnnkte 
(heeelbe ist, als wenn die ganze Kugelmasse im Centnim weimgt 
iriiQ. Bn>enso wird gezeigt werden, dass ein Körper von gegenüber 
dem Erdradius kleinen Dimennmen sich bezüglich der auf ihn 
«irkenden Attraetion als ein Massenpunkt betrachten lässt Nehmen 
vir diese Sätze voraus, so können wir die Wirkung, welche die Erde 
iof einen beliebigen Körper an ihrer Oberfläche ausübt, ebenso 
nach dem Nnwxov'schen Gesetz ausdrücken, wie die auf den Mond 
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stattfindende, und unterancheni ob beide auf denselben Werth de» 
Factors f führen. 

Sei r, m Entfernung nnd Masse des Körpers an der Erdober- 
fläche, r., m, das Entsprechende fOr den Mond,. M die Masse, R der 
Badius der Erde^ dann ist: 

A « / I A. = i 

die ßeschleuüiguogen erhalten wir darauH durch Division mit den 
angezogenen Massen, nämlich, da wir r mit A veruuscben köuuen: 

Soll also die eine« wie die andere Kraft auf dieselbe Gonstante f 
führen, so mnss gelten: 

Nun ist aber die Beschleunigung B in Folge der Anziehung der 
Erde an der Erdoberfläche identisch mit der früher dnxch den 
Buchstaben g„ bezeichneten Grösse, nämlich dem durch FallTnsnehe 
oder, wie weiter anten zu zeigen, genauer durch Pendelbeobachtnngen 
bestimmbaren Werthe der Schwerebescbleunigung, abzüglich der Wii^ 
kung der Centrifugalkraft, eine uns bekannte Gonstante, in (cm, sec) 
gegeben, im Mittel etwa gleich 980. ^„ die Beschleunigung des 
Mondes, berechnet sich, wenn man die Mondbahn als kreisförmig, 
nnd dementsprechend die Mondgeschwlndigkeit als constant ansieht, 
sehr einfach nach dem zweiten Satz auf S. 52 gleich dem Werthe 
der Genthfugalbesoihlennignng: 

R - i^r 

-o» fT^it 

worin T die Umlaufszeit des Mondes bezeichnet 

Setzt man dies in die obige Gleichung ein, so erhält man: 

4 n' r* 

als die Bedingung dafür, dass der fallende Körper an der Erdober- 
fläche und der Mond in seiner Bahn unter der Wirkung derselben 
Kraft stehen. 

Für die BercchnuTig der rechten Seite benutzen wir, dass /?/r, 
die in der Astronomie direct beobachtete sogenannte Horizontal- 
parallaxe des Mondes ist, iiäTnlifh der Winkel, den die beiden 
Radienvectoron vom Beobachter und vom Erdcentrum mit einander 
Itildeii. wenn der Mond für den Beobnchtpr im Horizont steht; ihr 
Werth ist » 57' 20" » 0,01667; wir fügen hinzu den mittleren 
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WarÜi des Erdradios mit 6870 km, die Umlaufazeit des Mondes 
nit 27,32 Tagen. Mit diesen Wertiben berechnet findet dch die 
rechte Seite gleich 975 cm, ein Werth, der dem beobachteten 982 
10 nahe liegt» dass man bei den gemachten Vernachlässigungen die 
BeBtfttigung als eine Tollkommene ansehen kann. 

Die GKlltigkeit des NBWix>N'schen Gesetzes für die zwischen 
den feischiedenen Weltköipem ausgeübten Wirkungen ist durch 
dk moderne Astronomie in allen Anwendungen auf das Vollkom- 
menate bestätigt worden. Ak einer der gl&nzendsten Beweise hier- 
ftr gilt mit Becht die Entdeckung des Neptun» des von der Sonne 
entferntesten Planeten, den wir gegenwärtig kennen. 

Unregelmissigkeiten im Gang des bis dahin als ftusserster der 
Planeten betrachteten Uranus, welche in den ersten Decennien dieses 
Jahihunderts beobachtet worden waren, liessen sich durch Störungen 
seitens der der Sonne näheren Planeten nicht erklären, und ver- 
ichiedene Astronomen £usten die Ansicht» dass ihre Ursache die 
AnziebttDg eines noch weiter von der Sonne entfernten, bisher unbe« 
kannten Planeten sein mftchte; so zuerst (1838) Hessel, der seinen 
ScfaOler FiiBiaiiNo mit der theoretischen Bearbeitung der Frage be- 
aoftmgte; indessen starb jener Uber den Vorarbeiten. Um 1843 
and 1845 beschäftigten sich Adams in Cambridge und Lbyebbisb in 
Paris mit der Aufgabe, und beide gelangten hinsichtlich des Ortes 
und der Bahn des unbekannten Planeten zu nahe gleichen Resul- 
tstsn. Von Lbvebboee aufgefordert, untersuchte im September 1846 
6alle in Berlin die Umgegend des durch die Theorie vorhergeeagten 
aagsablicklichen Ortes des Planeten und fand jenen in der That 
kaum um einen Grad von der durch Lbvbbubb berechneten Stelle 
catfemt 

§ 14. Masseamittelpnnkt oder Behwefpuakt Swei freie 
Msatenpunkte unter der mrkniig gegenseitiger Amdelnuig oder 
Abstessung. Stoss sweier Massenpuakte. 

Der freometrische Mittelpunkt des Abstandcs zweier I'uukte mit 
den Coonlinaten x.,, v . niid y„ hat bekanntlich Coordinaten 
»> 9f b» <üe gegeben sind dorch 



Diese Formeln erweiternd, können wir ftlr beliebig viele (n) Punkte 
ab Mittelpunkt dei^enigen bezeichnen, dessen Coordinaten sind: 





n 



n 
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Hierbei sind alle Punkte als Tollkommen gleicbartig behandelt; 
ist aber der eine als dmch Znsammenracken von nii, der andere 
von m, n. 8. £ gleichen Punkten entstanden zu betrachten, wie & 6« 
wenn der eine die Masse nh, der andere die Masse besitst, so 
werden die gleichen OoordinAten in diesen Formeln mit den Fac> 
toren m,, m,... auftreten, und die obige Definition wird zu 

* C3 *«i ^. + X, + • • • + m, J. y g ^ 

oder, kürzer geschrieben, zu 

«-"2"«r* 2«» ' 2^' ^ ^ 

Den so detinirten Punkt ueuneu wir den Mittel])iinkt des Massen- 
systeiues w,, wi, . . . m,, oder kurz seinen Masseumitteljjnnkt 
Erweitem wir die Ausdrücke fürl, jy, Cniit der Schwerebeschleu nigimg^ 
und führen die üewiciite m^^g = 0^ der Massenpoukte ein, so er- 
halteu wir auch 

*_ 2ö*Jii _2^^*y» 2ö»«» 

s- ^y^-. XöiT* ^^^^ 

Der Mittelpunkt der Massen ist somit zugleich der Mittelpunkt 
der Ghiwichte des Punktsystemes; er führt deshalb auch den kfirzeren 
und gebzftuchlicheren Namen des Schwerpunktes, 

Der Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt emes Systemes von 
Massenpunkten ist keineswegs selbst ein Massenpunkt, sondern nur 
ein geometrischer Ort, aber seine EinfÜlimng ist geeignet» manche 
der weiter abzuleitenden Besultate anschaulich auszusprechen. 

Hier bemerken wir vorbereitend nur dieses. Gehören die Massen- 
punkte einem bewegten System an, so wird auch der Massenndttel- 
punkt nicht ruhen; wir erhalten seine GeschwindigkeitB- und Be- 
schleunignngscomponenten durch die aus den vorstehenden durch 
Differentiation folgenden Formeln: 

Nunmdbdr wenden wir uns dem Problem der Bewegung zweier 
Massf npunk-te unter wechselwirken den Kräften zu, dessen Wichtig- 
keit schon allein durch die Ueberlegung erhellt, das«; wir ein abso* 
lut festes Wirkungscentmm in der Natur nii^enda haben, dass 
beispielsweise alle im Sonnensystem nach dem NswiOR'schen Geseta 
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«ilkenden Massen in Bewegung sind, und dass es somit eine wiU« 
kftrliche, nnrebenznrYereinfachiing derBeehnung eingelUirte Fietion 
war, wenn wir oben die Sonne als ein raliendes Wirknngsoentnun 
behandelt haben. Wie wir sehen werden, sind die aof diese Weise früher 
g^fondenen (ExpiiEB'Bchen) Gesetze der Planetenbewegung nnr eine 
erste, aUerdings sehr bedeutende Annäherung an die Wirklichkeit; 
jie denen Betrachtungen liefern nna eine zweite Ann&herung und 
damit ein TJrtheü über die Grenzen der Gültigkeit jener ersten* 
Eine dritte Annftherong würde sich durch Berüdcsichtigung der 
gegenseitigen Anziehung der Planeten ergeben. 

Was die zwischen zwei Massenpunkten stattfindenden Wechsel- 
wiikangen betrifft, so I&sst sich über sie Einiges ans ganz allge* 
meiBen Ueberlegungen gewinnen. Defintrt man, wie früher, den 
Xassenpnnkt als einen Körper, dessen Orientirang ohne Einfluss auf 
•einen Bewegungszustand ist» so können zwei Massenpunkte, deren 
Wechselwirkung von ihrer absoluten Bewegung unabhängig, also nur 
Ton ihrer Entfernung und cTentuell deren Differentialquotienten nach 
der Zeit abhängig ist» allein Kr&fte parallel ihrer Verbindungs- 
linie auf einander ausüben. Denn an einem System von zwei 
Punkten ist die Verbindungslinie die einzige ausgezeichnete Bichtung, 

Ist die Wirkung, die ein jeder Punkt Tom anderen erfährt» mit 
dem PhHluct ihrer Massen oder aber anderer jedem einzelnen indiTi- 
dneilen Quantitäten, wie z. B. electrischer Ladungen, proportional 
and Ton der Substanz unabhängig, so müssen beide Wirkungen 
entgegengesetzt gerichtet und you gleicher Grösse sein. 
Denn dies muss für zwei identische Punkte nach Symmetrie 
gelten, und Punkte Terschiedener Massen lassen sich aus identischen 
Elementarmassen aufbauen, wobei sich die ausgeübten Kräfte ein- 
£ich Summiren. 

Wir wollen bei dem nunmehr in Angriff zu nehmenden Problem 
. den Wechselwirkungen diese beiden Eigenschaften beilegen. In wie 
weit de allgemein anzunehmen sind, soll weiter unten erörtert 
werden. — 

Die beiden Massenpunkte m, und m, mögen die Coordinaten 
'i* y«i ^ und y„ X, haben; dann ist die Länge r ihrer Ver- 
Inndungdinie, die wir weiter als eine stets positive Grösse betrachten, 
gegeben durch: 

Die CSosinus ihrer Bichtungswinkel gegen die Goordinatenaxen sind: 
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dabei gilt das obere Vorzeichen, wenn r„, die Richtung Ton m, nach 
ffi«, positiv gerechnet wird, das untere im umgekehrten Falle. 

Da die Kräfte in der Richtung der Verbindnngslinie Hegen und 
entgegengesetzt gleich sind, so lauten die Bewegnngsgleichungen: 

«».^-«+A— ~» m.— --A-^^- . (93) 
m.-^^ = +A ^ , «,,-^^--A-^- 

Ein positiver Werth von A' entspricht darin offenbar einer An« 
Ziehung, ein negativer einer Abstossung. 

Es handelt sich darum, aas diesen Gleichungen die integrabeb 
Combinationen zu bilden. 

Addirt man die je zwei in einer Zeile stehenden jj'ormeln, so 
erhält man: 

Für das betrachtete Punktpaar sind also die Summen 
der S. 55 definirteu BewegungsgrOssen nach den Coordi- 
natenaxen constant 

Schreibt man das letzte System nach (92 ') in der Form 

(m.+fii,)~ = 0, (m, + m,)^^' = Ü, (m. + m.)^ = 0, (98") 

SU spricht es den Satz aus, dass die Bewegung des Massen- 
mittelpunktes oder Schwerpunktes ohne Beschleunigung, 
d. b. mit constanter Geschwindigkeit in gerader Linie statt- 
findet. Dieses llesultat trägt den Namen des Satzes von der 
Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes. Durch Inte- 
gration folgt aus (D3"): 

|(m» + m.) 3- m.«. + ü^ä, « ut + ff, 
(w. + m*) - «. y, -I- im y, = I + (SS^ 

; (m, -i- m,) = m, ^, + w, t, / < + y. 

Hierin stellen a, ß'f y die Anfangsgeschwindigkeiten, a, ß, y 
die AniangBcoordinaten des Schwerpunktes dar; die a\ /f, / sind 
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gleich Null, wenn für die Anfangsgeschwindi^eiten a/, 6/, e/ und 
it't ^ der beiden MasBenpunkte die Gleichangen gelten: 

Aus ihnen folgt, duss» um den MasBenmittelpunkt dauernd ruhen zu 
iaswn, die Anfangsgeschwindigkeiten der Massen m. und m, von ent- 
gegengesetzter Richtung und den bezuglichen Massen umgekehrt 
proportional sein müssen. 

Einen zweiten allgemeinen Integralsatz erhalten wir, wenn wir 
die zweiten Gleichungen (93) resp. mit — — x,, die dritten mit 

■\-y* moltipUciren und alle Tier addiren. Es resultirt so zunächst: 

oder bei Einfilhruug der Geschwindigkeitscomponenten auch 

wi. ^ (y« «'i — *» + *».^ (Sfi^f — *»»t) = 0. (94') 

Die beiden in m, und m, mnltiplicirten Ausdrücke sind gemäss dem 
za Gleichung (85') (gesagten das Doppelte der Flächenbeschleu- 
fligungen fftr die Projection der Bewegung auf die Fi&>£bene. Be- 
leichnet man die betreffenden Flächengesehwindigkeiten nach 
der FZ-£bene -i-CyA«'» ~ ^A^k) '■üt o«» so erhält man: 

2-^(in,o, + m,Ot)^0, 

also nach ausgeführter Integration und bei Ergänzung durch die 
analog zu bildenden, auf die Flächengeschwindigkeiten und q^^ 
nach der ZX* and der AT<-£bene bezüglichen Formeln: 

+ =« P., (94") 

I>ie drei Integnitionsconstanten 0„ P«, Q« bestimmen sich durch den 
Anfangszustand. 

Diese drei Gleichungen, welche aussagen, dass für unser System 
dieSammen derProducte aus der Masse und den Flächengeschfdndig- 
keiien nach den CSoordinatenebenen constante Werthe haben, sprechen 
den Satz Ton der Erhaltung der Flächengeschwindigkeit 
fftr zwei freie Massen punkte aus. Setzt man die Gleichungen (98") 
f6a die Bewegung des Schwerpunktes voraus, so sind die drei 

W.V4M0V» Keebanlk. Zmlte Aufl. 11 
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« 

Fonselxi toh der Oestalt (94) nicht Ton einander unabhftngig. 
Schreibt man sie nämlich in der Form 

1^' rf*' " dYl " ^(y*d¥ " df?"j ^ 

und multipiicirt diese Gleichungen mit den aus (93") folgenden 
Beziehungen; 

^ "^^^ ^ ^ t 

und addirt die Besultate, so erhält man aof beiden Seiten iden- 
tisch Null 

Diesen beiden aiUgemeinen Sätzen ordnet sich ein dritter zu, 
den man eib&lt, wenn man die sechs Formeln (98) mit den Factoien 
{äztldi^dt wm dx,f {df/ildf^äi ^ dfftf .vu i, t msammenfiisst Man 
erhält so: 

— IT K-^» ~ *^ - + (i/. — y.) ^ (^i — y.) + («f — <^ — - .)]» 

also bei EinMhrung der lebendigen Kräfte \ V\ = der beiden 
Massenpunkte und der Arbeiten d^^, und d^i^ der beiden reap. 
anf m, und m, ansgeflbten wechselwirkenden Kräfte auch 

<i(V.+ ^•)-<<W.. + rf^t.. 

Nun nennt man V^. + 'P, = die lebendige Kraft des Punkt- 
paares, </^„ + du-i,, = dui/ die Arbeit seiner Wechselwirkung; 
man kann somit iu Uebereinstimmung mit (77 ') auch schreiben: 

dW^dA; (95) 

diese Form» 1 stellt die Gleichung der lebeudigen Kraft 
für das Puuktpaar dar. 

Da r / = (j-, — j-.y + (y, — ^ ) -I- I >: — t y ist, so ist dio voll- 
ständige Aeiidenine dr ., wolclip r w^ilmnd ri t in Folge der Be- 
wegungen Tun und erleidt-t, gegebfu durch: 

r„ rfr., — («, — ar.) d{jr, — «») + (y, — y.) rf(», — y,) + («, — «,) d(«, — «J, 

nnd der Ausdruck für die Arbeit <iw^ erhält die Form 

dA^~Kdr^ (950 

Die Arbeit der Wechselwirkung eines Punktpaares ist 
hiernach gleich dem negatiTen Product ans der Grösse K 
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der (im Falle der Anziehung positiv gerechneten) Wechsel- 
wirkung in das Differential der Entfernung der beiden 
Punkte. 

Handelt es nch um eine Centraikraft specieller Art, die allein 
TOQ der Entfernung r„ der beiden Punkte abhängt, so ist das Pro- 
dact Kdr^t ein ToHständiges Differential einer Function von r,, allein; 
Mtien vir dann 

so lieisst das Potential der Wechselwiikung zwischen m, 
und (im engeren Sinne des Wortes), und es gelten leicht ersicht- 
licher Weise die Beziehungen: 



« d0 Y _ 8 0 „ 8 0 



(95") 



Die Componenten der wechselwirkenden Kr&fte werden 
ftlso fftr jeden Maasenpnnkt durch die negatiren Differen* 
tialquotienten des Potentiales der Wechselwirkung nach 
den betreffenden Coordinaten dargestellt 

Bei Existenz eines Potentiales nimmt hiemach die 01eidkung(9ö) 
der lebendigen Kraft fklr das Punktpaar die Gestalt anr ' 

dW^^dfp oder d{^W -i- (P) = 0, 

«SS bei Einf&hmng der Energie des Punktpaares 

Mch liefert: 

dE^Ot d. h. Const 



(95'") 



^ wird in dieser Verbindung als die kinetische, <iP als die poten* 
tielle Energie des Punktpaares bezeichnet 

Die Gleichung (95 "), welche eine allgemeinere Form der in 
% 12 abgeleiteten Formel (84") darstellt^ nennt man den Satz von 
der Erhaltung der Energie für zwei freie Massenpunkte, 
fiesfiglich ihrer Bedeutung kann- auf das zu Gleichung (82"') Gesagte 
tenriesen werden. 

Ist die Wechselwirkung A" zwischen den beiden Massenpnnkten 
•ussor TOn ihrer Entfernung r^^ auch noch von deren Difi'erential- 
quotientso nach der Zeit abhängige so ist ihre Arbeit d^4 = — Kdr„ 
im Allgemeinen kein Toilständlges Differential. Die Bedingung für das 
liantreten des Gegentheiles liefern die Entwickelungen Ton S. 130 u. i.\ 
denn der Ausdruck — Kdr (wobei r„ in r abgekürzt ist) hat die- 

11* 
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«elbe Form, wie jeder der dort behandelten Xdxy Ydy, Zd%, 
Denigomilss kann man ohne Weiteres den SatK ansflprechen : 

Kxistirt eine Function ^ der Entfernung r der beiden 
Mrt>*8enpiiiikte und beliebiger ihrer Ableitungen nach der 
Zeit r*, r", r", . . . (das Potential im weiteren Sinne des 
Wortes), durch welche sich die wechselwirkende Kraft K 
in folgender Weiae nnsdrftcken l&sst 

dr ~ dt dr' + df d?'-^-*» W 

so besitzt dw tu i der l^eweirunff heider Punkte während ät 
ire»leistete Arbeit ti 4 die Form eines Tollständigen Diffe- 
roniiales — ci /7, wohei 



ät er ' -~ 



die potentielle Energie des Panktpnnret dnretellt 

in der Tliat Inntet in dem jetit betnditeteii FnUe die Gleiehnng 
«ler lebendigen Kraft 

i = - i /7 o^ier a\^l^ -r /7i = a — (96") 

tHe im Vi^rstein nden entwickelten drei al^gemeiDen Sitie repriU 
^ntir^n die ^"b» Combiontioneii der Bewegangs^ekbingei^ welche 
die er$tv Integentu n gestatten. Von ihn^n wtve also amBnigehen, 
am d.^s IVoMem der EWwednsig beider Funkle methodiidi in lösen. 

Wir w\v>n i:.o.^^s<. ti der Aa««rKaaIicHkeit halber einen anderen 
e)«<$ch<agen. der das T«Tl:ege&«ie Ptvbkn: dasjenige der 
IWvvcv^niC e:::e» Xass^ r- .vk:«» nnter der Wiiknng tmeo festen 

l\<;dwa Wir da* t r^:. TnT«ei OietriiiTiies 9> durch m , das 
5* :^ .vAr. >. " a:;d *abtr*>ja*s äs -e i:i r JMrBcihe stehen^ 
K*»TW<f>. ef*te r.»- der r»if5«fa dsss 

^ »Ai ^ W I X» -X* 

» — X -> - , 

« — A 

V \?* «.r^^a >.i*:».x « T'*c>«f ^«cpfimjr: da ^m^^x,), 
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fieng auf m. sind, so stellen die Gleichungen die relattTe Bewegnng 
Ton m, gegen dar, d. h. das Gesetz, welches ausdruckt, wie sich m, 
für einen mit m, bewegten Beobachter zu Terhalten scheint Ver- 
gleichen wir diese Formeln mit (84) in § 12, so erkennen wir: 

Die relatiTs Bewegnng TOn m, gegen m, findet ebenso 
•Utt» als wenn «t. ruhte and die von m, auf m, wirkende 
Kraft im Verhältniss (m, + mt)/m, Tergrössert wäre. 

Vertanscht man anf beiden Seiten dieser Gleichungen das Vor* 
leicheo» so erhftlt man den analogen Satz für die Bewegnng von m, 
relativ zu m«. 

Diese scheinbare Vergrttasemng der wirkenden Kraft spricht sich 
besonders einfach ans, wenn, wie bei dem NEWT0N*8chen Gesetz, die 
Kraft K mit den wechselwirkenden Massen proportional ist» z. B. gilt: 

K=s tn, m, F {}%,). 

Dann findet die Bewegur)'_' von m, rel:ttiY zu m, so statt, als wenn 
in let/terem Punkte die Masse -{-in., com i Titrirt wäre; im Uebrigea 
gelten alle lür ein ruhendes Wirkungscentrum gefundenen Resultate. 

Für die ümlfiufszeit können wir liiernach zum Beispiel im Falle 
der NirwTON'fichea Grairitation den Werth sogleich hiaschreibeo. JUt 
wieder: 



80 gilt nach (89"): 



r=2«l/-. - (97') 

Ist t/1, etwa die Masse der Sonne» und sind m«, m«', m,"«.. die 
ibsaen der angezogenen Planeten, so erkennt man, dass fiir die 
nlativen Umlaufszeiten der letzteren (jeden Yon ihnen für sich ge- 
nommen) nm die Sonne die Beziehungen stattfinden w&rden: 

iw, + m, »I, + #», in» + «w/ ' 

eine Formel, die nnr dann in Kepleb*s drittes Gesetz übergeht^ wenn 
die Planetenmaseen neben der Sonnenmasse zn vernachlässigen sind. — 
Ist sonach das Problem der relativen Bewegungen auf frOher 
achon Erledigtes zurttckgefllhrtf so ist dadurch für die absolute 
doch noch nichts gewonnen; um deren Gesetze zu übersehen, führen 
vir ein neues Coordinatensystem eixi, dessen Axen den absolut festen 
piiallel sind, und dessen Anfisngspunkt sich mit dem Schwerpunkt 
des Sjstemes, also gleichf5rmig in gerader Linie, fortbewegt Wir 
wtien demgem&ss 

*i - S + 1.» « V + Vi. = C + St, 
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wob« |, II, ^ die oboD benatzte Bedeotoiig haben, und erhalten u>: 

hieraus folgeu für die Radiemectoren g, und Tom Schweipankt 
nach dea Massenpimktea und m, die Wdrthd: 

Fnlni man diese Beziehangen in das Svstem (91) ein, so er- 
giebt eich: 

n. worin die zu IT gefögte Klanimer bezeichnet, daae in dieser 
Fonclioa lespw durch 

- öder 

efsetzt ist. 

Vergi^ioht man dio s«:« erbaiieDeü FonnrlD mit den für ein 
niht»ndes WirkTingsceuirum gfilri^en ,;S4 , so erkonnt man. dass die 
Brwegnne re.ativ ?nm Schwerpunkt rb^nso st »ttfindet. al< 
wenn sich in dcuiseiben ein rnbendes Wirkunirscentrum 
bet'ände, welches nach demselben Ge-et^ wirkt, wie der 
m Wahrheit die Wirknne ausübende MÄ^senpunkt. mit 
dem einzigen Cuterächit^d, dass in diesem Gesetz die Ent- 
ternuQt; <• resp. mit einem const^nten Factor maltipli- 
cirt au II ritt. 

Für die analytiscbe Behandlung kommt natürlich ditscr Factor 
i.'^ nicht in R tracht. und maa kann dabtr. bis auf di*» nöthige 
Veränderung der Constanten. alle für ruhende Centra » rhaltenen 
ue>t't.'e hier anw<r.dea. Dan,:; ist aber d:^ absolute Brweguiig beider 
Ma^ npuntto l".>tar.vi u'.:d ar.s^hÄulish besticinit: denn man hat 
v.v.r das csnre m IVrv.g auf den Schw-rpuntt bewegte System 
g'.T .. htonr.-.g in irerso.er Lin i verssT^idien, am die allgemeinste 
alrik^'.ute Rewt .:.ir.j xu tr^.-Ä.ttn. 

K.Ti3tt K.si • -swtis« dit d<m NEWTx.»x"scheu 

oe*<L; siait« ^o :s:: 

S\ * n ^ - T 

A « ^ • , ; 

d.^ fWwf£'srg t,.\a ixi. IVr^^c asf dea S A weq w nkt ist 
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also dieselbe, als ob letzterer ruhte und die anziehende Masse 
«,', (;??, + w,)*, H'sp. m*l{m, -f m,)', enthielte. 

Beide Massenpunkte bewegen sich also relativ zum Masserimittel- 
pankt in Kegelschnitten, in dpipu Brennpunkt jener steht. Da 
ihv Verbindungslinie immer durch den Coordinatenanfang |, */, 
LmdurciiLieht und von dieseni im Vrrhältniss o, : = m, r m, getheilt 
wird, so ergiebt sich, dass relativ zum Schwerpunkt beide Bahnen 
in dei^elben Ebene liegen, die entsprechenden Axen in dieselbe 
Hichtunu fallen und ihren Qrössen nach den bezüglichen Massen in- 
direct proportional sind. 

Die Umlauikdauern sind für elliptische Bahnen resp. 

aie sind gleich» da aji», o,«», ist — 

Aaf die Wirkung tod Centralkrilfteii zwischen Hassenpnnkten 
liest sich anch jene besondere Art der bedingten Bewegung zorflck* 
fthren, auf welche schon oben S. 90 hingewiesen worden ist» n&mlich 
der Fall, dass das Qesetz der Entfernung des bewegten Punktes von 
einem anderen gegeben ist» der seinerseits sich in bestimmter Weise 
bewegt oder aber seinerseits ebenfalls frei ist 

Bei allen derartigen Aufgaben ist die Wirkung der Verbindung 
beider Massenpunkte zurttckzufllhren auf ReaotionskrSfte, welche die- 
selbe auf beide Punkte austtht» und deren Richtung in die Terbin* 
dnngsünie fUlt, deren Grösse aber nicht direct gegeben ist, sondern 
sich durch die neue Bedingung, welche zu den sechs Bewegungs« 
gletchungen hinzutritt» bestimmt 

Ein einfaches Beispiel hierfür ist die Bewegung zweier Massen* 
punkte, die durch eine starre gewichtalose Linie Terbunden sind, 
2.B. zweier Bleikugeln, die an einem sehr leichten Stab befestigt 
sind. FOr die Behandlung dieses Plroblemes ist von den Gleichungen 
(97) auszugehen und in denselben K als Unbekannte anzusehen, die 
zu bestimmen die Bedingung: 

r„ sa Consi 

zu den Bewegiingsgleiclaingen hinzutritt 

Dns Resultat ist nach dem Vorstehenden sogleich /u übersehen. 

1 )«'r Schwerpunkt des Systemcs bewegt sich gleichhirmig in ge- 
rn!» r Linie; für <lie Bewegung relativ zu demselben gilt »1er Flächen- 
satz, und da die Entfernung beider Massenpunkte unveränderlicli ist, 
90 müssen letztere mit constaiiten («esehwiiidigkeiten Kreisbahnen 
in derselben Ebene durch den Schwerpunkt beschreiben. Die Auf- 
ätellang ausführlicher Formeln ist nicht nüthig. — 
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Auf ('entralkrätte la.Nöl sich fcrucr dor Vorgang zurückfuhren, 
den mau kurz als den Zusammenstoss zwi icr Massenpu iikie 
bezeichnet. Wir betrachten dazu zwei MassenjuiuktL-, die einf !z»u"n- 
seitige Einwirkung nur dann äiissern, Avenii sit- einander uucinilich 
nahe kommen. Dieselben werden sich, solnntre ilire Kutfernung eine 
endliche ist, mit coustauten Geschwindigkeiten in geraden Linien 
bewesen und eine hiervon nlnvt ichende Bewegung nur solange eiu- 
schlaiien, als ihre Entleruuug unendlich kleiü ist, oder, wie man 
kurz sagt, widirend ihres Zusammenstosses. 

Man kann dann, ohne eine andere Annahme zu benutzen, als 
die, dass während der Periode des Stesses eine Oentralkratlt der 
oben besprochenen Art wirksam ist, den Zusanuiienliang bestimmen, 
in welchem die Bewegung nach dem 8toss mit derjenigen vor dem- 
selben steht 

Seien nämlich und >n, die Massen der l)eiden Punkte, m,". i\\ 
w°, F," u»d w/, t'A M'A IV die Componenten und Resultanten ihrer 
Geschwindigkeiten vor dem Stoss, r,, i/v. I' und it , >•., w., V. die- 
jenigen nach demsellx ii, ^/^, und ' , und die resj). lebendigen 
Kräfte, so gilt nach (93 ) der Satz von der Krbaltung der Bewegungs- 
grösse des Pimktpaares, der sich ausdruckt in den Gleicbungen: 

in, tt, + tm, «, = m, uC + u,**, 
ferner gilt nach (95"') die Gleichung der Elnergie: 

V. + ^. + = y*.* + ^: + ^, 

in welcher 0' und 0 die Potentiale der Wechselwirkung vor und 
nach dem Stosse sind. 

Da nach (95") die Differentialquotienten des Potentiales nach 
den OoordiDaten der Massenpunkte die auf jene wirkenden Kraft- 
componenten darstellen, so muss nach den obigen Annahmen über 
die Wechselwirkungen 0 für alle endlichen Entfernungen constant 
sein und nur für unendlich kleine varüren. 

Da nun der Stoss beginnt, wenn die Wechselwirkung eben an- 
fängt, einen von Null Terschiedeuen Werth zu erhalten, und endet, 
wenn sie verschwindet, so muss <J!> s (ff sein und daher gelten: 

oder ausführlich, nach MultipÜcation mit 2: 

»», (W.* + f.* + M'i*) + W, (U,* + V* + W,*) 
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IMese Formeln bezieben sieb auf ein ganz beliebiges Coordinaten* 
System; sie lassen sieb vereinfacben, wenn man dasselbe so legt, dass 



ist H. h-, dass V" und \\ nach der TZ-Ebeue gleiche und parallele Com- 
poneoten geben. Man erkennt aus (9d)i dass unter dieser Annahme auch 

ist, also V* und F, sich gegen die Fj^-Ebene ebenso verhalten. 
Femer gilt jetzt: 

und es folgt durch Subtraction dieser Gleichung ron (98'): 

f«, II,' + m, M,* = wi, «,"' + w», w,' 'i 

oder 

m, - u;') = m, (w/ - tt/). (98") 

Dividirt man dies durch die aus der ersten Formel (98) folgende Be- 
oehong 

m, {u, — 1«,") = «i. (w.^ — w,), 

so folgt: 

ff, + tt," = M, 4- u,% 

imd ans diesen beiden letzten Gleichungen berechnet sich: 

2w^tC+ M,*(w, — »«,) 
»I, + m« 

(98'") 

1^ - m 

?lf, + Vif 

was mit 

s t'/, w^-, = f/-." und t?, Ä = w." 

cmammen Grösse und Bichtung der resultirenden Geschwindigkeiten 

Totlständig bestimmt 

Unbekannt ist nur noch die Richtung der eingefikhrten A'-Poordi- 
nateoaze, welche dadurch detinirt war, dass V, und T'" einerseits, i; 
and T? andererseits nach der zu ihr normalen l'Z-Ebene jjleiche und 
IMrallele Componenteu besitzen sollten* Diese zu bestimmen ist eine 
^peciellere Annahme Aber den Vorgang des Stosses ^forderlich, als 
taaher angewandt war. Denken wir uns z.B. die beiden Massenpunkte 
i)s sehr kleine starre Kugeln, die nur während der Berülirung auf 
einander wirken, so crgieVit es sich aus den SynimetrieTerhältnissen, 
dass die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte im Moment der Be* 
rahntng jene A'-Axe, ibre> txemeinsame Tangentenebene jene TZ-Ebene 
sein muss. In diesem Falle des schiefen Stosses unendlich kleiner 
Kugeln ist die Au^abe also TöUig durchgeführt. 
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Die rsBiütirenden QesammtgesobwiBdigkeiteii folgen ans (98'"): 

F, = F. + («7 W ' 

m,r 

Für den geraden centralen Stoss sind die r^, «'^ und Vf^,w\ 
gleich Nnll, die tij^a und » Fj^** zu setzen; es gilt dann: 

* w, + 

Dies sind die Gesetze dos Stesses für zwei Massen]) unkte; 
dass es keineswegs erlaubt ist, sie für endliche fassen anzuwenden, 
wird sich später zeigen. 

§ 15. BewegfTiBg von Punktsystemen; Sätze über Bewegnngsgroiien 
und Fläohenmomente; Gleichung der Energie. 

Seien nunmehr, statt nnr zwei, n Massenpnnkte gegeben mit den 
Massen m,, m,, , .m^ nnd den Goordinaten yt* «i» • • - s.» y«» 
Zwischen ihnen mögen wiederum Gentraikräfte specieller Art wirken, 
welche in den bezüglichen Verbindnngslinien liegen, nur von den Ab* 
ständen abhängen und gleiche Gegenwirkungen bedtzen. Der Massen- 
punkt eiünbre Ton einem andern die Kraft K^kt bIbo von 
die Kraft iTj^j^ » beider Gomponenten sind dann gegeben durch 
V V — ir — V V — . L- y» ~ y» 

y »■ ~ ** • 



r; 



hierin ist A'^^ eine Function nur der Entfernung r/,t, die negatiT 
ist für den Fall der Abstossung. positiT für den der Anziehung; 
»= ''k^. ^^'ird stet> ])ositiv gerechnet 

Ausser diesen Wt c Ii i Iwirkungen, die wir innere Kräfte d s 
Systemes neun« n, « len noch von ausserhalb des Systemes Ii» l:i uden 
T^rsfichen Kräf te hervorgehraclit; die Summen ihrer aof den Punkt ima 
ausgeübten Conipoueuten seien X,,. y^, Z^. 

Dann lauten für einen beliebigen Masseupunkt die Bewegungs* 
gleichungen: 

m*^^'i-:^F**+ y*, (99) 
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die Summen sind Uber aUe auf wirkenden ICasseupunkte ans- 
ludehnen, es ist also A b 1, 2, 8...it, » 1, 2, 3...A — \,h + 1,...» 
n setzen. Analoge GleicliuDgeM gelten für jeden anderen Ponkt; 
die Anzahl aller ist gleteli du und ebenso gross ist auch die Anzahl 
der unbekannten Coordinaten. 

Die Anzahl der allgemein angebbaren integrabeln Gombioationen 
aas diesen 3» Gleichungen ist selbst för den Fall, dass die äusseren 
Kräfte fehlen oder bestimmte einfache Eigenschaften besitzen, die* 
wlbe^ die in dem Torigen speciellen Ptoblem gebildet war, und dem- 
nach weitaus nicht genügend zur ToUst&ndigen Lösung desBewegungs- 
problemes, das in der That schon bei drei Massenpnnkten ohne 
ftossere Erftfte bisher nicht streng durchftihrbar ist Bei Wirkung 
haaetet Kräfte liegen die Verhältnisse meist noch ungünstiger. 

1. Summirt man sämmtliche auf dieselbe Goordinatenaze be« 
zflglichen Gleichungen, so erhält man zunächst 

^•»"^ - ^?-^» + ?^'» (loo*) 

0. 8. f., und da nach (90**) die erste .Summe rechts verschwindet, bei 
Einführung der Geschwindigkeitscom]>onenten w*, i\, wk auch: 

Diese Formeln lassen sich in verschiedener Weise auffassen. 

Zunächst wollen wir benutzen, dass die Producte ntj^Uf^'^Ä^i 
m^Vf^^Bf^, mj^v^-B q^, welche man nach S. 55 die Bewegungs- 
grössen des Massenpunktes rtih nach den Coordinatenaxen 
oeoDt, ebenso Vectorcomponenten darstellen, wie Uk% V|^, Wh selbst, und 
wiederholen, dass man den ihnen zugehörigen polaren oder Yer* 
scbiebungsvector Vh = \\\ kurz als die Bewegungsgrösse Ton m,^ 
bezeichnet Es gilt somit nach (100) 

j',^^»=:^-^». lt:^B,=^Y„ (loo) 

In diesem Formellstem finden sich nun Summen von Vector- 
componenten nach den Coordinatenaxen, die man nach S. 16 wieder 
ilt Vectorcomponenten aufhssen kann. Setzen wir also "S-^* — 
Vi;^ = ]^ ^ C, so stellen A, B, C die Gomponenten eines 
Vecfeors FT, der (resultirenden) Bewegungsgrösse des Punkt« 
sjstemes, dar, die sich aus den BewegongsgrOssen der einzelnen 
Punkte ebenso nach der Regel des Polygones zusammensetzt , wie 
die (resultirende) äussere Kraft K mit den Gomponenten ^ » 2^ 
V = V » Z aus den auf die einzelnen Massenpunkte wirken- 
den äusseren Kräften Ä». 
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Schreiben wir hiernach die Oleichnngen (100') in der Form 

80 Stellen sie den Satz Uber die BewegnngsgrSsse eines 
Punktsystemes in der folgenden einfachsten Form dar: 

Fttr ein äusseren und inneren Kräften der Torausge- 
setzten Art unterworfenes Punktsystem sind die Aen- 
derungsgeschwindigkeiten der Componenten der Bewe* 
gungsgrösse gleich den parallelen Componenten der resal- 
tirenden äusseren Kraft 

Es mag darauf hingewiesen werden« dass dieser Satz eine groaae 
Erweiterung der in der Formel (29") für einen Hassenpunkt ent- 
haltenen Definition der Kraft darstellt 

Fehlen äussere Kräfte, so liefern die letzten Gleichungen 
das Resultat ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ 

worin A„, B^, Q, Constanten bezeichnen, und damit den sogenannten 
Satz von der Erhaltung der Bewegungsfjrösse: 

Für ein nur inneren Kräften der vorausgesetzten Art 
unterworfenes Punktsystem ist die Bewegungsgrösse nach 
Grösse und Richtung constant. Ist dieselbe also zu irgend 
einer Zeit gleich Null, so verselnvindot sie dauernd. 

Die im Vorstehenden entwickelte AutYassung der Gleichungen (100) 
ist besonders deshalb von Hedeutimg. weil ein zweites, sogleich ab- 
zuleitendes Formelsystem die gleiche Behandlung gestattet. Ge- 
bräuchlicher ist indessen eine andere Deutung, welche durch die 
Einfiihrung der Scfiwer])unktscoordinaten gemäss den Formeln (02") 
nahe gelegt wird. Durch sie gewinnt das System (100) die neue Form 

]^ ^'^A = A\ , ^^^m^=='^ IV, ^ = ^ Z^, (101) 

in der es den sogenannten Schwerpunktssatz ausspricht: 

Der Schwerpunkt eines unter der Wirkung tou äusseren 
und inneren Kräften der Torausgesetzten Art stehenden 
Hassensystemes hewegt sich ehenso, als wären in ihm 
sämmtliche Massen des Systemes zu einem Massenpunkt 
vereinigt und griffen in ihm sänuntliche äussere Kräfte an. 

Steht das System nur unter der Wirkung innerer Kräfte, so 
hewegt sich der Schwerpunkt gleich tV>rniig in gerader Linie. Diesen 
Satz nennt man den Satz von der £rhaltung der Bewegung 
des Schwerpunktes. Ein System, welches allein inneren Kräftea 
unterliegt^ ist das Weltsystem, der angegebene Satz gilt daher auch 
ftlr dieses. 
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Wirken keine äusseren Er&fte, oder aber sind dieselben Tom 
Ort nnabhftogig und den Massen proportional, me die Schwerkraft, 
Bo erhslt man» indem man die Glexcbangen (101) mit mujJSmk mul- 
tiplidrt und Ton (99) abzieht, dabei i ^ ihj Vh^n ^ Vh9 
-> ^ « ^ setzt» ftir die Bewegung relativ zum Msssenmittelpnnkt 
<ü« Formeln: 

lu diesem Falle findet die relative Bewegung ebenso statt, als 
ruhte der Schwer]ninkt und wirkten auf die Massenpunkte aus- 
schliesslich die inneren Kräfte des Systemes. 

2. Multiplicirt man die dritte Gleichung des Systemes (99) 
mit y^, zieht davon die zweite, mit multiplicirt, ab und bildet 
bierron die Summe für alle Massenpunkte, so erhält man zunächst 

u. s. f., oder da die erste buuiiiie rechts nach (99^^) verschwindet» 
bei Einführung der Geschwindigkeitscompouenteu uj^, t\, wi^ 

d - 

^ -f 2 — «* n ) = O/A ^ — «* ^h)f 

imd aDslog * * 

^ ^ ^ '"ä "/* — J^h = ^ (vA A'a - Zu), (102) 

^ 2 (-^A ^'t* ~~ "*) = 2 C^A ~ -^a)- 

Die auf der linken Seite dieser Gleichungen befindlichen 
Summen enthalten nach S. 101 die Producte der Massen in das 
Doppelte ihrer Flächengeschwindigkeiten o/., ;^/., nach den Coordi- 
aatenebenen; wir nennen sie die Flächenmomente nach den 
Coordinatenebenen oder um die Coordinatenaxen und be- 
zeichnen sie mit O/., P^, 0/.- Die in den Summen rechts auf- 
tretenden Functionen der Kräfte A\ heissen aus später hervor- 
tretenden Gründen die Drehungsmomente dieser Kräfte um 
die Coordinatenaxen; wir bezeichnen sie mit L^, M^, 

Die Formeln (102) nehmen hierdurch die Gestalt an 

dosn 

ond liefern so einen leicht in Worte ku fassenden Satz. 

Eine neue Auffassung der Ausdrücke (K^PktOk und Lf,^ Jf^, Nj^ 
geben die auf S. 15 n. 17 angestellten Betrachtungen an die Hand. 
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Da die Geschwindigkeit F^, oad somit auch die sogeDumte fie- 
wegongBgrOsse m,, T\ einen polaren oder Verschiebnngsvector 
darstellt, und da Gleiches toh der Kraft Ks gilt, lo sind nach ihroi 
Definitionen O^, P«, und Lu» Mk» 3& Componenten zweier 
axialer oder Drehnngsvectoren, die durch swei Parallelogramme 
mit den Seiten rj^, 1^ resp. ru, Ki^ ^ unter den Abstand des 
MaasenpuDktes wom CoordinatenanÜEmg verstanden — repräsen- 
tirt werdeü können. Diese Vectoren haben nftmUch Zahlwertbe 
gleich den Flächen der l^etreitenden Parallelogramme f% r^tm{r^, Vk) 
resp. A\ sin (rj^, iS]^) nnd Ricbtuogettt di? mit den in geeigneter 
Weise definirten posiÜTen Normalen auf deren Ebenen zusammen* 
fallen. Als positiv ist dabei je diejenige Seite der Normale gewählt» 
um welche 1\ resp. im Sinne einer posittren (linken} r>rebuDg 
wirken. Die so definirten Vectoren können passend als Hanpt- 
ilächenmomente und Hanptdrehnngsmomente Ton V^^ 
nnd A'^ um den C oordinatenanftmg bezeichnet werden. 

Von den Vectorcomponenten P*, "»d L», J/*, treten 
nun in den Formeln [102 ') die Summen aller paralleler und gleich* 
artiger aot Fasst man diese Summen — O,..., ~ A»-* 
wiederum als Vectorcomponenten auf, so entsprechen sie nach S. 16 
je ein^ Vector, der ans allen Hauptdächenmomenten und Haupt- 
drehungsmomenten A nach der Begel des Polygoues abgeleitet ist 
nnd resp. (resnltirendes) Flftchenmoment F des Panktsystemes 
und (resultiEeDdes) Drehungsmoment der äusseren Kr&fte ge- 
nannt wenlen mag. 

Die Gleichungen (102^ nehmen bei Einf&hnmg dieser Bezeich* 
nungen die Gestalt an 

^=L, ^,f = jr. "/^^X (1021 

nnd sprechen damit den Satz über das Fliehen moment eines 
Pnnktsy Sternes in der folgenden einfachsten Form ans: 

Für ein lusseren und inneren Kriften der Tornas* 
gesetiten Art unterworfenes Punktsystem sind die zeit* 
liehen Aenderungen der Componenten des Flichenmomen« 
tes gleich den Componenten des resultirenden äusseren 
Drehungsmomentes. 

Fehlen äussere ErSfte, so liefert das ktzto Stjstem Ton (xlei- 
chnngen durch Integratiott 

p«p. 0«0.. 

wobei O, P. 0 Constauteu bezeiclmeu. und damit den Mgenannten 
Sati Ton der Erhaltung des Fiächenmomentes: 
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Ffir ein nur inneren Er&ften der Torausgesetzten Art 
unterworfenes Punktsystem ist das Fl&chenmoment nach 
Grösse und Sichtung con staut Ist dasselbe also zu irgend 
einer Zeit gleich Null, so gilt Gleiches auch zu jeder Zeit 

Da die Componente 8 ■= FcoB(i'', S) Ton F nach einer beliebigen 
Richtung S stets kleiner, als F selbst ist^ so gestattet der Torstehende 
Setz auch die touLaplacs herrührende Fassung, dass das Fl&chen- 
moment des betrachteten Punktsystemes seinen grOssten 
Werth andauernd in Bezug auf dieselbe (invariable) Ebene 
besitzt — 

Es mag hervorgehoben werden, dass mit diesem Satze eine 
Drehung eines anfftnglich ruhenden Massensystem es durch 
aasschliessliche Wirkung innerer Kr&fte sehr wohl verein- 
bar ist Um ein Beispiel zu geben, so sei eine materielle Kreisscheibe 
losseren KrSften entzogen, etwa auf einem Teiche schwimmend, ihr 
Centmm sei der Coordinatenanfang; zwei andere unter einender 
gleiche Massen, etwa lebende Wesen, mögen sich im Mittelpunkt be- 
finden, und Alles sei anfftnglidi in Buhe. Wandern nun jene Massen 
mit i^eichen Geschwindigkeiten erst in entgegengesetzten Bichtungen 
nach dem Bande der Scheibe, dann in Reichen Bichtungen an dem 
Bande hin und schUessHch nach dem Centrum zuracfc, so hat die 
Scheibe schliesslich eine andere Lage als anfangs« Denn wShrend der 
zweiten Periode haben die zwei Lebewesen zusammen ein von Null 
▼encbiedenes Flftchenmoment; die Scheibe muss demgemSss ein 
gleich grosses Ton entgegengesetztem Vorzeichen besitzen. 

Wirken entweder keine äusseren Erftfte, oder sind dieselben 
imabhingig Tom Ott und mit der Masse proportional, so gilt der 
Satz Ton der Eihaltung des Flftchenmomentes unter den gemachten 
Annahmen auch fDr ein mit dem Schwerpunkt bewegtes Ooordinaten- 
BTStem, wie dies aus den Formeln (101^ hervorgeht 

Wiiken äussere Kiäfte, die f&r alle Massenpunkte nach einer 
festsn oder beweglichen Aze hingerichtet sind, so gilt der Flächen- 
setz nur noch Air diese eine Aze; wirken Kräfte, die nach einem 
festen oder beweglichen Centrum hingerichtet sind, so gilt er fittr 
jede durch diesen I^inkt gehende Aze. Denn Kräfte der angeg^nen 
Alt geben keinen Antheil zu dem Drehungsmoment um dergleichen 
Azen, treten also in den Formeln (102) gar nicht au£ — 

Wir haben bisher ausschliesslich freie Bewegungen des Pnnkt- 
STstemee in Betracht gezogen und von der Einftkhmng von Beac- 
tioDskräften demnach abgesehen. Wenn die dem System auferlegten 
Bedingungen ausschliesslich mehrere Punkte desselben an einander 
binden, sind die durch sie gelieferten Beactionskräfte den inneren 
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Kräften znzozilblen, in allen anderen Fällen aber den änsseren. 
Diese inneren Bedingungen werden in den wichtigsten Fällen dahin 
lauten, dass eine geometrische Eigenschaft des Panktsystemes, S.E 
der Abstand zweier Punkte, die Fläcbe des dnrch drei Ton ihnen 
bestimmten Dreiecks» der Inhalt des dnrch vier von ihnen bestinunten 
Tetra§ders ein Torgeschriebenes Verhalten zeigt, etwa zeitlich cod- 
stant ist Da die gesamrate Confignration des Fnnktaystemes doich 
die Abstände r>; bestimmt ist, so werden derartige Bedingungen 
stets die analytische Form 

9? (r.„r«,r^, ...,/) s 0 (10») 
bedtien, die dnrch Differentiation anf die Gleichung 

Ifthrt Nach dem S» 90 n. 95 Gesagten mnss diese Formel eine Ansssgo 
über die dnich die Bedingung if ^0 eingef&brten Beactionskrifte 
enthahen, und nach {W) wird man ^kdif 'dr^ (unter k einen m he- 
stünmenden Factor Tentanden) als die GrOsse einer in der Kicbtnng 
der Verbindungslinie wirkenden und dem Gesetz der Gleichbett Ten 
Wirkung und Gegenwirkung gehorchenden inneren Kraft Kit be- 
trachten, deren GrOsse ans den Bedingungen des ProUemes folgt 

Man kann sich dies noch weiter klar machen, indem man die 
in k multiplicirte Summe § äier lefarten Gleichung dnrch Einfllbrung 
des Werthes Ton är^ in den Coordinaten x^, y^. y«* *t *^ ^ Form 

:i :i : Vu^jjr* + n»</vk + züd«,> 

^ *. 

bringt und die Werthe der dann resultirenden X^, Y^, ^tt discutirt. 

I>a <:on:^oh In ; viültiffkeit r'-^n Bedingungen der "bigen Form 
die i^lt iohungen ,^n« ertu'.lt sind, so gelten hier aach die auf ihnen 
beruhenden SäUe ^lOT. und 102 . — 

Pie allp?rt*f''.en Sätze über die B ■« ecuagsgrösse und das 
F!a«:V.enmomeiu eiaeü Punkt>ysiemes siiul im Vorstehenden iiewonnen 
AUS der Anr.Ahu.e :;:^wi>$er si'^^cieHer Eiirenschal^en iler inneren 
Knitie, Für den ersten Seit; war d:e GkxLheit der Wirkung und 
::euvnrk;ini:, tur den jweaten ausserdem ihr Zusammenfallen 
mit lier Verb:r./r.ir.cs'.::.it <.i- r x\ e\h>elHirke:.v;rn Ma^^npunkte benutzt. 

Ir.dt^eu i<: £u Vetonea, das^i die Gölu^rkeit beider Sätxe eine 
tu' ^; -.:er r- i.*h::-.de i>t. 

A.;.h :.r, ii:e .\ r'<\:-r.i: vier ir.r.er^:: Kriite des p^unktsvstemes 
;r. W :v':>e'. > '.rk t U P:::-».:yÄjkre", »ie sie in dem Formel- 
s^^uai V « Aii^druck tuv:-.:» r.io':.« aiiijc*:;^:« k-T^nnen die Glei- 
chnacfn V* " ur.d V.'".' t v-m IVn:: Temuscht man 

:a ' ü.e i ozcis^ut u>uruu;ea ^A^, ^ ^mi. ^ nut IjU» 
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Zi^f die nun die Gesammtcomponenten der auf den Punkt ausge- 
ftbten Kräfte darstellen, welche ttbrig bleiben» wenn man das ganze 
System jeder änsseren Einwirining entBogen, z. B. in einen unend« 
Gehen leeren Baum gerttekt denkt« so gelangt man stets zu den 
Sätzen ther die Bewegongsmenge und das Flftchenmoment desPunkt- 
tyitemea in der oben gezeigten Weise» sowie die ^Gleichungen gelten 

2-5'* -0, 2M = o, :s;z*=o, 

* h h 

Die Erfüllung dieser Formeln ist aber auch auf ganz andere 
Weise möglich, als in Folge des Bestehens der Bedingungen (99"). 

Wegen der grossen Analogie, welche die Gleichungen (100") 
und (102") mit den Fnndameutalformelu (29") für einen Massen- 
ponkt verbindet, kann man dazu neigen, ihnen hypothetisch 
eine allgemeine Gültigkeit für alle wirklichen Massen- 
systeme beizulegen. Wie das System (20") die positive Fassung 
des in Galilei'» Trägheitsprincip negativ ausKesprocherien Grund- 
satzes für einen Massenpunkt entliält, so würden dann (100") und 
(102") Erweiterungen dieses Princijjt's auf ein Punktsyt^-m darstellen. 

Für die physikalische Meclianik haben diese Ueberlegungen kaum 
Bedeutung, da bei ilir so gut wie ausschliesslich die auf S. 159 er- 
örterten speciellen Fälle in Betracht kommen. — 

3. Multiplicirt man die drei Gleichungen (99) resp. mit 

Dod sommirt sie fkir alle Massenpnnkte^ so erhJUt man: 

* ^ " ' (104) 

Hier stebt unter den einfachen Summen rechts und links nach 
(78") und (77 ) resp. die von den äusseren Kielten während «II an 
geleistete Arbeit dj^k nnd der bezügliche Zuwachs der lebendigen 
Kraft d von m^^. FQr die Doppelsumme erhält man bei Kin> 
fthrung der Wertbe (99^) und bei Anwendung des S. 162 einge- 
schlagenen Weges auf alle Combinationen zweier Massen m,^ und 
den Werth — S^m'^^m' ^» allein von r^^ abhängig, so ge- 
langt man durch Einführung des Potentiales 0^ ihrer Wechael- 
«irkung nach S. 108 schliesslich zu 

^^*//,.= -v^r/c/i^, + Vc/^^, (104') 
W. V«MV, MMhaalk. Mte Aufl. IS 
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Hieria i8( i^'*^* = die Summe aller lebendigen Kräfte oder 
kurz die gesammte h lM-ndige Kraft des Sjstemes; ^^^^^«0 
ist die Summe der Potentiale aller einaelaen Wechselwirkungen oder 
kurz das Potential des Jil aasen Bj steine 5: auf sich seihst; 
— J.-/^ = d^i vA dlo Samnie aller von ünaseren Kräften während «^l 
geleisteten Arbeiten oder kurz die äussere Arbeit 

Demnach kann man unter Einffthnmg der Energie 0 
auch schreiben 

d.h. der /.Ti\v;ich« der Knorjrie riTi<»< tintcr iiinerf-ri (ciitial- 
ui\<l !m' 1 1 1- }i i c»' n .1 u ^ - f r<- II Kr ti'tfii --t t'li rii dt-h M a^^ n ^ \ em p*5 
wahrtMul <i ■ i^t irlfu h iler an df lu«»»- 1 Ix* n iii dt-r gleichen 
Zeit Ton den äusseren Kräften *releisteten Ar!»» it 

I>ie Erweiterung auf den Fall, dass die Wechselwirkungen A'^^ 
ausser den Kntfeniuniren r^^ auch den^i^ l'ifferentialquotientt'ii nach 
der Zeit entlialten, eigiebt sich nach S. 164 ?ou eeibety mag aber 
hier unterbleiben. 

Sind die Punkte des ?»vstemes nicht frei, sondern an gewisse 
Hetiui^unsTt*!! irebunden. so sind die Arbeiten der durch letztere ge- 
geWnen Ke.u üonskrätte mit in Koi huuug zu zi l '^n, Kräfte, die bei 
den wirklichen Bewegungen keine Arl>eit leisu-u, fallen aus der 
Knergieiileichung überhaupt heraus. Si^loher Art sind die äusseren 
Krät\«', >*eloh«^ aU Kiaotionen festt r und ruhender Curven und Ober- 
tl;u hon auün trn. ebenso die inneren KrUfte, uelohe an<? He«lingungen 
Ton der Form ^U';>' tollen, fal's m dir>en die Ztii nicht vorkommt 

l>io Formel J04 ^, welche eine aosseronlentliche Erweiterung 
der in $ 11 abceU it« ten iib u hu: ir TT ' der lebmdigen Kraft für 
einen einrelnru M.-4ssejipnnkt biMet. h^i^^t kurz die Cileichung 
der Knt rcie für ein Punktsvstfau l^.is Wisrutlichv ilires In- 
b;ilte> d.-*ss fiir ein SAs:e:u. »ebia-'- d'-r gemricliten Annahme 

ent>pnv ]-,t, dasv voi;.t> ir.nert^:i Kr;»:^ e ::: lV:r:.t:ai boit^en, der Betrag 
VOM Arlv it, der t rtcrd» i ':. i^u um das S\vtem an« einem för jeden 
Punkl crin.' l'e. e"; :^ ce^: '■ •. U; A-.,j.ini>. -o'.tnd m » int-n ebenso be- 
iin l"::i:i f • .;. ..^t.s- d ..r . r. r ^i:e^< n beiden Zü- 

s*;. -.iden ^d. Iv- Cu\\\ vh" liv.d vii r < >/:,t^ jkeü je<k^>i Punktes in 
5 <n a' V.- i; ; . ! t ;» . ; r ^e:. vi a /.%k:>. ..- ..-:äia]> n, *lie bei dem 
\ i 1« .4; .u |'.^»>xu^ v - w .\ ' ..v J,^^- A: : ■ Vvdlständig 
duivh V;:- r. ;.; ,1. r ; ; :i \\ < . : : - t - r Funciicn d»T Orti' and 

Sx V : ^se :< \ tNMnpuuK'.e :.;r d«n i^gel^nen Anfangs- 
und K\.^ >: i :>e<:: 

U u\i a.vo d;»,s >K'-tim im L.v,;:* »ler X erkiidemngen in einen 
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schon froher dagewesenen Zustand surückgefuhrt, so ist seine Energie 
die gleiche, der ganze Aufwand von Arbeit zwischen diesen beiden 
gleichen Zuständen ist gleich Null, oder es ist ein ebenso grosser 
poeitiTer, als negativer Betrag aufgewandt, ebenso viel zugeführt; 
wie entnommen. 

In dem spedellen Fall, dass äussere Kräfte nicht wirken, giebt 
nsflere Gleichung (104") das Integral: 

d. h., fttr ein sich selbst ttberlassenes System ist die £ner* 
gie constant; es heben sieh hier also fortwährend die Aenderungen 
TOD lebendiger Kraft und Potential gegenseitig auf. Diese Gleichung 
keisst der Satz von der Erhaltung der Energie. 

Die Sätze Ober die Energie sind an die Bedingung geknüpft, 
<Ubs die inneren Kräfte des Systemes ein Potential haben. Da man 
dies froher för einen spedellen Fall der in der Natur vorkommen- 
den Hüglichkeiten ansah, so hielt man es für selbstTexständlich, dass 
die Sätze von der Energie sich in der Natur nicht allenthalben be- 
wahren, und hob die Fälle henror, in welchen sie gelten oder nicht 
gelten. 

Lassen wir zum Beispiel einen Stein — d. h. ein l^ystem Ton 
Hissenpunkten — ans der Ruhe unter der Wirkung der Schwere 
aof eine weiche Unterlage fallen, welche die erlangte Geschwindigkeit 
aufhebt, und betrachten wir den Anfangs- und den Elndzustand, so 
findet in beiden anscheinend Ruhe statt, ist also die lebendige Kraft 
Null; in beiden haben die Theile des Steines anscheinend die gleiche 
Anordnung, also dasselbe Potential der Wechselwirkung: die Ener- 
gien sind somit in beiden gleich, ihre Differenz ist gleich Null. Hin- 
gegen ist die Arbeit, welche die Schwere bei dem Uebergang ge- 
leistet hat» gleich mgkt wenn das Gewicht» h die Fallhdhe des 
(Schwerpunktes des) Steines ist Die Gleichung der Energie scheint 
demnach hier nicht ssu gelten; Aehnliches findet in zahllosen an- 
deren Fällen statt. 

Indessen ist man in neuerer Zeit allmählich zu der Anschauung 
gekommen, dass dieser Widerspruch nur die Folge einer unvoll- 
«tändigen Betrachtungsweise ist; dass derselbe aber verschwindet» 
wenn man wirklich alle lebendigen Kräfte, alle Potentialänderungen, 
alle Ton aussen stattfindenden Einwirkungen berücksichtigt Man 
ist dazu gekommen, das Wesen der Wärme in einer Bewegung der 
kleinsten Theilchen der K((rper zn sehen, deren lebendige Kraft ein 
Xaariii der Temperatur isf^ und so deron Entstehen auf mechanischem 
Wege durch einen Aufwand tou äusserer Arbeit oder durch eine 
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Venrandlong sichtbarer» äasaerer Bewegung in Kalecttkibewegimg 
XU erkl&retu Man bat sich dann weiter daron überzeugt, daas die 
Volumeiiändeningen der KOrper, welche eine Erwiimung begleiteii, 
h&nfig tu bedeutenden Veritnderungen des PotentialeB eines Kerpen 
auf sich selbst Veranlassung geben. Man hat schliesslich die Vor- 
stellung gefiiasl^ dasB die lebendige Kraft der Wirmebewegung ganz 
directe Teigrössemng oder Verminderung ohne mechanische Ldstong 
erfahren kann rermittelst der Wärmeleitung durch die Oberflftche. 

Unter Rficksicbt anf diese früher unbeachtet gelassenen Ein- 
flüsse hat sich dann die Gleichung der EUiergie, wo man immer 
eine experimentelle Prüfung Torgenommen hat, in allen TheQen der 
Physik ToUständig bewährt und gilt gegenwärtig in einigen derselben 
als ein Gmndprincip^ das, wie das Trägheitsprindp, nur durch den 
Veigleich der daraus gelegenen Folgerungen mit der fieobachtong 
bewiesen wird. Da man nur in wenigen Gebieten den analytischen 
Ausdruck ftU* die Energie v^-irklich aa£stelleii kann, so ist das Wesent- 
liche de:> Principee die Behauptung, dass es Ar jedes Maasensjstem 
eine Function seiner augenblicklichen Confignration, d. h. Anordnung 
and Geschwindigkeit, giebt^ welche für jeden ZeitsuMnent um ebenso 
viel innimmt, als die dem System Ton aussen zugeführte \Värme> 
energie und moohanische Arbeit betragt. In dieser Form bildet es 
eine der Grondlagea der mechanischen Wärmetheorie. 

Für manche Anwendungen ist eine kleine Umfonnnng der 
Enennegleichnng Ton VortheiL 

oei m 

'JE — ii^^ -r = 

^ die lebendige Kraft eines oder mehnerer« ans irgend welchen 
Gründen gee<»ndcrt zu betrachtcfider. Punktsr^teme, und seien |, r,, ^ 
die $chwmpanktsciVi>Tdinaten eines diesttY Systeme. Setaen wir dann 
filr alle Punkte dt^lben ..\ - | - ^ t + t.^. = ; + ^j,. 

beiei^'huen wir al$^> mit • ^. die iV>«>rd:naten der Masse 
relatif tum Schwerpunkt dea Sv^temes. so ist: 

* 1 / — ' ' -r — 

«« ■ J « 9 » 

• ^•^ • *k Al 

». *; ^ m: ^ mt a, ^ «: • «; ^ / | * 

Sv.v/.v.. : V .: vV.; > • r :»_.• ^'. »s>: : • Tr^" r.vZti. Sy>ienies. so 

^ er-. " . i> . : -.0 ':V ur. i rt >-..;.rl :;jr die lei>eudige 

3 ' Iii*» - i i;**. - + 
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worin mm m die Geschwindigkeit seines Schwerpunktes, die 
relative Geschwindigkeit von in Bezug anf den Schwerpunkt be- 
deutet, und W{ aber neue Bezeichnungen sind. 

Es erscheint hiernach die lebendige Kraft W in zwei Theile zer- 
legt, deren erster^ eine äussere lebendige Kraft diejenige 
ist, welche das System haben würde, wenn alle Punkte die Ge- 
Hchwiniligkeit ta des Schwerpunktes besüssen, oder wenn alle Hassen 
in demselben vereinigt wären, während der zweite, eine innere 
lebendige Kraft sich so bestimmt, als besSssen alle Punkte 
Qnr die Geschwindigkeit ta^ relativ zum Schwerpunkt. 

Demgemäss kann man auch für eine beliebige Anzahl von 
Msssensystemen, z. B. von festen Körpern, dieselbe Zerlegung vor- 
nehmen und setzen: 

(lü5) 

wobei und die Summen aller äusseren und aller inneren leben- 
di|9D Kiftfte W^' und der elnzebien Systeme bezeichnen. 

Aehnliches gilt ftlr das Potential «1» des Systemes auf sich selbst 
Deon da dasselbe gleich ist der Summe Uber alle Einzelpotentiale 
S ^kk* ^ ^i^n man alle 0^^^, die sich auf Punkte je eines Theiles 
beziehen, für sich zusammenfassen in ein inneres Potential 
sUe, welche Punkte Terschie den er Theile betreffen, in ein äusseres 
Potential demgemäss wird dann: 

c/i - + 0,, (105 ) 

and man kann auch die Energie 

f;= </> = £;. + £; (io5") 

setzen, wo nun besteht aus der Summe Ober die lebendigen Kräfte 
der inneren (Rotations-, Schwinpings-. ^fnlecular-) B<'we^jung aller 
Theile plus der Uber die Potentiale jt ilrs Theiles auf sich selbst, £^ 
aus «1er 8umme der lebendigen Kräfte dt i äusseren Bewegung aller 
Theile plus der der Potentiale fttr die Wechselwirkungen zwischen 
venchiedenen Theilen. 

Ist das ganze System äusseren Kräften nicht ausgesetzt» so wird 

d{L\+E,)^0 (105 ) 

sein, d. h., in demselben Maasse, wie die äussere Energie abnimmt» 
muR die innere wachsen, und umgekehrt 

Betrachten wir z. B. zwei Massensysteme, etwa teste Körper, 
die auf einander nur dann merkliche Kräfte ausüben, wenn einzelne 
Theile einander unendlich nahe gekommen sind, so haben wir einen 
Vorgang, der mit dem, welchen wir als den Stoss zweier endlicher 
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Körjjcr bezeichDen, Behr nahe übereinstimmt und nns ein Beispie) 
für die oben angestellten allgemeinen Betrachtungen giebt. 

Sind if, und M, die gesammten Massen, sind t»/, w,* und 
II,*, Vi 10,* die Schwerpunktsgeschwindigkeit^n vor, «„ v,, w, und 
«S» «7, die nach dem Stoss, so giebt der Satz von der Erhaltung 
der Bewegungsgritase, angewandt auf diese beiden Zeitpunkte, die 
drei Gleichungen: 

Jf.f/, + Jf,«, « lf.tt,* + M,Ut% 

M. V, + M, V, = M, v; 4- M, u', (106) 

Wendet man die Gleichung (105'") auf dieselben beiden Mo- 
mente an, in denen nach der Annahme die Wechselwirkung zwischen 
den beiden Massen verschwindend ist, so hat man in ihr für beide 
Zeitmomente dem Potential <f>„ den gleichen Werth zu ertheilen. 
In der That: ist gleich der Summe der Elementarpotentiale 
der Wechselwirkungen zwischen den Massenpunkten der beiden 
Edrper, ein jedes nimmt aber einen bestimmten constantsn 
Werth (er sei J an für alle Entfernungen r^^, welche grösser sind, 
als das Bereift merklicher Wechselwirkung; denn Terschwindender 
Kraft entspricht ein constanter Potentialwertii. Somit besitzt 0« 
sowohl Tor als nach dem Stoss denselben Werth Demgemftss 
nimmt in unserem Fall Gleichung (105'") die Form an: 

+ « ^; + e:, (106-) 

wo der obere Index " dem Moment vor dem Stoss entspricht 

Die lebendige Kraft der Schwerpunktsbewegung ist also nur dann 
durch den Stoss uicht ge&ndert, wenn dabei die Summe der inneren 
Krit ri^ien beider Massen sich gleich geblieben ist; dies würde z. B. 
bei absolut starren Körpern stattfindeii, die weder einer Deformation, 
noch einer Bewegung ihrer kleinsten M heilchen ÜÜiig sind, falls der 
Stoss für sie keine Aenderung der Rotationsbewegungen zur Folge 
hat In diesem speciellen Falle gelten die S. 169 abgeleitet« n (be- 
setze des Zuflammenstosses Ton zwei Massenpunkten auch für die 
endlichen Massen. Dass jene früheren Formeln überiiaupt gefunden 
werden konnten, hat seinen Grund darin, dass bei einem Maasen- 
punkt die innere Energie als unendlich klein angeeeben werden 
kann. Bei endlichen, deformirbaren und schwingungsfäbigen Körpern 
wird in Folge des Stosses die innere Energie sich Ändern, und es 
köniM ii denigemäss fl'ir sie jene einfachen Stossfonneln nicht gelten. 
Die Aufsuchung der in diesen allgemeinen Fallen geltenden Gesetie 
bietet selbst bei geradem Stosse grosse ^Schwierigkeiten dar. 
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Nur eia extremer Fall erledigt sich mit grosser Leiclitigkeit, 
nftmlicb der, dass die Körper, wie man sagt, absolut weich siod^ 
d. h,, dass sie nach dem Zasammenstoss mit einander yerbunden 
weitergeben. Hier ist » i«. » F, u\ = » zu 

setzen, und es folgt ans (106): 

(.V. + 3/.) = 3/, + Jf, 

{M, + AQ V ^ M v: 4- M K, (107) 

wodurch die vollständige ßestiiiiinung der resultireiulni Massen- 
mittelpuuktsgescliwiüdigkeit geliefert wird; die Formel (H'<) ) gieht 
liagegen die beim Stosse eintretende Verändtrung der inneren 
Energie; 

Setzt man hierin rechts die Werthe Ton V, v, W ans (107) 
sin, 80 erh&lt man naeh einer leichten Reduction: 

*i - ^! » Ä/f +\ K«^^ - )' + - *.7 + K - <r]. 

Der Ausdruck rechts ist eine stets positiTe Grösse; daraus 
folgt» dass beim Zasammenstoss zweier absolut weicher Kdrper die 
äossefe lebendige Kraffc stets ah-, die innere Energie stets zunimmt 
Soweit dieser Zuwachs zu einer Vergrösserung der lebendigen Kraft 
der Molecfile dient« wird er eine Steigerung der Temperatur der 
Köqier zur Folge haben. 
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0 er, 9a, + a,^«, + flr.^tf.t u. 8. f. (3) 

Um die neuu d w^^, d'/?^, durch drei unabhängige Crröaseo 
auszudrücken, führen wir folgende Bezeichnungen ein: 

SX^ß,Ay,-hß. r) y, + ^, d>. « - {y, A/t?. + y.dß, + y. d ß,), 
öfA= y, ff ff, -\- ;v A f(: + «. = — («. '^^ r. + ^ + (•*) 

Dabei ist wohl zu bemerken, dass SX, Sfi, Sp nicht stets die 
Form der Yariationen von (geometrisch interpretirbaren) B'unctionen 
besitzen, wie ^x«, ff//,, d sondern zunächst nur unendlich kleine 
Grössen bezeichnen, ähnlich wie in § 4 die Symbole de, dV 9.t 

Ks gelten dann z. B. zur Bestimmung von Sa,, Ste^, Sa, durch 

dfi, d» folgende Formeln: 

0 = (f a, + A cf, -f- fe, ö 
— A f = ^, d of, + <^ + ß^f^ «.» 

aus ihnen folgt durch die Factorensysteroe «t, ßi» 7% ^P* ßtr Tf 
und «r«, j-/,, in Rttcksieht auf (2 ): 

^Ttf, = A> — A r, 

Diesem System ordnen sich die ahnlich zu erhaltenden folgenden zu: 

A .V, = «, A r — y, A" /. , ffy^= ßt ^ — f'. Z'. 

A o'. = Utä ¥ — y, ö iL, = A A — er, A m, (5 ) 

isetit man diesv G erthe in die erste Formel (3) eiu, so ergiebt sich: 

oder lu Kückäicht auf (l): 

Jjr SB fVjr. + (t — — — y«)^*^' 

ebenso auch » S*/^ + (x — a> ^ » — (^ — %«) (6) 

^ 5 Ä ^ : -f V — ff} 9X — {j- ^ T^Mfft, 

nie«e F<>rrn« Iii geben die Hei z itier ^H>'tehigra unendlich kleinen 
Verrückuug de* Ki»q»er8 eintn^tendeu i\H>nhnatenrinderungen irgend 
<>ine« seiner Ihuikti?; leutere erscheinen also als die Sumraen ein- 
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nber mit den ^x,, <) z„, ÖXy <)>, dv proportionaler Theile, 
defen Bedeutung wir leidit erkennen, wenn wir die speciellen Fälle 
betrachten, die resultiren, &Us jene Qrdssen alle bis auf nur eine 
?er8chwinden. 

Ut nur Sx^ von Null Yerschieden, eo ergiebt eich: 

da die Goordinaten x in diesen Formeln nicht auftreten, so 
drücken sie eine allen Punkten gemeinsame Verschiebung parallel 
der X-Axe um Sxt aus. Wir benutsen der Bequemlichkeit halber 
auch weiterhin das Wort „Verschiebung'* f&r diesen speciellen 
Fall einer parallelen, gleichen Bewegung aller Theile und behalten 
„Verrück ung" Air die allgemeinste Lagenänderung bei. Das An»- 
loge, wie tOir Sx^, gilt für die Fälle, dass nur Sy» oder nur S»^ nicht 
verschwindet 

Das Formelsystem 

9x^8x„y dy=dy^, 9x^9%^ (7) 

giebt hiemach eine resultirende Verschiebung von der Grösse: 

Ö s. = x,y + (<) yoY 4- {ä (7') 
in einer Bichtung s, für welche gilt: 

Ist weiter nur von Null verschiudeu, so erhält inan. 

öx'^o, « — — <y » s= + b — yo) '>'^. 

liies giebt keinen für alle Punkte uliMchen Werth dw ( (»ordinaten- 
andoningen, denn d i/ und ^ v sind von y und ; abhängig. Da <)V 
gleich Null ist, so findet die Verrückung iu einer Ebene parallel 
zur y /-Ebene statt; sie hut die irrösse 

und eine Richtung, gegeben durch 

«XS . y) = ---0^.- C08 (ä l) = - - ..- . 

Nun ist aber ^ (jj - y») +1- — - J — % 

der senkrechte Abstand des Punktes x, y, z von der Parallelen zur 
JT-Aze durch die Stelle x^, y„ ««; die durch 9X gegebene Ver- 
rtckusig ist also proportional mit und findet normal zu dessen 
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Richtung statt; de ist demgemSss eine Drehung dee starren SystemM 
am den unendlich Ueinen Winkel 

bezttglich der Geraden ^ » y«> at^Zt als Drehnngsaze. 

Wir wollen nun auf der Drehungsaxe eine Bichtang pcaitiT, 
die entgegengesetzte negativ wählen und, wie firOher, eine Drehung 
als positir bezeichnen, wenn sie sich filr einen in der Drehungsaie 
mit dem Kopf nach der positiTen Seite Hegenden Beobachter als 
Ton rechts nach links stattfindend darstellt Dieselbe Drehung stellt 
sich dann dem nach der negaftiTen Seite der Aze liegenden Be- 
obachter auch negatiT gerichtet dar. 

Nach dieser Festsetiung eigiebt ein positiver resp. negativer 
Werth Ton eine positive resp. negative Drehung um die Parallele 
zur pt^sitiveu A'-Axe durch r«, jf«, 

Wie durch SX eine Drehung um eine Parallele sur X-Aze^ so 
ist durch A u und (Tr je eine Drehung um Par:dlele zur 7- und sur 
Z-Axe durch die {Stelle jv, ^„ gegeben, (tir die alles gilt was in 
Bezug auf ersten? gesagt ist. 

Sind alle «bei Werthe 3 iL. SfM, dp von Null verschieden, ao 
haben wir 

3jt » (& <~ ; 1 ^ (y ~ « ^ 3 r. 

3y^{T^x\8p -{X - 5,)3i, (8) 

9x » ijr — «f i _ — 3 |i 

ak WtTthe <ler Vorrückungsoomponeiiten, die durch successive oder 
gleicV ticr Ht rTorbringung dor drei soeben betrachteten Drehongen 
eiutn^tea würiieo; ihre Kesulün^nde ist: 

Koruu !u halvn die Fv-rni der ttlrichtiuizt-n iM* auf 
S- IT, Ax, i>w« A; sind die Cniuviu nten des {M>Uren Vectors 
jr — X., jf — f^,, : — du'.:emgeii des Abstanden 

5» = 1 - ' * + I.V - * " + 1 5 - • 

dos K V.o; ict^n r*iir.kte> x» ; v. - u^ r.; Ar.tang^puukt v„ ;^ des 
Am r.s\su u <>s K N:i. h S. 17 sätid dann ^i, 0 9 die 

iVa.jvuenteu eme» ^i.^<iu Vc\U*r* 

- ^1*» , (8") 

und 2« .Ni'heu r uou «> ;h>;< ..4 r.Avh ck'i die Beziehung 
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wol)6i tt die Richtimg des Vecton bezeichnet, die sich aus den 
Componenten SX, IS§i, dv nach der Regel des Parallelepipedes be- 
gtimmL 

Nnn ist aber nach der Fignr 18 ^8in((», ff)nr der normale 
Abstand des betrachteten Punktes von der durch x^, y^, gelegten 
fiicbtang a, somit gilt auch 

t)fr = rSz oder Öx^öajr, 

Hieraus folgt» dass den Winkel 
daistellt, um den bezüglich der 
Axe a das starre System in 
Folge der drei unendlich kleinen 
Drehungen BX^ Öfi, um die 
Coordinatenazen das starre System 
gedreht ist 

Wir können das erhaltene 
Besnltat in folgende Sätze zn- 
nmmenfassen: 

Drei gleichzeitige unendlich kleine Drehungen dA, dfi, 09 
am Parallele zu den Coordinatenaxen durch einen belie- 
bigen Punkt sind jederzeit äquivalent mit einer einzigen 
Drehung Sr um eine durch denselben Punkt gehende Axe tt. 

Trägt man auf den Coordinatenaxen Repräsentanten 
der Partialdrehungen Öly dfiy i^v auf und setzt dieselben 
nach der Regel des Parallelepipedons zu einer Resul- 
tirenden zusammen, so ist diese der Repräsentant der 
resaltirehden Drehung ^r, ihre Richtung giebt zugleich 
die positive Richtung der Brehungsaze er. 

Dieser Satz ist sogleich umkehrbar. — 

Nach dem im Vorstehenden Entwickelten erscheint die allge- 
meinste unendlich kldne VerrOckung eines starren Systemes in den 
OleichuDgen (6) nunmehr zerlegt in drei gemeinsame VerschiebuTig(>n 
aller Punkte des Syttemes parallel den festen Coordinatenaxen um 
resp. ()y^ dz^ und in drei Drehungen <) /, () ft, ifv um Parallel«» 
n den Co<»dinatenaxen durch die völlig willkürliche Stelle lu 
— oder aber in eine gemeinsame Verschiebung von der Grösse 

= Velfar; + *lFy; + dV (») 
in der Richtung gegeben durcli 

^ = J • {s, y) = ll^^ , cos X) = (9") 
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und eine Drahang Ton dem Betrag 

St = j + du -i- dv' (9) 

um eine Axe durch die Stelle x., y^, z^, deren positife Bichtong a 
gegeben ist durch 

cos («, J-) = ^ ^ , cos («, ^) , cos c«, i) = 3 • ) 

VS ir können die Gleichun;?en (0) aber noch anders deuten. 

Setzen wir niindioh in iluau j. . gleich Null, so erhalt«'n 
wir die Ven ia kiin«;on (Ar),,, (S A :),., welche derjenige (starr mit 
dem Svsteni verbundene) Punkt erleidet, der sieh ursprünglich im 
Aiii tii:.' des Svsteuies A', } , Z bel'aud, und wir k<»nnen daher die 
Formeln {i)) schreiben: 

ä!f^{!$yl, + xäp-xSl, (10) 

l'ic aHüeniein-jfe nneiiilliuh kleine VcnückiiUL: d#»<? .>tarrtii 
Syjstenit^ii , i-* Ii. lui laeriiaoh /'*rle<!f in eine allen Puiikteu gemein- 

- tili. \ ciM lüt liuniT. ffb'ii'h der, \v, 1< lio der Punkt r — 7 = : = 0 er- 
leidet, und in drei i»reliun?en um d:> *• -leu ("ooniinittenaxen selbst 

— oder auch iu eine gemeiuKiuie \ erschielmng von der Grösse 

(<> A = ] \^-rV + {9!,y^{ä\y [10) 

lü der Kichtuu^; ^ . gegeben uurrh 

t^i^v'». = , COsK,y = . CDS^*.. 0 = , ' 

und lüiie Drehung ton der Grüsse 

Ar ^ 1 t)Ä -f Aa' -r Ar* ^10 ) 

um eine Axe et. dunrh den festen ('«Mtniiaatenanfang, gegeben durch 



4i » 



co> . -r = , cos « , 'i ** » , cos i » = - - . 

/ uU a i; •• •.jC;- ": : »ia* Ver^iU iv . der Foruit lu ^10} mit (ö) 

vit 11 S.a.- 

F. ;i;e UU(V. d";.:. k!'::e u",:. e:'.;e Axe « durrli 

Ii ; e '^'ttlle • . . i ..^-vt v. trs^:.'«!! durch eine izleielie 
hr^ u::. i ;u . i.- r,ir.,/.t .e Ax- daroh den Coordiu a 1 1 11- 

aii*. :.ä o:*.e \ e;^>. ...v . ui. t r^ r. » :;u'<>i; i nten sind: 
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Durch wiederholte Anwendnog dieses Satzes kann man auch 
eine Drehung um eine zu u parallele Axe durch einen beliebigen 
Punkt einftUiren. — 

Wenn dem starren System successiTC Terschiedene unendlich 
kleine Verrückungen ertbeilt werden, so sind nach der Anschauung 
die dadurch bewirkten Ooordinatenänderungen fOr jeden Punkt durch 
di^ Summen der bei jeder einzelnen Verrückung auftretenden ge- 
geben , die Verrücknngen der einzelnen Punkte setzen sich daher 
gemäss dem S. 16 Gesa^^ nach der Regel des Polygones zu- 
Bsmmen. Bezeichnet man also die Goordinaten eines Punktes, durch 
welchen bei der Aten dieser VerrQckungen die Drehungsaxe geht, 
mit ^j^, so steUen sich diese Gomponentensummen in folgender 
Form dar: 

k h h h k 

Dies giebt nach (10) eine Vcr8c)iiol)ung des zuvor an der Steile 
/• » ^ SS { SS U gelegenen Punktes mit den Oomponenten 

= ^Jj^ - ^-a'\"a + ^'»A 
h K h 

TT * * 

untl eine Drehung um eiue Axe durch den i'iuikt .c = ^ ä ; = 0 
mit dt'u Compoueuteu 

fU«^*Aj,, = Öp^-^dp,, (U) 

h h h 

Nach den letzten Formeln setzen sich also, wie die Verschie- 
bangen jedes Punktes, so auch die Drehunge n dos starren Systemes 
am dun*h einen gemeinsamen Punkt (hi(*r den Coordinatenanfang (J) 
gehende Axen nach der Regel des Polygones zusammen. — 

Legt man die Z-kxn in die Drehungsaxe, so ist ök ^dft^O und 

d x = ('^ '■) — // 

Sy^{öy), + xdp, (12) 

d'i5 = (if^),. 
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Führt man dann noch ein zu diesem |»araUeles Coordinaiensystem 
A", r, ein, 80 dass 

ist, 80 resaltirt: 

Sx^-ySp, *y=: + x*r, Ift'^iaxl, (12) 

d. h., die Verrückung reducirt sich auf eine Drehung um eine be- 
stimmte Axe und auf eine Verschiebung parallel dieser Axe. Eine 
solche Bewegung nennt man eine Schraubenbewegung. Daher 
ergiebt sich der Satz: 

Beliebige unendlich kleine Verschiebungen und Dreh- 
ungen eines starren Sv^temes lassen sich jederzeit zu- 
sammensetzen za einer iSchr&ubenbewegung nm eine be- 
stimmte Axe. 

Die sie detinirenden Grössen folgen aus den forsteheuden 
Formeln (11) bis (12 ). — 

(lemass dem S. 12 u. 13 allgemein über die Transformation von 
Vectorcompoiienteu auf ein neues roonlinatensystem Gesagten sind 
ilie Drehungen rf, Ö ß. <) ;• um die im starren System festi^n Axen 
B, C bei Kücksicht auf die Formeln (1) dieses Tbeiles durch 
folgende Gleichungen gegeben: 

Sa = «f. + flt^f» + 7*. ^F, 

dß^a,ifl + + ;-.<>>, (13; 

Formeln, die sich umkehren lassen in: 

Sft = ß^ rV ff + fi, d -r- (13*) 

Durch die öa^, «v.*^^. Av^ drfleken sich die 8a, S^i, dy ohne 
alle Rechnung aus, wenn man bedenkt, dass sie zu den Formeln 
(1 ) in derselben Beziehung stehen mflssen, wie ^dX, — <)/i, -^Sp 
lu den Formeln (1). Denn eine po8iti?e Drehung des Coordinaten- 
s^'stemes g(\^en den Kdrper kann durdi eine negatiTe des Kdrpen 
gegen das Coordinatensystem exsetxt werden. Demgem&as muss 
gelten: 

«V fr - ir, .V <f, -f ß, «Y^^, -j- ; , a ; , = — [a, »Y -f ß, d p', + /, ; =). 

d i ^. ,> 4- ^V, A V, 4 ; , ,Y ; , = — {t<, i> a. -f ß, d^i, + <> ; .), (U) 
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Hau TerifiGiit dien leieht, indem man die Werthe der ättj^, 
^ßk* ^Th (^) entnimmt und einsetzt; dann eigiebt «Ich unter 
Iblektidit anf die Gleichungen (2 ") sogleich daa System (13). Femer 
gilt ane demselben Gnmde: 

du, = a^dy — ci,Sß, <)>/, = a^da — öy, Öa^ = «, — a,dUf 
dß.^ß.dr- ß, öß, äß, ^ß,3a- ß, öy, öß, = ß, öß - ß, du, (14-) 

^ 17. Theorie der Drehung-smomente; Ersetzung beliebiger auf ein 
ftarret System wirkender Kräfte durch eine Aeaultirende imd ein 

Orehimgimoment 

Ist, wie wir im vorigen Abschnitt erörtert haben» die Lage 
eines starren Systemes, z. B. eines starren Körpers, dnrch sechs 
Psnuneter bestimmt^ so werden znr Bestimmung seiner Bewegong 
auch nur sechs Differentialgleichungen mit den sngehörigen Neben- 
bedingungen erforderlich sein. Wir haben mm in § 16 des ersten 
Theiles ftr die Maseenpunkte eines unter äusseren und inneren 
Kräften stehenden Systemes die Bewegnngsgleicbungen aufgestellt; 
dieselben enthalten ausser den äusseren Kräften noch die zwischen 
den einzelnen Punkten stattfindenden Wechselwirkungeni welche, im 
Falle das System starr ist, als Unbekannte anzusehen sind, in- 
direct bestimmt durch die Festsetzung, dass jeder Punkt vom 
anderen eine constante Entfernung beibehalten soU. Die Reactions* 
Gräfte, welche durch starre Verbindungen zwischen den einzelnen 
Punkten eingefthrt werden, genUgen nach S. 176 den Bedingungen 
<99^ Um die Gesetze der Bewegung zu finden, sind hiemach 
sechs ¥00 einander unabhängige Combinationen sämmtUcher Be- 
wsgsngagleichungen zu bilden, die tou jenen Wechselwirkungen 
frei nnd. 

Dergleichen Combinationen haben wir aber an der citirten Stelle 
bcnitB gebildet» nämlich die Gleichungen für die BewegungsgröSBOn 
und Iftr die Flächenmomente. Auch die Gleichung der Energie ist 
ftr ein starres System, in welchem das innere Potential ^ sich nicht 
indem kann, da die Entfernungen constant sind, von den inneren 
Kiifien frei, reducirt sich also auf die Gleichung der lebendigen 
Kiaft; da aber nur sechs Unbekannte Torhanden sind, so kann sie 
fltar eb starres System nicht ton den genannten sechs Gleichungen 
nnsbhlngig sein. Dies wird späterhin erwiesen werden. 

Wir unterwerfen daher der Betrachtung die erstgenannten sechs 
GlaiehQogen; bezeichnet die Masse eines Punktes des Systemes, 

W. Voiat. MMiMalk. Zw«H« Aufl. 18 
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siod x^, tfi^, seine Coordinaten und X^, 1\, die in ihm an- 
greifenden insseren Knftcomponenten, so Innten sie nach den 
Fonneln (100) und (102): 

2 '=2^»» (15) 
2 "** [yk ~ ) = 2(1^* ^* - *A 
2*"* <^ |i j ~ 2 "~ -"^h 

^ ~ / * ~ ^* 

Wir richten di^ Anfinerkaamkeit beaondera aof die Art nnd Weise, 
«ie in ihnen die insaeten Stifte A\. F^. auftreten . 

Zwei Arten von Combinationen kommen allein w, die Com- 
ponentenanmmen parallel den Goordinaten^en: 

2 '\ = -v. V i; « r. 2 4 - (^51 

nnd die aehon finher ao geaamiten Drehnogamomente nm die 
Coordinmtenaxen: 

V;^., iV = ^ 2v^*-\ -X \ x,},-j^,A-J = X (15") 

Die erateren beaümmen nadi SL 172 voUstindig die Bewegnng 
des SchwerpnnktBe. Da aber jede Bewegn ng einea atairen ^jatemes 
akh iür jedes Zeitelement dt l erie ge n Hast in eine Vencliiebang 
nnd eine Drehnng — wobei man die Vcnehiebnag nach der Orts- 
T^ninderang einea beliebipm im stauen Siin uma ieeten Pnnktesr 
a. B. des Schwerpnnktea^ abech&tzen nnd die Drehnugsaze durch ihn 
bindnrcKleg«« kann — so mdasMi die Dr«hnngsmomente diese 
Drehungen bestimmen, jene missen nlsn ein Mamas der 
drehenden Wirkung der nnsge übten Crifte geben. Hier- 
duvch eHü&rt sich der ftkr die Function«« L. Jf« .V eingafthrta Name 
d<r Di^bunpmomentew 

Teber «iie Alt und Wei^ wie aaf einen Punkt wiiknnde Krftfte 
sich tu Resniiir^&den insaainenseuen, sich nach heKehigen Bidi- 
tnnpm ien<Hßen und sich aaf nette OcKvdi&atennchtungen besehen 
lassen, i$t Svhvvn m § ^ ti«s emen Tb<-:'.«s anstfähilieh geqprochen; 
wir «oV.cn naeiR<«hr ihnl:i:^e rntcmchnngen ftr die Drahnnga- 
BKNwca:«' der aaf ein stut«» :>>^;fra w^Hrtti^n EiiAe antitnllfm 
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L Wirke zimftchst auf das starre System nur eine Kraft A" 
mit dem Angriffspuiikt x, so sind 

yZ^xY^L, zX^xZ^M, xY-yX^N (16) 

ihre Drehungsiiiümente um die Coordinatenaxen A', Y, Z und nacli 
S. 15 u. 174 zugleich die Componenteo eines axialen Vectors A dpr 
somit nach Grösse und Richtung bestimmt ist durch die allgemein 
für Vectoren gültigen Formeln 



eM(D,x)^LlD, C08{D,y)« Jf/A cos = JV7A (16"), 

/) heisst nach S. 174 das Hau])tdrehungsm oment der Kraft A' 
um den Coordinaten n n fang; seine Richtung, d. h. die Axe, um 
weiche D in positivem Smue dreliend wirkt, wird als die Haupt- 
(Irehungsaxe von A' durch den Coordinatenanfang be- 
leichnet. 

l)ie Richtung von D steht normal auf der Ebene durch die 
Kraft A' und den Coordinateuaufaugspankt, und seine (jrösae wird 
gemessen durch das aus dem Vector 
r =r ] x' -\- if + und A' construirte 
Parallelogramm; ea gilt aoioit 



D^rKÜn{r, A> 



(17) 



Nacb der unmittelbaren An- 
•ebauung (s. Fig. 19) ist nun aber 
rm[r, K) ^ n der normale Abstand 
der Kraft ül Tom Coordinatenanfang ; 
es gilt somit ancb 

D = nK, (17') 




Fig. 19. 



sfld man kann bei BerOoksicbtigung 
der Tollständigen WiUkflrlicbkeit des Coordinatenanfanges den Satz 
ansqireehen: 

Das Hauptdrehungsmoment einer Kraft um einen be* 
Hebigen Punkt o ist gleich dem Producte aus der Kraft 
selbst in ihren normalen Abstand von dem Punkt o; ihre 
Hauptdrehungeaze steht normal zu der Ebeno^ welche die 
Kraft und den Punkt o enth&lt 

Da die Drehungsmomente M, N um die Coordinatenaxen 
nach 8. 15 (Fig. 8) durch die Projectionen des aus r und K ge- 

18» 
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bildeten PmllelognuDiDes auf die za jenen nonnnlen Coordmeton« 
ebenen gemessen werden, so ergiebt die Anwendnng der obigen 
Ueberlegmig nnf sie sogleich die Formeb 

in liviieii A.. A" » A'. die Projectionen von A' anl die )"Z-, ZA-, 
A" V-Kbeiu' und w . n. ihre norm;' • 1^:.::' ruuugen von der A«, 
>"-. Z-Axi' bezeichnen: w.. *♦ , n_ ntuL: ii.u;. die Hebelarme der 
Compf>neLt« n A.. A , A. oder auch der re^uiur enden Kraft A' m 
Be^UiT aut" dir roordinntenaxen. 

Um dalifi die Vor/eichcu von L. \ in l'eherein«liiiiiming mit 
deneu m deu Formeüi (16^ zu eriialtea. Kann man du- (Komponenten 
A'.. K . A'. passend als absolute Gh'S>en reciiueu, aber lien Hebel- 
armen M^, n . ri. d^ positive oder das nesative Vorzeichen treben, 
je naclHlem A um düe betreffende Axe in positiTem oder negativem 
5iinne dreht. 

KerücksichtiL'» n wir noch die illkürlichkeit der Coordinaten- 
axen, so kuimeu wir aus dem Vorstehenden den äatz schliessen: 

Dns Drehun??moment einer Kraft nm eine Axe ist 
pleich dem Product aus der Componente der Kraft nach 
der zur Axe normalen Ebene in d - r -n mit dem geeigneten 
Vorzeichen versehenen normalen Abstand Ton der Axe. 

Dn in den Formeln (15^ von jeder Kraft JT^ anföer den Com- 
ponenten 1\, nur noch ihre Prehunfrsmomente L^, M^, A'^ 
auftreten, so bleibt die Wirkung jedes A\ auf das slarre System bei 
Veränderungen, «ekhe diese secbs Fanctianeo nnberthri Lsssen, 
ang«indert. 

Nach dem soeben Gesagten ist nnn klar« dass. «ie A\. i\, Z^, 
so auch f.^. .V^. A*^ nngeändert bleiben, wenn man bei erhaltener 
GriVsse und Richtung von A\ dessen Angriffspunkt anf der Bichtong 
Too A\ beliebig Teiscbiebu fiierans folgt der Sats: 

Die Wirkung einer Kraft anf ein starres System ftndert 
«ich nicht« venn man dieselbe llngs ihrer Richtung beliebig 
Terschtebt. so lange nur ihr Angriffspunkt sich in starrer 
Verbindung mit dem Sjstem befindet Der neu gewfthlte 
Aagrid$punkt biancht dabei nicht einmal ein Punkt des unprQng- 
lieben Mas»ensT$tesMS in sein, sondern kann durch eine ausserhalb 
Iw^nde, mit Äcm Svstm durch eine masseoloM sinm Linie wer- 
bttudone Stelle des Rdkumes jwb'/.dei v^iden. 

Hiemach bat fllr i«Hi; r. t .r.. ; luen Homeat der Bewe<ning der 
vorgeschriebene Angrtifspu&ki der Kraft nur i ns o fer n Bedentnngp 
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ils er die Gerade featlegt» in weleher die Kraft liegt Fflr jeden 
anderen Zeitpunkt kann die Kraft anders gegen das starre System 
Ingen, wird also eine andere Gerade charakteristiscli sein. Im 
Falle der Bewegung ist es daher im Allgemeinen nicht möglich, 
den Torgeschriebenen Angriffspunkt einer Kraft dauernd durch ein 
und denselben anderen am ersetzen. — 

Oem&ss dem 8. 12 allgemein über die Transformation Ton 
Vedorcomponenten auf ein neues Coordinatensystem Gesagten gelten 
iwischen den Drefaungsmomenten L, M, N um die Azen X, T, Z 
und den Momenten F, O, H um die Axen Ä, 0 die Beziehungen 



0^a,L + ß,M-^r^N, (18) 



hierbei haben die r^,, ß^, y,^ die durch die Transformationslormeln 
(1) und (1 ) festgelegte Bedeutung. 

Da L, J/, X resp. F. G, II die Compononten des Hauptdrehunj^s- 
niomentos D von Ä* in Bezug uuf den b«'stininiten, zum Coordi- 
natenanfang gewählt«^n Punkt O ))ezeiclHien, so müssen beide 
Axenkreuze ihren Aiil'angspunkt in O halten. Eine Verlegung des 
Anfanprspunktes ändert sämmtliclie Wertlie. 

Das Drehungsmonient L. von K um eine zur A'- Richtung parallele 
Axe durch den Punkt o mit den Coordinaten r . // , ■, gegen deu 
festen Aufangspunict O ist z. B. nach seiner Deünition gegeben durch 

« (y - 2^0 ^ - - r « L - sr/y); (19) 

IhDÜche Ausdrücke gelten für die Momente If« und um Axen, 
die durch denselben Punkt parallel zur Y- und zur Richtung 
gesogen sind X, If, N und L«, iC* K haben sonach im All* 
gemeinen Tersohiedene Grössen. Damit sie einander gleich seien, 
ist erforderlich, dasa XxYiZm^x^iy^ix^,^ h., dass die Verbindungs- 
liuie der Kraft parallel sei 

IL Wirken auf das staire System beliebig viele Kräfte a; 
mit beliebigen Angriffspunkten, so treten in den Bewegungsgleichungen 
snsichlieaslich die Gombinationen ^Xj^ ^ . . . und ^iSk^k^ ^0 
s= ^ a Ir»... auf. Maassgebend ist somit für die Bewegung des 
itsrren Systemes wShrend dt nur allein eine resultirende Kraft die 
dch ans den Einzelkrftften und ein resnltirendes Drebungsmoment 
um den Goordinatenanfang, das sich aus den Hauptdrehungs* 
Bomenten D^^ der Einzelkrikfte um denselben Punkt nach der Bogel 
des Polygones ableitet Die Gesammtcomponenten X, Y, Z, und 
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BOmit Richtang niid GrOflse ihier Resultirendeii E ist von der Lig» 
des Cooidinatenaii&ngiBpiiiikfce» nnabh&agig; wir wollen zanidiBk 
untonndieii, unter welchen ümstinden das Oieiclie von den Go- 
sanuntooniponenten L, M, N, lesp. yon deren Besoltirenden D gilt 
Hierza iUiren wir, wie anf 8. 197, einen Anfuigspankl o mit 
den Cooidinaten x«, y,, gegen den festen Anfing O ein nnd 
bilden 

^^^{'^ä -y*)^- - i;) = i - (i^.^- % n, (20) 

sowie ihnliche AnsdrOcke ftr JC and A;. Man eifannt» dass L,^L, 
JC » JVt X « 3r ist, und somit ükw alle Punkte das Haoptdrebiuigi- 
moment gleiche Gitoe. die Hanptdrebnngssie die gleiche Biehtang 
hat» erstens wenn 

JT: r:Z«x;:y«:3.» {201 

d. h. die Resultirende A' der CrerÄdeu oo i'arallel ist. zweitens 
aber ^uch. wenn .Y, Y, Z TerBchwinden, die resulürende £ralt K 
sdso gltich Null ist 

P» r erste Fall bietet geringeres Interesse, der zweite hat aber 
erhobhche Bedeiitmig. Wir formohren das fär ihn erhaltene Be- 
saltat in dem Sats: 

Kraftsysteme, welche rerscbwindende Gesammtcom- 
ponenten ^A\. V[ y^, somit eine Terschwindende 

Resultante A' liefern, geben für alle Pankte gleiche Haupt* 
drebnr.c^momente and parallele Hanptdrahnngsaxen* Dem- 
gemäss haben anch ihre PrehungsssOBento nm parallele 
Drehnngsaxen $tets gleiche Grösse. 

Der eintMhste Fall Iftr den dieser Sali Gfiltigjkflit gowinnt, ist 
der iw«er gleicher KitAe K = x; von e ntg g gcn geaetet gleicheD, 
-\Wr nicht xusammenfidlenden Bichtnngen, die ein sogenanntes 
Kräftepaar bilden. 

Logt man den (beUebigea) Pankt» in Bexng anf welchen das 
Uanptdrehnngsmoment bostimmt werden $d11. in den Angnfispnnkt 
Ton oder AV so gelangt man sogkich sn dem weiteren Sats: 

Die Hau^^tdrehnngsaxe eines Kriftepaares steht normal 
sn dessen Ebene« sein Hauptdrehungsmoment ist gleich 
dem Prodnct ans der Gri!^s$e der einen Kraft in ihron senk- 
rechten Abstaiul von der anderen. Xach dem Gesagten kann 
man A\ nr.d .V innerhalb des starrm S-vstemes gast beliebig ?ei^ 
legx n \ivkd in '.hrxT i.ir\^sso xonin^iem. sc» lange man nnr ihre Ebene 
swh oelbst parallel I.s^t ond das IVdnct ans ihrer Gitae in ihren 
Abstand constanl erhalt. 
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in. Die durch die Gesammtcomponenten A' ^ = 2 

2» 2 bMtiramte Resultante K vennag in Bezug auf die Scbwer- 
ponktsbewegung des starren Systemes, die durch die ersten drei 
Gleichongw (15) beBtimmt wird, das gegebene System der A',^ voll- 
ständig zu ersetzen. Wir wollen untersuchen, unter welchen Um- 
ständen sie Gleiches in Bezug auf die drehenden Bewegungen zu 
leisten vermag, deren Gesetze in den letzten drei Gleichungen (15) 
enthalten sind. 

Die Bedingung hierfür ist, dass die Gleichungen 

M - zX -xZ = 2*)» (21) 

durch ein System von Goordinaten 9, Ui » zn erfiülen sind, wenn 
f&r X, r, Z die Werthe gesetzt werden: 

X^'^X^, Y^^l\, Z^^Z^. (21') 

Die Goordinaten x, resp. ^c^, y^, bestimmen hierin 
wieder den Angriffspunkt von K, resp. AJ^, genauer, einen Pnnkf^ 
durch welchen die Richtung der bezüglichen Kraft hindurchgeht 

Man erlronn^ dass, obgleich die Werthe von y, z willkttrlich 
sind, diese Gleichungen nicht durch jedes beliebige System von 
Kiftften X, T, Z befriedigt werden; denn multiplidrt man sie 
resp. mit X, Z und addirt, so erhftlt man 

XL+ YM + ZN=0, (21 ) 

und hierdurch eine Bedingung zwischen den gegebenen Grö^^sen 
A', T, Z, L, M, N, welche erf&Ut sein mnss, damit die eine 
Kraft K die gegebenen ToltstSndig ersetze. 

Die Xf Y, Z und die L, M, N sind Vectorcomponenten nach 
denselben Coordinatenaxen; die Lf M, N h&ngen dabei ausser von 
deren fiichtung auch noch Ton deren Lage, resp. von dem Ort des 
Coordinatenanfanges ab. Kan erkennt aber bei Heranziehung der 
Formeln (20) leicht, dass, wenn die letzte Gleidiung flir eine Lage 
des Nullpunktes erfüllt ist, Gleiches für alle gilt 

Dividirt man Formel (21') durch KD, so kann man ihre Aus- 
sage iu den Satz fassen: 

Eine beliebige Anzahl auf ein starres System wirkender 
Kräfte A*^ ist nur dann durch eine einzige (resultirende) 
Kraft K zu ersetzen, wenn deren nach dem Gesetz des 
Polygones aus den bestimmte Richtung normal ist zu 
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der Hauptdreliiingsaxe des Hystemei der A',^ durch eiaeu 
beliebiiien l*unkt 

Ist die Bedingung (21") erhillt, so ist »lie Lage der Re- 
salüreuden A' bestimmt durch die Schnitt^erade der beideu Ebenen 

x(riV- ZM) + y[ZL- XX] + ; (A' Ji - YL) = D\ ^^^^ 

dmn Gletchtmgen ans dem ^atem (21) durch die Factoien x 
und L, M, X £D]geii; die eiste iron ümen enlliSlt den Coordinaten* 
an^g. Legt man dorch den Coordinatinnanfang noch eine Ebene, 
nonnal an A", denn Gleichung ist 

X .V + r + i Z = Ü, (22) 

so kann man die Coordinaien x\ y, z des Schnittpunktes der 
Besnltirenden K mit derselben leicht erhalten. Dividirt mau näm- 
lich die aweite Gleichung (22) durch DK und setst 

vi .V - ZM] KD ^ a;, {Z L - XX) KD = 
{XM- YL) KD»«;, 

dindirt man ferner die Gleichung ,22^ durch A und seut 

XiK^ß:. lA.i,. ZA^A'. 

uiviauL unaii endlich die erste Gleichuni: durch D und setzt 

L'D-ri'* Jif/>-r,\ xz)-r;. 

s>o nehmen die Gleichunfcen folgende Form an: 

xm^ -r sr«f,* + 5 « D A'. 

xi'^^ß. ^ ^^;»0, (22") 

Die . ; / sind dabei Bkhtung<oosinus, und swar be- 

stimmen die ß^ die Richtung von IT, die die Riobning Ton Z>, 
die nach ^^21^^ <u einander normal IHe bestimmen die 

Bk'hiutK des Loih«« auf /> und A\ denn es gilt 

«?. - ^«';, - A r« • * A ; • ~ ;» • «. 2. — 

was Mk*h der ersten Reihe d^e STsteees ^2 "* die ausgesj^rochene 
1Meutu::g hat Pas Fi^rr.;el$Tstem ist a:«o mit ;i) confoim, 
und «ine mit * cv^ntorsce rR*.kchr«rc l:«!ert diitct 

i «ff : .V, > - r \. 5 D K (23) 
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oder bei EinfUiniDg der Wertbe der auch: 

* ^ * y " A- ' * " Ä- 

Wählt man die Ä'-Coordinatenaxe parallel der Richtung von 
10 wird 2^» ^ 2 ^» = 2-2* = 0, und die Bedingung (21") zu 

^-2(^*'^*-^*i;) = 0; (24) 

die Coordinaton des Schnittpunktee von K mit der FZ-£bene 
and hier: 

j^«--^, + (24') 

Die Bedingung (21") ist identisch erfüllt, wenn entweder die 
Gesammtcomponenten A', T, 7. oder aber die Gesammtinoniente 
Xf, J/, y verschwinden. Der erstere Fall bietet kein Interesse, 
weil er nach (21) L = 0, J/=0, A"=0 zur Folge hat, also jede 
Einwirkung auf das starre System ausschliesst. In dem letzteren 
geben die Formeln (23') x' = 0, / = 0, »'«0; der Schnittpunkt 
der Eesultirenden A' mit der Ebene (22') fällt hier also in den 
Goordinatenanfang. 

Ein verwandter specieller Fall, in welchem die Bedingung (21") 
erfüllt ist. ist der. dass sich die Richtungen sämmtlicher Kräfte 
iD einem T unkte schneiden; dann kann man nach dem Satz auf 
S. Kh; alle Kräfte nach dem Schnittpunkte hin verlegen und sie 
lori nach der Regel des Parallelogrammes zusammensetzen. Dass 
in diesem Falle unseren Bedingungen wirklich genüjjt wird, ersieht 
man rinfachsten aus den Aus^ranf^sgleichungen (-J 1 ). Bezeichnet 
man iiainlicb die Coordinaten des Schnittpunktes aller Krälte mit 
y, X, so sind deren Eigenschaften ausgesprochen in der Be- 
ziehang: 

welche für alle h gilt Durch sie sind aber die genannten Gleichungen 
identisch erfüllt 

Noch s])ecieller ist der Fall, dass alle Krftfte unter einander 
parallel sind. Legt man die X'Axe ihnen parallel, so erh&lt man: 

-^^^t^k» -^x„ ' :^ A, • v'** ' 

IT. Ist die Bedingung (21") nicht erfüllt BO genügt also auch 
nicht eine einzige Kraft, um das System der in jeder Hinsicht 
ZU ersetzen, sondern es ist ihr ein weiteres Element hinzuzufügen, 
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z. B. eine zweite Kraft K oder ein Drehungsmoment Ü, Da aber 
nur eine Bedingung nnerfüllt blieb, so können jene QrOssen noch 
bis auf ein BestimmnngSBtück willkürlich gew&hlt werden. 

Wir wollen Tersuchen, die gegebenen Erftfte durch 
eine Resultirende K und durch ein Er&ftepaar Ton einem 
Moment D und einer Axe parallel zn K zu ersetzen. 

iBt die Axe Ton IX parallel zn bo sind aeine Componenteo: 

r = £^, JT-^r, V-^, (26) 

und es lauten die statt (21) jetzt zu eri'üUenden Bedingungen: 

J£-»A'-asZ+ Zy-^, (25) 

Füisst man dieselben mit den Factoren A', Y, Z zusammen, so 
erhält mau fUr D' den Werth 

A 

dabei ist wegen der Werthe (25) you L\ M\ N* auch 

D = ^ . (ib) 

Gleichung (26) Iftsst eich also auch schreiben: 

und drückt in dieser Form den Satz ans, dass L - L\ M~ W, 
N-^N' die Componenten eines Brehungsmomentes sind, dessen 
Axe normal zn K steht 

Für die Lage der Besnltireuden erhftlt man zwei Formeln 
aus (25') durch die Factoren x, y, » und L, M, n&mHeh: 

ir(L - L'} + !f{^f- ^^ + . (Y- JV) == 0, 
x{YS - ZM) -^yiZL^ A.\^ + ^ (Aif - YL) « Z?* - D\ ^^^^ 

Die Besnltirende ftllt in die Schnittlinie der beiden hierdurch 
definirten £benen. 

Fügt man hinzu die Gleichung der zu K normalen Ebene 
durch den Coordinatenanfang 

a;A + 2^y+--Z=0, (27') 
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•0 Icaim man genau wie oben die Coordinaten ^, ff, des Scbnitt- 
pnnkteB Ton K mit der letzteren Ebene bestimmen. Man eddüt: 

«-(r.v-zJO<-^^j=^, ^ ~ {ZL - xn)^-^^ , 

Nach dem 8.108 Gesagten hat ein Kräftepaar um alle Punkte 
dns gleiche Hauptdrehungsmoment, man kann somit seine Haupt- 
drehungsaxe parallel mit sich ganz beliebig innerhalb df s Körpers 
Terlegon. Die betreffende Axe von D ist mit A' parallel, wir kDnin-n 
sie somit auch mit K zusammenfallen lassen und erhalten bieKlun h 
Bchliesslich den (einem S. 192 abgeleiteten jiarallel gehenden Satz: 

Ein jedes auf starres System wirkendes Kraft- 

system lässt sich ersetzen durch eine Resultirende und 
ein um ihre Richtung als Axe wirkendes Krättepaar vou 
dem Moment U ^{LX-^ MY N Z)IK, 



§ 18. Theorie des Schwerpunktes; Beispiele für seine BereohniUl^* 
Continiiir liehe Körper; Dichte imd fpecifiBohes Gewicht 

Auf S. 201 ist gezeigt worden, dass parallel der A'-Axc auf ein 
starn's System, z. B. einen starren Körper, wirkende Kräfte A', sich 
zu einer Resultirenden A' zusammensetzen, deren Grösse nach (24 ') 
gegeben ist durch 

und deren Biohtnng hindurchgeht durch den Punkt der Ji^Ebene: 

y^-:£K, > :^A'. • ^^^^ 

Hier ist znnSehtt nnr die Gerade bestimmt, in welcher die 
Resultante liegt; haben aber die auf die einzelnen Punkte des 
starren Systemes wirkenden ErÜte die E2igenschaft, bei einer 
Drehung desselben gegen die Eraftrichtung ihre Grösse unverändert 
beizubehalten y so lässt sidi ein Punkt angebeui durch welchen bei 
jeder Lage des l^stemes die BesuÜirende hindurchgeht, den man 
abo in einem besonderen Sinne ihren Angriffspunkt nennen 
kann. Man erhält die Coordinaten dieses Punktesj, indem man aus^ 
drttckt, dass die obigen Relationen ftir jede Lage eines Azenkreuzes 
Ä, B, C, das wir mit dem starren Systeme fest verbunden denken 
wollen, gegen die Richtung der Kräfte bestehen sollen. 
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Dazu drücken wir nach System (1) if, », ffj^, z^^, durch a, b, 
^A» K* ^^^f achi^ibeu also: 

ond erhalten, indem vir diese Gleichungen ftr beUehige cr^^, 
gölten lassen: 

Don hierdurch im starren System gegebenen Pnakt nennen 
wir den Kräftemittelpunkt der A"^. 

Unter aHen Kräften, welche die vorausgesetzte Ei{?enschaft 
haben, ihre Grösse bei einer Drehung des starren Systemes für 
jede Stelle «It'sselben unverändert zu bewahren, ist die wichtigste 
die Schwerkraft Sie ist überdies der im Punkte a^^, 6^, vor- 
handenen Masse proportional, und demgemftss werden für sie die 
letiten Gleichungen nt: 

Vrrgh'icht man diese Ausdrücke mit den in Formel (92) des 
ersten l'heiles gegebeneu Detinitionen der Coordinaten des Massen- 
mittelpunktes, so erkennt man: 

Der Kräftemittelpunkt der Schwere liest im Massen- 
mittelpunkt lies Systemes. auf welches sie wirkt Wegen 
dieser Eigenschaft führt der Massenmittelpunkt noch in einem 
anderen, als dem S. 158 erörterten Sinne den Namen des Schwer- 
punktes. 

Die Wirkuni» der Schwere auf eiu starr? s Svstem ist 
also bei jovler Laire un<I in jeder Hinsicht dieselbe, al^ 
griffe dessen ganzes Gewicht im Schwerpunkte an. Hieraus 
erhtllt. dass die Bestimmut-ii dtr Lage des Schwerpunktes ein 
IVobU m von vi« Italtig^T BeiieutUDg ist. Wir wollen uns defflselhen 
nutunehr ruw^ nden. — 

T utor < au m Körper vt rst^ b» u wir nach S. 1S4 eine ii^aotitat 
M:i!5'nt . die ei" ;i Kaum a:i>cht ituMid oo:, anuirlich erfüllt, und nrnnen 
ii< -isellH n starr. ! -i t^ »ies Sfiiier Th^ ilcfcn u von jedem and- n !i "'ine 
cv^" staT.t«' K- trVrv.ur.i: bew^ihrt. kO::".-: !! emen Körper in ein 

PiiL.ktsvstt m Terws:: i' r lern wir ihu Aat" Ln^ nd er:^ Wnise in 
Volume uelemeuce lerie^ derkeu uiivi jeiies eiuielne als emen Massen- 
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paukt betrachten. Befindet sidi an der Stelle x, y, % ein Yolomen* 
element ik, welches die Masse dm enth&lt» so nennt man das Ver* 
hlltoiss 

- (29) 

fidb dasselbe einen bestimmten Grenzwerth liefert» die Dichtigkeit 
SD der Stelle x, y, z. Die Dichtigkeit ist also diejenige 
Hasse, welche in der Yolnmeneinheit vorhanden sein 
«ftrde, wenn dieselbe durchaus ebenso erfüllt wäre, wie 
das Volnmenelement dk an der Stelle x, y, dividirt 
durch die Volumeneinheit 

Die Dimension einer Dichtigkeit ist daher 

[«]^[i»r'], (29') 

Nach der Definition unserer Massen- und Längeneinheit ist die 
Dichte des destillirten Wassers hei 4^ C. gleich 1. 

Wir bemerken, dass in der Natur ausschliesslich solche 
Körper vorkommen, bei welchen ilie Dichtigkeit eine eu<l- 
ii' Lf ist Massenpuukte in dem Sinne des Wortes, dass 
eiüi' endliche Quantität Materie iu einen unendlich 
kleinen Raum zusa iiimeugedrängt ist, existiren nicht. 

Nach der vorstehenden Definition bestimmt sich die Masse 
eines Körpers durch das Integral 

M^Jidk, (29) 

in welchem die Dichtigkeit c als Function des Ortes gegeben zu 
dsaken ist 

Der speciellste Fall ist der einer im ganzen Körper constanten 
Dichte; daran schliesst sich der einer in Bereichen constanten, 
die bei einem aus verschiedenen homogenen Stücken zusammen* 
gesetzten Kdrper stattfindet Hier verliert die Definition (29) von t 
ihre Bedeutung, sowie das Volumenelement äk sich ttber die Grenze 
mier derartiger Theile hinaus erstreckt, sie gilt nur für Elemente, 
die ganz in demselben Theile liegen. Demgemftss ist in Formel (29") 
ftr die gesammte Masse nun auch das Integral in eine Summe von 
Integralen Aber die einzelnen Theile zu zerlegen. 

Völlig oonstante Dichten kommen, streng genommen, in der 
Natur nicht vor; schon durch die Wirkung der Schwere, ausserdem 
durch nie völlig fehlende Veronreinigungen der Substanz variirt die 
Dichte innerhalb jedes Körpers von Ort zu Ort Zu einer stetigen Ver- 
ioderiichkflit tritt stets noch eine unstetige, wenn Iftngs einer Flftche « 
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in der oben beflchriebenen Weise seine Bedeutung Terliert Aach hier 
darf die Integration nicht ttber eine solche Fttche erstreckt werden. 
Das Gewicht eines Körpers ist 



Jsdk; (30) 



man fasst bierin g'B mitunter als viue Grösse auf, die man als 
das S|)ecifische (rcwicht an der Steile x, y, \ liezeirbiiet, 
Specifisclu'S Gewicht ist ribo das Gewicht der Volumeu- 
einheit, wenn letztere durchaus ebenso mit Masse erfüllt 
ist, wie das betrachtete Volum euelement, dividirt durch 
die Yolumeueinheit; seine Dimension ist: 

M-[mr*n. (30') 

Das speciüsche Gewicht des Wassers ist also in unseren Ein- 
heiten ca. 981. 

£s ist vielfach gebräuchlich, die Be^fie Dichtigkeit („speci fische 
Masse'') und specifischee Gewicht zu vermischen und beide als un- 
benannte Zahlen anzusehen, aber dieser Gebrauch ist gerährlich und 
giebt leicht Veranlassung zu Fehlem. Wir wollen festhalten, dass 
der Zusatz ^^specifiscb^' in der ganzen Physik übereinsümmend die 
Anwendung einer in Bezug auf eine gegebene Raumgrosse, Fläche^ 
Masse etc. definirten physikalischen Grösse 77 auf die Einheit des 
Baumes, der Fläche, der Masse etc. andeutet Jene durch das 
Beiwort y^pecitisch" ausgezeichnete Grösse hat daher stets eine 
Dimension gleich der von /7, difidirt durch einen Baom, eine 
Fläche, eine Masse etc. — 

Wir wenden uns nun zu den Eigenschaften des Schwerpunktes 
eines Körpers und deüniren seine Coordinaten |, ^ in Bezog auf 
ein beliebiges Coordinatensystem A', Z durch: 

fvdm fydm f*dm 

^'^Jd^' "^^ fd^' fd^' ^^^^ 

Ist der Körper homogen, so f^lt die Dichte im Zähler und 
Nenner dieser Werthe herans, und es bleibt: 

In diesem Falle sagt man: der Schwerpunkt eines homo* 
genen Körpers fällt mit dem seines Volumens zusammen. 

Besteht der K< ri f r ans mehreren Theilen, die durch 
schiedene Dichte oder durch ihre Form sich zu gesonderter Be- 
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tnchtang empfehlen, so kann man die Integrationen theilen und, 
iadMn man ein Massenelement des &ten Tfaefles mit dm^^ bezeichnet^ 
anch schreiben: 

Nun ist / Tf.dm^ s= i^.M^., falls man mit die Masse des ^ ten 
Hisiles, mit 14, ihre Schwerpunktscoordiuaten bezeichnet; daher 
kann man setzen: 

^i/* ' ^"""[^J^* ' 2J/» ' 

d. h., ftir einen snsammengesetzten Körper kann man die 
Schwerpnnktscoordinaten bestimmen^ indem man die Masse 
Jf^ jedes einzelnen Theiles in dessen Schwerpunkt zu 
einem Hasienpunkt vereinigt denkt. 

Anwendungen hierron bringen die drei ersten Beispiele. 



1. Schwerpunkt ciura Sjstemes von homogenen Qeraden, 
die in ihren Endpunkten beliebig verbunden sind. 

Unter einer matt riellen Geraden Terstelii luaii einen cylindii- 
8chen Körper von ü^ gen sv'mv Lüiii^»- verschwindendem Querx hnitt. 
Dass der Schwerpunkt eines solchen l>ei lioniojiener Dichte im 
Mittelpunkt seim r Axe liegen muss, ist schon ans 8viiimetriertick- 
siilit^ n klar. Hat also in einem System von nuiteriellen Geraden 
eine die Endjiunktscüordinaten x^, //^ , und x^^, sowie die 

Mas**- m^j^, so ist für deren Schwerpunkt: 

. + ar» _ y„ + yi ^ t> + *k 

Für das ganze System haben wir dann nach dem letzten Satz: 



1 



kk 



Wegen der Werthe der j^j^» (^^^ lässt sich dies auch so 
schreiben: 
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was aussagt: dsr Schwerpunkt des Systemes materieller Geraden 
ist derselbe, als wenn in jedem Knotenpunkte die halbe Masse aller 
der dort zusammenstossenden Geraden vereinigt wftre. 

2. Schwerpunkt von homogenen ebenen Polygonen und 
▼on aus solchen zusammengesetzten Gebilden. 

Der Schwerpunkt einer nicht homogenen materiellen Geraden 
muss nach Symmetrierücksichten auf ihr liegen. Dieser Satz dient 
zunächst zur Bestimmung des Schwerpunktes für ein homogenes 
Dreieck, d. h. für eine homogene Platte von dreieckiger Begrenzung 
und von gegen ihre Ausdehnung verschwindender Dicke. 

Wir zerlegen die Platte parallel einer Seite in so feine Streifen, 
dass jeder derselben als eine homogene materielle Gerade angesehen 
werden kann. Für jede einzelne liegt der Schwerpunkt in ihrem 
Mittelpunkt, der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks fällt also zu- 
sammen mit demjenigen der materiellen inhomogenen Geraden, die 
entsteht, wenn man die Massen der erhaltenen Streifen in ihren 
Mittelpunkten vereinigt, — er muss also auf der Verbindungslinie 
des Mittelpunktes einer Seite mit der gegenüberlierrenden Ecke 
liegen. Da aber jede Seite in gleicher Weise zum Ausgang der 
Constniction benutzt werden kann, so muss der gesuchte Schwer- 
]nmkt in den Schnittpunkt der drei Mittelpunkts-Transversaleu des 
Dreiecks fallen. 

Jedes ebene Polygon von einer endlichen Anzahl Seiten ist in 
eine endliche Anzahl von Dreiecken zn zerlegen. Seinen Schwer- 
punkt zu bestimmen, haben wir nur das Punktsystem zu beh.andehi, 
welches entsteht, wenn man die Masse eines jeden Dreiecks in 
seinrm Schwerpunkt vt reinigt. Da>selhr gilt für eine aus poly- 
gonalen, ebenen, homogenen Flächen zusammengesetzte raumliche 
jb'igur. 

3. Sclnvr rpunkt eines homogenen Polyeders. 

Jedes Polyeder mit einer rndlichen Anzahl Flächen lÄsst sich 
in ( in(^ endliche Zahl Tetraeder, jedes Tetraeder in eine unendliche 
Anzahl materieller Dreiecke zerlegen. Durch eine der vorstehenden 
ganz analoge Betrachtung erkennt man, dass der Schwerpunkt eines 
homogenen Tetraeders der Schnittpunkt der vier Transversalen von 
den Ecken nach den Schwerpunkten der gegenüberliegenden Drei- 
ecke ist. Vereinigt man die Masse jedes Tetraeders in dem so 
stimmten Schwerpunkt, so erhält man das Punktsystem, deastti 
Öchwerptinkt zugleich derjenige des untersuchten Polyeders ist 
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4. Schwerpunkt eines homogenen Kreisbogens. 

Als materiellen Kreisbogen bezeichnen wir ein Stück eines 
Kreisringes von gegen Radius und Bogenlänge unendlich kleinem 
Querschnitt q. Nach Symmetrierücksichten kann der Schwerpunkt 
eines homogenen Kreisbogens nur auf der Halbirungslinie seines Oeff- 
mmgswinkels 20 liegen. Wählen wir diese zur .Y-Axe, das Kreis- 
centmm zum Nullpunkt, so ist nur die £-Coordinate zu berechnen. 

ESn Raomelement dk Ton der 
Lange d:i, parallel dem Bogen gemessen, 
wird gleich qäs, da aber gleich Rd(p 
uin, wenn ^ lant Figur 20 den Ort 
des Elementes bestimmt Da zugleich 
•eilie dB-Goordinate -bJ^oos^ isti so 
«rhUt man 

y* coegx/9 



0 




Fig. SO. 



Schreibt man dies Besultat in der Form: 

so spricht es den Satz aus: 

Der Abstand des Schwerpunktes eines homogenen 
Kreisbogens vom Kreiscentrum verhält sich zum Kreis- 
radinSy wie die Sehne zum Kreisbogen. 



0. Schwerpunkt eines homogenen Kugelflächensegmentes. 



Die materielle Engdfl&che betraditen 
«ir als eine Schaale Ton der constanten 
mendlich kleinen Dicke Wiedenim 
ainsB nach SjmmetriertLcksichtra der 
Sehwerpuikt auf der Axe des Kreiskegels 
dareh das Kngelcentnim liegen, welcher 
dis betrachtete Segment ausschneidet Das 
VohuneDelement dk werde durch zwei un- 
endlich Dahe» dem begrenzenden coaziale 
Kniskegtl und zwei unendlich nahe Meri- 
dian^nen begrenzt In der Bezeichnung 
der Figur 21 ist dann 




dk 



Fig. 21. 

i/^ Ii" sin r^dipdxp, z^Jicos(ff 



W. Vot«T, McelMaik. Zweit« Aufl. 



14 
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also: 

0 0 

Schreibt man dies Besoltat in der Form 

f-i(Ä + ÄCOT0), 

so erkeunt man iltü Satz: 

Der Schwerpunkt eines homogenen Kugelfläcbeu- 
segmeutes fällt in die Mitte seiuer Höhe. 

6* Schwerpnnkt eines ?on einem Kreiskegel begrenzten 

homogenen Kngelsectors. 

l>ie A'-Axe sei abermals die SymnK-trieaxe des Köri>ers. 

Wir zerlegen den Sector durch eoncentrische Kugeldächen vom 
Radius r in unendlich viele Schaalen von der Dicke dr: dann ist 
das Volumen einer solchen rfAr = 2.t(1 — cos r* r/r, die Schwer- 
punktscoorduuite ^ — r i os' Wendet man nun die Gleichung (31) 
an, so erhält man sogleich: 

M 

0 

Dies giebt den einfiicheQ Satz: 

Der Schwerpnnkt eines homogenen, dnrch einen Kreis- 
kegel ansgeschnittenen Engelsectors Hegt auf drei Tiertel 
des Abstandes, welchen die Mitte der Hdhe des ausge- 
schnittenen Segmentes der KnKclflUche Tom Centrum 
besitzt — 

An diese speciellen Resultate schHecsen wir noch eine etwas 
allgemeinere Betrachtung an. 

Es sei ein homogener Kdrper von beliebiger Gestalt und der 
Masse nt gegeben: die Coordiaaten seines Schweiponktes seien |, r„ ^. 
Nnn denke man sich bei unTeränderter Gestalt die vrsprang^che 
Massc'nTertheilang geändert, etwa ind<?m man auf gewisse SteBen 
eine poeitiTe Masse a, anf andere die gleichKmese negatire TertlieÜt 
and so den Körper ühs eiuem homogenen in eine« inkomogenen 
von gleicher Masse Tervand«!t. Sind dann die Coordinateo des 
$chweif«anktes <r' d^r positiven Masse ja gleich 1". ^\ de^enigen 
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^ der negatiTeii Hasse ^ aber i\ \ so eigiebt sich das System 
der nmun Sdiwerpnnktscoordiiiaten 1., rj„ Ci ganzen Körpers: 

s.»i+-^tt'-r). ^.«c+^(r-a 

Dies sagt aus, dass in Folge der Torgenonimenen Veränderung 
der Schwerpunkt des ganzen Körpers in der Richtung der Verbin- 
dungslinie der beiden Schwerpunkte von a" nach a am den ^/mten 
Theü ihres Abstandes verschoben ist 

§ 19. Theorie der Trag-heitsmomente; Beispiele für deren Berech' 
nong. Die lebendige lüraft eines starren Korpers. 

Von den im 18. Abschnitt erhaltenen aUgemeinsten Gesetzen 
dsr Venchiebnng eines starren Körpers machen wir nnn eine An- 
wendung auf den Fall, dass die Lagen&ndemngen keine wiUkfirlich 
Torgeschriebenen, sondern die in dem Zeitelement dt in Folge der 
sasgeAbten Kr&fte wirkUoh stattfindenden sind. Dividiren wir dann 
die aof eine Stelle a;^, y^^, Xj^ angewandten Gleichungen (6) dnrch dt 
«ad setzen die Geschwindigkeiten der Terschiebnngen parallel den 
Coordinatenaxen 

dF^*' "5r^*' 'dt^^' "57 TT""^*' ^y**' 

analog die Drehungsgeschwindigkeiteii um die Parallelen zu den X. 
Yj Z- Coordinatenaxen durch den Anfangspunkt x«, y^, des im 
Körper festen ^i?C-Sy8temes 

Ti-i^' in-''' 

so erhalten wir/ 

yk = + i^k - - («* - -) ^'t (»2") 

Diese W'crthe setzen wir nun in die für ein be!iehif:;eä Massen- 
System in i; 15 des ersten Tliciles erhaltenen Gleichungen (100) und 
(102 j ein, welche wir schreiben: 

Ii" 
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ii 2 »»» K«*' - **' ) 2 (** -\ - «A ^a)» 
^ 2 »»A (^i'A - Vk^) = 2 («^ - »A -^a)' 

Dadarch ist dann die Eigenschaft desselben, starr za sein, analytiach 
ausgedrückt Setzen wir die Gesammtmasse des Systemes 

2"»A-« 

und führen die Coordinaten ij, ^ seines Schwerpunktes ein gem&ss 
so erhalten wir iolgendtjä, noch vOIlig aiigemeine System: 

«•^ + - - (fl - y*)«') = 2^A. 

rflf + - ^) ~ (w^ - ^0 - 2 ^A» 
"»Ä K + - ^' - (f - mO - 2 ^» (33) 

+ J', (^'2«»A(yA'+ «a")- /«'2«AyA^^-*''2«A«A«A) -2(yA^A- *A y»)» 
+ Ut (M'2«A(V + «A0-«^2'»A«*yA-A'2«Aa^sfA)-2(*A^A-«» 
+ K2«»W+0-^'2«A«ik W2*»AyA^)«2(«An-yA^A)- 

Hierin treten uns einige neue Functionen der MasseaTerÜieilnng 
des Systemes entgegen, welche auf seine Bewegung, und zwar, da 
sie in X% pt', 9* multiplieirt sind, ganz q»eciell auf seiae Drehungen 
EinfluBS haben, nämlich die sechs Summen: 

£-=2»»»frA'+V)i h-2««a(V+^^ 2-2«A(V+y;)» 
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ansgedehnt Uber alle Maflsen des starren ßystemes, die sicli ftlr 
6men oontmiiirlicheii Körper schreiben 

C C r ^^^"^ 

i=— H' = — ]»a?<im, 2^ j xy dm. 

Da sie neben der o:aTizen Masse des Systemes und neben den 
Coordinaten seines Schwerpunktes die einzigen in den Bewegungs- 
gleichungeu auftretenden B'unctionen sind, welche von der Griksse und 
Vertheilung der Masse innerhalb des Systemes abhängen, so sind zwei 
Systeme, für welche sie gleiche Werthe besitzen und welche Kräften 
unterUegen, die pleiclie Componenten uiid Momentensummen er- 
geben, in Hinsicht ;iaf die I3ewe^'^u!i;_: gleich werthig. 

Man nennt nun die Suuinic über alle Massen eines 
Systemes, eine jede ui ultiplicirt mit dem Quadrat ihres 
Abstandes von einer gegebenen Axe, das Trägheitsmoment 
des Systemes um ]ruv Axe. 

Demnat L bind Z, H, Z die Trägheitsmomente des star- 
ren Systemes um die Coordinatenaxen A', Y, Z. 

Die drei Summen H', Z. genommen über alle Massen, 
eine jede multiplicirt mit der negativen Fläche des Recht- 
ecks, welches von zwei ihrer Coordinaten gebildet wird, 
nennen wir die Deviutionsmomeute des Systemes um die 
resp. dritten Coor d i nate naxen. 

Der Grund für die Wahl dieser Namen wird späterhin klar 
werden. » 

Wir gehen jetzt an die Entwickelung der Eigenschaften der 
Trägheitsmomente und betrachten der Bequemlichkeit halber so- 
gleich specieller dasjenige für einen continuirlichen Körper, 
aber um eine beliebige, durch den innerhalb oder ausserhalb des 
Körpers willkürlich gewählten Anfangspunkt gelegte Axe d". Wir 
definiren dieses Trägheitsmoment durch 

M-Jr'rf«, (84) 

indem wir mit r den normalen Abstand des i^ilementes m von der 
Axe d bi /eichnen; M ist somit bei einem geg<'l»"'uen Körper durch 
die Wahl der ihm eigenen Axe voUstilndig besiiuiuit. 

I >as Trägheitsmoment ist seiner Dimension naclt eine Masse 
mal dem («Quadrat einer Länge; also gilt: 

[M]«[mf]. (34) 
Man erbfth demgernftss, wenn man es durch die Masse des K5rpere 
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dindirty ftr welchen es gilt» einen Ansdrack von der Dimension [P] 
und setst daher auch wohl: 

worin Dtm x der Trägheitsradius des Körpers für die ge- 
gebene Axe gt nannt wird; er bezeichnet diejenige Entfernung, in 
welcher die ganze Masse augebracht werden müsste, um dasselbe 
Trägheitsmoment zu geben, wie die wirkliche Vertheilang. 

Wir wollen indessen, um Verwechselungeu zu ?ermeiden, weiter- 
hin den Buchstaben n filr den Tragheitsradius nur dann anwenden, 
wenn die Axe, anf die sich das Tri^^tsmoment bezieht, dofch 
den Schwerpunkt des KOrji«» geht 

Die Definition de« Trftgheitsmomentes M = /r* äm fahrt sogleieh 
XU dem einfiiclien und doch ftr die Anwendung wichtigen Satz: 

I. Das T ra j Ii eitsmoment eiuc» Körpers um eine Axe 
ist gleich der Summe der Trägheitsmumente seiuer Theile 
um dieselbe Axe. 

BeEoii hnoii wir den Abstand } j"' + .v* -f des Massenelementes 
d tu vom Cooniin;itenanfang mit p, die Cosinus der Richtungswinkel 
dt r Axe ^ mit a. .■). y. so «ird der senkrechte Abstand r des Ele- 
mentes dm Tou der Axe J gegeben sein durch 

f' « ^'«nM?» d) « (l - cos'(e, 6)) 

= X* + y + t* - a + 1/ i + : r)\ 

« + O«* + (»• + + 1*' + y)/ 

Setzen wir diesen Werth in die Definition (34) von M ein« so er- 
halten wir in fiücksicbt anf (331: 

M - £«• + H,:r + Zf -f 2= -i- 2H jcr + 2Zaß. (350 

Diese Foraiel zeigt dass das TrägheitBmoment um jede durch 
den Coordiaatenanfiulg gehende Ixe sich h«stiQimt durch die sechs 
Gitoen H. Z, H'. Das Gesetz, nach welchem M mit der 
Bichtnng der Axe tanirt drttckt sich gemlas der letzten (Hekhung, 
in welcher H, Z nach ihrer Bedeutung stela positiT sind» in folgen- 
dem Satt aus: 

IL Trigt man auf allen durch einen gegebenen Punkt p 
gehenden Axen Reprisentanlen für die reciproke Quadrat- 
wurzel aus den tngeh(>ris;en Trigheitsmomenten auf, so 
erfüllen deren Endpunkte ein dreiaxiges EUipsotd: das 
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Trftgheitsellipsoid des Körpers in Bezog auf den Punkt p, 
dessen Gleichung lautet: 

1 = £x + Hy' + Z ; + 2{:=' y : + H '^.x + Z'-^y)- (35') 

Hieraus folgt, dass in Bezug auf drei zu einander nor- 
male Azen durch jenen Punkt das Tr&gheitsmoment seine 
grössten und kleinsten Werthe annimmt; diese Biehttingen 
IksiBsen die Haupttr&gheitsazen durch p, die bezüglichen 
Werthe die Hauptträgheitsmomente. 

In Bezug auf die Haupttrftgheitsazen yertheilen sich 
die Werthe der Tr&gheitsmomente um den Punkt p sym- 
metrisch. 

Die Auisuchung der Haupttrftgheitsazen für einen gegebenen 
Kdtper und einen in ihm gegebenen Punkt p erfordert sonach 
die Kenntmss der (Frössen E, H, Z» E', H, Z ^ diesen Punkt 
und ftt ein beliebiges Coordinatensjstem; die Berechnung, überein- 
stimmend mit der Bestimmung der Lage der Azen eines dreiazigen 
Ellipsoides, veilangt die Auflösung einer cnbischen Gleichung. 
Praktische Wichtigkeit gewinnt der Satz nur in den FftUen, wo die 
Oestalt und HassenYertheilung des Körpers tSsr einen bestimmten 
Ponkt^ z. B. ffiUr den Schwerpunkt, die Lage der HaupttiÜgheitB- 
azen ans den SymmetrieTerhÜltnissen sofort erschliessen Iftsst, wie 
z. B. für einen elliptischen Cylinder. 

Wfthlt man nbnlich die so gefundenen Hauptazen zu Coordi- 
natenazen A, C, so muss die Gleichung des Trfigheitsellipsoides 
auf dessen Hauptazen bezogen erscheinen, und es müssen dem- 
gennta die Demtionsmomente um die Azen A, B, C 

k'^ "Jbedm^O, B' « - Jca<i>» « 0, r=- j'a6dm -0 (36) 
sein; M drückt sich dann durch die Hauptträgheitsmomente 

A = r(fc' + c')dm, B = fCc' + a') d m, f = l\a + dm (30) 



und die Gleichung des Haupttrftgheitsellipsoides wird gleichzeitig zu: 



In diesem Falle genügt also die Kenntnis«; nnr dreier Träg- 
heiti^momente zur Bestimmung TOn M ftir alle diejenigen Azen, 
welche durch den Punkt p gehen. 




fo^gendennaassen aus: 



M = Aa' + 8/9* + ry", 



1 = Ax* + B// + Vz'. 



(36"') 
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Verschwinden nnr zwei von den drei Deviationsmorneiiten 
H'. H'. T, ?o fallt nur eine Axe des Systemes A', 1', Z mit einer 
HÄUptiräghoitsaxe zusammen, z. R. die Z-Äxe. falls =' = H' = 0 ist 

Bezeichnet mau die den Hauptlrägheitsaxen C durch p 

IMunülel g<ireclu)eteix Coordmateu mit a, b, c und setxt: 

tf^aß.-hhß^ + eß,, (37) 
t = (T^, + -i- er,, 

so üidgt MS (36^ für die Tift^eitBiiiome&te H. H, Z das %stein 
▼Oft Fonneln 

2«A«,' + B«,' + riif,\ 

H « A + B + TA', <37T 

Aus ihnen ergießt sich beiiäuiig: 

£ + H+Z»A + B + r. (87-^ 

Die Suraiue drf TrHiibeit-iv.omente um drei beliebige zu 
eiu iTnit r Lv^r::. •. ■ t Axen I^t ä.so ederieit gleich der Summe 
der dr^L Häuj tträgheitsmomcut.:. — 

Während e;u Tra4?hei:>momeni durch die Festlegung einer 
Axe be^limmT i>:. e:: r . n die Be**.:_:^i:,; eines Deriations- 
- US r.Ao^' J. ■ 33^ er.rhauhtTrn IVrir :;?::rn viie Fest- 

4i«:«u^ e:::t^^ As..: V>r \S :r ^. - • h rür die ÄÜge- 

tuvi'.ie Betr^iv !: ütr 1 v»iäuv>..>iu-. xei-te e.-*« Körper» %on den 

H«-r:xi*. Z»-Uy^«. (38) 

spne<>.€::3^r IVnAUO=.siv>s<rt^ besseLi, ftlU die Denatioiis- 
sst::;:«'?:» der Tr.f:le %z{ daae«!^ Axfftki«sx Kesro^cA dnd. wie 
dAs;fz*^ K?rty»r&. ü:: Asjlk^.^ ra dem obiges SaU II 

K«;<Lt &:w>lit« d.vb die IVriAizv^rssac^acfit» ftr ein be- 

I:e>;cf« Axer.kwz:: A. 1\ * '.r^'i üte Ha:£; i:7i£i-e^:»:o«enie ähnlich 
Jtt*dr«:ifr v.e d:f Trk£>i::*s;.'x«Te in ijas«r>e Axcsk^rs^m. Aus 

» » ^ -» . — > 
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Die im Vorstehenden erhaltenen Resultate ergeben bei der 
Vergleichnng mit dem in Nr. 14 der Einleitung über Teneor- 
componenten Entwickelten den folgenden Satz: 

Die Hauptträgheitsmomente eines Körpers in Bezug 
auf einen Punkt stellen ein Tensortripel dar; die Träg- 
heitsmomente und die Deviationsmomente für ein durch 
denselben gelegtes beliebiges Axenkrenz dessen Compo- 
nenten erster und zweiter Art nach jenen Axen. 

Das Tensortripel der HauptträgheitsiQomente reducirt sich 
übrigens niemals auf cinon einzigen Tensor, denn es giebt kein 
Gebilde, dessen Punkte jeder Ton zwei Axen eines Axenkreuzee 
unendlich nahe nnd dabei von der dritten um endliche Lftngen 
entfernt wären. 

Dass die Sätze über den Zusammenhang der Trägheits- und 
Demtionsmomentc eines Körpers mit denen seiner Theile den S. 21 
gegebenen Kegeln über die Zusammensetzung von Tensortripeln 
genau entsprechen, ist leicht einzusehen. — 

Wir wollen jetzt das Trägheitsmoment M, = / r/dm um eine 
zur gegebenen Aze S parallele durch den Schwerpunkt ^ 

Körpers berechnen. Der Werth von ergiebt sich aus dem 
in (35) für r* mifcgetheilten Ausdruck, indem man die absoluten 
Coordinaten % mit den relatiren i,y^nt vertaaschti 
nie folgt: 



V - <* - 1)' + (y - vy + (» - - ((^-ö«+ (!/ - ^)/^ + (^-Dr)' 



das Quadrat des Abstandes der beiden parallelen Azen Ton einander» 
oder der Aze 9 Tom Schwerpnnki Setzt man dies r/ in das Integral 
ftr ein and bedenkt die Definitionen von nt i» so findet sich: 



&ll8 m die ganze Masse des Körpers bezeichnet Schreibt man dies: 



Hieria ist 



d* « (r + 1/ + D - (I« 4- vß + 



= M — m (Tj 



oder bei EinfÜhrang des Trägheitsradius 



10 erbillt man den Sata: 
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TIT. Verlegt man die Drebungsaxe mit sich selbst 
parallel aus dem Schwerpankt in die Entfernung d tob 
ihrer früheren Lage, so w&chst das Trägheitsmoment am 
das Product aus der Masse des Körpers in das Quadrat 

der Entfernang d. 

Verbindet man diesen Satz mit dem vorigen, so erkennt man» 
dass hierdurch die Trägheitsmomente um beliebige Axen durch be- 
liebige Punkte p innerhalb oder ausserhalb des Körpers sofort 
angebbar werden, wenn man nur für einen Punkt p, dessen Lage 
gegen den Schwerpunkt gegeben ist, die Lage der Hauptträgheits- 
axen und die Grösse der Hauptträgheitsmomeute kennt Denn ftir 
eine durch a, ß, y in ihrer Hichtung gegen diese Hauptträgheitsaxen 
bestimmte Axe d hndet aich nach (36 ">: 

itlr die dazu parallele d, durch den Schwerpunkt: 

und abermals lür die paraiiele S durch einen beliebigen Punkt p\ 

fidb d und d* die E^tferavngen der Punkte p und p von der rnr 
gegebenen Axe d parallelen 9^ dnreh den Sdiwerpankt sind; hieraos 

fo It^ schlieeslidi: 

Ist der Punkt p der Schweipunkt des Edcpers selbst, ist also 
d » Ol so ethalten wir durch Einsetxen des nach dem obigen Aua* 
druck Air d* sogleich su bildenden Wenhes Ton d'*: 

— Sfwv* + r d>sf + • ^o^, 

üierin sind e\ r die auf die Haainrügheilsaxen durch den 
Schwerpunkt K^i^^prnoTi Coon!:T2Äton dr$ P^anktes und A,, B,, f, 
bfsoichiu u die HÄupttriijrVa ;unu^Ti;t lUc f::r den Scbwerpunkt- 

Ihe i.^";e.ohua|r xtict. das* die flauptXri|dbritsaxen ftür Ter^ 
fk-Vit .lfne 1^1 11 kl ^incs K^^rjHTs kiin«:weigs parallel sind, denn das 
Tr;»^hi ;i>Ci.i}^5k>id f.ir j* La: «i.c i\x^isateaaien im Allgemeinen 
)v./:.^ tu HaaptAXfii. IVvh «^rker.v.t r.:.« iii? der Gestalt der Fno* 

Kur Pr.nkTr. \ : e ,s.;t c:rcr d^r Hauptträgheitsaxen 
r, durch den St hwcrj uakt liegen, für welche also 
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zwei der Coordinaten a, b\ c verschwinden, sind alle drei 
flaaptträgheitsaxen Ay B, C mit Ä^, B^, parallel. 

Für Punkte, welche in einer der Ebenen der Haupt- 
trägheitsaxen A^, B^, liegen, für welche also eine der 
Coordinaten a, b', c yerschwindet, steht eine der Hanptträg- 
heitsaxen normal zu jener Ebene. — 

Der dem Satz III für Trägheitsmomente entsprechende für 
Deriationsmomente betrifft den Zusammenhang zwischen den Werthen 
dieser Functionen für zwei zu einander parallele Coordinaten- 
sTsteme, deren eines A', Y, Z beliebig ist, deren anderes X^, T,, 
aber den Schwerpunkt des Körpers zum Coordinatenanfang hat. 
Man geht von dem ersteren zu dem letzteren über, indem man in 
d^n Deünitionsgleichungen (38) x, y, z mit a: — |, y — f}, ^ — ^ 
vertauscht, und erhrilt, indem man H^, ZJ auf das System 

Y^, beanebt» sogleich 

E'«=;-mi?;, H'«H;-tn^|, Z = Z;-fnii?; (39") 

der Inhalt dieser Formeln lässt sich leicht in Worte fassen. 

Wir gelien mm an die Bestimmung der Hauptträgheitsmomente 
in Bezug auf den Schwerpunkt lUr einige einfache homogene Körper. 

1. Die Haupttr&gheitsmomente einer unendlich dünnen 

homogenen Kreisscheibe. 

Nach der Symmetrie muss das Trägheitsellipsoid hier ein 
Rotationsellipsoid mit der Hauptaxe normal zur Scheibe sein; 
letztere möge zur i^-Axe gewählt werden. 

Sei & die Dicke der Scheibe, q ihr £adiu% • ihre Dichtigkeit, 
m ihre Masse; das Volomenelement dk werde ausgeschnitten durch 
um gegen einander geneigte Meridianebenen und Kreiscjlinder 
von am ifr wachsenden Eadien; es ist dann: 

dk es &rdrdtpj 



0 0 



(40) 



/K^z^ B^ = id-JJ r* sin* (f drdtf = | ti 1 1/ = \ ni (j\ 

9 0 



Ffir eine beliebige Aze durch den Schwerpunkt erhält man 
teaach: 

M. « ime* + + 2f) = im^'^i + y'). (40) 
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2. Die HaupUr&gheitsmomente eines homogenen 

Kreiseylindere. 

Wieder muss das Trägheitsellijjsoid für den Schwerpunkt ein 
Üouiii ri-rllipsoid sein; die Cylinderaxe sei die Z-Axe. 

Wir denken uns den Cylinder von der Llinge L und der Masse M 
aus Kreisscheiben der unter 1. bebandelten Art zusammengesetzt; 
& sei mit d : vertauscht. 

Nach dem Satz I aut' S. 214 huueu wir sogleich: 

= i»«t/*Jd» = Jsi«(i*L«iif(>*; (41) 

nach Sats III auf S. 218 findet sich, da der Abstand einer beliebigen 
Scheibe von der Drehungsaze identisch mit ihrer Z-Coordinete irt: 
♦ •fei 

Hieraus loigt der allgemeine Werth des Trägheitsmomeutes für 
den Schwerpunkt: 

Ist der Radius o verschwindend gegen (iie Länge L des Cylin- 
ders, ist der Cylinder z. B. ein geradliniger adeu"^ so haben wir: 

M.«^^^\i-rn; (4n 

des Trftgheitsmoment nm die Fkdenrichtong yenehwind^ das Mg- 
heitsellipsoid degenerirt sa einem nnendÜchen Cylinder Tom Badias 

L V M ' 

3. Trägheitsmoment einer homogenen KugeL 

Die Kngel vom Radius R können wir ebenfiüls ans Emsscheiben 
von der Dicke dt aufbauen. FOr eine solche im Abstand » vom 
Gentmm ist dann: 

^« . jR- - z\ 



Dcmgemäss habou wir für alle Axeu durch den Schwerpunkt: 
M, - y j d ? - 0' - -i*/- S^^M^B\ (42) 
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4. Die Haaptträghcitsmomentc eines homogeueu 
dreiaxigen EUipsoides. 

Die Hau])ttriigheitsuxeii flir den Schwerpunkt, d. h. für das 
Centrum, lallen nach Symmetrie mit den Axeu des EUipsoides zu- 
sammen. 

Sei dessen Gleichung 

«• + *• ^ 

» bestimmt sich 

durch die Subttitution 
zn 

r^^tabcj (a' x^* + b* y,*) dk,, 
worin dkt, das Volumenelement der Kugel 

bedeatet Fflr diese Zngel ist aber nach Fonnel (42) 

+ V) dK=ef (^/ + xrjdk, = e J (a.' + y:)dk, = 
Bud daher 

c Jx*dk^ = tJy^'dK = « J^xdk^ = 

Da noch (4 ;it/3)a6G — Af die Masse des EUipsoides ist, so 
£olgt schUessUch: 

Für eine beliebige Axe durch den Schwerpunkt, welche durch 
«Be Cosinus a, ß, y ihrer Winkel mit den Uauptaxeu bestimmt isl^ 
ctgiebt sich: 
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Die TOistekend entwickelten allgemeinen Gesetze über dio Träg- 
heitamoinente gestatten nun den Werth der lebendigen Kraft ^ 
fllr ein starres System, z. B., was der praktisch einsig wiohtigs 
Fall ist» fUr einen continuirlichen Körper zu berechnen. 

Nach seiner Definition ist: 

stt/t n ^vit hierein die Werthe der Geschwindigkeiten nach (32 j, so 
folgt ^uuäehst: 

2V-m(Jv'* + W + 0 

+ k 'Ja m y^y - + {i - :,)*) 

+ 2 X, [ .11 Cd « - ^) - ^' fämfg - y ) ] W 
+ 2>; ^ r Jdm{x - X,) - 1' f - ijj] 

- 2 ,1- r J d - , > - ^) - 2 r i'/^* - ^OC» - J^.) 
* 

Bo;» ; man dio re'.AtiTen Cooniinattn ' — x,. ^ — y„ * — 
d^ iNrh^i rvauk:» > iT- iT^^^u den i'ji Korjvr ft>tc2^ Punkt x^ y , mit 
r,. d.e Tr^^rr.^ und IVtis:: ->2:on:ei.:e nm Parallele zu 
dt v. Co r\i.v.A:vv.AXi vieu P^::k: r.. um welche Axen 

aUv':: du IV/' -iv-csc^^-. .«f:r. :^ i. u. r frr^'Lr.et >ind, uiil 

5« K» Z. Z. . H . Z . ><i:it u; >: h i.-s Ke5-"ia tit^I einfacher: 

FiV-rvs w;r d;r p»rxf'.i":irvr.i^ F:7tsc^^::^=.£s;£e9ehwi]idigkeit <w 

* * l * 

:tvi ,v.t \V«:v-* «. f^y iiT Wjrk:\ wsL*b* se- mix den Coordi- 




üigitized by Google 



§ 19. Die lebendige Knffc eines sterceo Körpen». 223 

fliilren wir femer die resaltirende Botattonsgeschwindigkeit um 
den Punkt 2^ y«, ^ eis durch 

wd die Cosinus ß, y der Winkel, welche die Botationsaxe 
oder, kurz gesagt, welche der Vector r« mit den Goordinatenaxen 
emachliesst, durch 

80 ergiebt sich: 

2 « m (ö>,' + 2 T. ö>„ [a, {ßt^-y Vo) + ßo {y |o - a^) + (« 17. - ßl)]) 
+ r; («• =• + /St- H, + y'Zo + 2/9y + 2 y « H. -h «^Z,'). 

Hierin können wir nach (35') das TiUgheitsmoment M« um die 
Sichtung der momentanen Drehungsaxe r» einf&hren und schreiben: 

2 V=«K+2T.i»,[<r.(/^^^yi?,)+^.(yJ.-«g +r,{afi.-ßtJ]) + r.'M.. (48") 

Bezeichnet nuiii schliesslich mit er', (T, y' die Cosinus der ' 
Wiiikel. welche eine zu co, und t., normale Richtung mit den 
Goordinatenaxen einschliesst, falls zu t„ zu tr^ liegt wie A' zu Y 
zu Z, und nennt den Winkel, der zwischen der Richtung vou 
», und r, liegt, so wird 

a^ß - /?.« = y*8in^, 
und es kommt noch einfacher: 

2 V - m («>.• + 2 T. e>o sin n.? •¥ ^f)) ^ r.' M.. (43'") 

Dieser Werth ist noch Tollkommen allgemein, denn weder ttber 
die Bewegung des Körpers, noch über die Lage des Coordinaten* 
Sfstemes ist irgend eine specielle Voraussetzung gemacht. Fuhrt 
man solche ein, so kann man das Besultat noch weiter Tereiniachen. 

Fällt z. B. der willkürliche Punkt x^, y«, auf den sich Ver- 
schiebungen und Drehungen beziehen, in den Schwerpunkt des 
Eöipers, so ist |« a 17« b ^ sa 0, und wir setzen oi, = o»,, r, 
M. s M«, woraus folgt: 

2V=mi»\+M,T;; (44) 

die ganze lehendige Kraft ergiebt sich hier gemäss S. 181 als die 
Summe eines nur tou der Fortschreitung und eines nur von der 
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Drehung abhimpi^ n (Tlir l. s, nämlich als die Summe der leben- 
digen Krälte der lorUchreiteiulen und der drplieiulefi Bewegung. 

Dieselbe Form resoltirt, wenn in (43 ; der Wüikel zwischen 
den Richtungen von m„ und r,, Yerschwiiidef — eine Bezieliung, die 
man nach S. 192 durch Wahl des Coordinatensystemes stets er- 
reichen kann — oder auch, wenn der Schwerpunkt in der Ebene 
liegt, welche die (hirch den Punkt x,, //,„ %^ construirten Richtungen 
der Geschwindigkeit cj« und der Rotatiousaxe tou t« enthält, also 

+ + = 0 ist. 

Ist ein Punkt des Körpers !Vst, so legt man in diesen natur- 
gemäss die Stelle x^y Xo nnd eriiiilt dann co, » 0 und somit 

2y/ = r;Mo; (44') 

drückt man hierin M« nach (36") durch die Hauptträgheitsmomente 
A«, Bo, To aus und berücksichtigt, dass die Projectionen des Vectors 
auf die Haupttragheitsaxen nach S. 189 die Drehungsgeschwindig* 
keiten um diese Axen darstellen, so erhält man auch: 

2 y - A. + B. + Po y:\ (44") 

§ 20. Bedingimgen des Oleiohgewiohtes einet starren Körpers. 
Beispiele. Der An&ng der Bewegung eines starren Körpers. 

Nachdem wir in den vorigen Abschnitten alle die in den Be- 
wegungsgleichongen für einen starren Körper auftretenden Functionen 
ausführlich untersucht haben, gehen wir nun zu ihren Anwendungen 
über und fragen zunächst nach den Bedingungen dafür, dass bei 
verschwindenden Geschwindigkeiten auch alle Beschleunigungen ver- 
schwinden. Diese Bedingungen bestimmen nach S. 58 das 
Gleichgewicht eines starren Körpers, weil bei ihrer Er- 
füllung vorhandene Ruhe auch dnrch die wirkenden Kräfte 
nicht aufgehoben wird. 

Wir gehen aus von den Gleichungen (33) und luliren ein, dass 
?/.'. V A', Iii', r' verschwinden sollen. Da der Kör])er ruht, so 
können wir das in ihm feste System ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit mit dem im Räume festen zusammenfallen lassen, also 
= yt — * = 0 setzen; ?,', pL , v sind dann die Rotationsgeschwin- 
digkeiten um die Coordinatenaxen selbst Berücksichtigen wir, dass 
nach (32") die Differentiation von r^, //^, r,^ nach f in x', // ', t/, A', v 
lineare homogene Ausdrücke liefert, die nach der Annahme ver- 
sch-winden, so erhalten wir unter Anwendung der Bezeichnungen (38 ) 
und (34) folgende sechs Gleichungen, in denen die Kraftcompo- 
nenten A'^ 7), für verschwindende Geschwindigkeiten Xfl, y^, 
zu nehmen sind: 
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C46) 





Dies System zeigt, dass, wenn die Beschleunigung vom ZuBtand 
der Habe aus stattfindet, zwischen den sechs Beschleunigungen und 
flen Kraftcomponenten A', Y, Z nebst Momenten L. M, \ sechs lineare 
(ieziehungen mit nie verschwindender Determinante bestehen, und 
dass somit die ersteren nur mit den letzteren verschwinden. Nun 
is1 nach den Formeln, welche fllr Einführung eines neuen Coordi- 
nalerisystemes gelten, mit dem Verschwinden der Beschleunigungen 
m Bezug auf ein beliebiges Coordinatensystem das für jedes andere 
DOthwendig verknüpft; dasselbe gilt für die Kräfte und auch für die 
Drehangsmomente bei verschwindenden Componenteusummeu; daher 
gilt der folgende Satz: 

Für ilas Gleichszewicht eines starren Systemes ist die 
noth \v f^nd i -je und hinreichende Bedingung das Verschwin- 
den der Kraftcomponenten und Drebnngsmomente in Be- 
zog auf ein beliel)iges Coordiuateusystem, ausgedrückt 
darck die Gleichungen: 



^(»»^-«»i'J-o. ^O«»r»-y»-x»)-o. 



Sind also die Ki&fte X^^ ^ Functionen der Coordi- 

uten x^, y^, gegeben, so wird sich aus diesen Formeln im All- 
gemeiiien die Lage bestimmen lassen, in welcher der KOrper in 
Eohe Terharran kann. Ist der starre .K5rper nicht Tollkommen frei 
beweglich, sondern an feste Bahnen oder Axen gebunden, so sind 
ins den Compooenten jene Theüe X^^ Y^, auszusondern, welche 
die Beactionen der Bahnen oder Axen darstellen und nicht direct 
gegeben sind. Der dadurch gesteigerten Anzahl der Ünbekannten 

W. y^mr, T'tt1"*"r Zvatt« Aufl. 15 



2^.-0. 2n-o, 2^-0, 

k h h 



(46) 
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entsprechend wächst auch die Anzalil der Gleichungen durch die 
Bedingungen, welche auf jene Eeactioiiskräfte führen. 

Unter diesen Bedingungen sind die, dass irgend ein Punkt des 
starren Systemes auf einer festen Oberfläche oder Curve zu hleiben 
gezwungen ist, genau wie die analogen in § 9 ftlr materielle Punkte 
au^esteliten zu lahandeki. Sie geben eine» resp. zwei Gleichungen 
für dessen Coordinaten, zugleich eine, resp. zwei in ihrer Richtung 
gegebene, aber in ihrer Grdsse unbekannte Heactionskrftfte, die in 
dem gebundenen Punkte angreifen. 

Ist ein Punkt p vollkommen fest gelegt, so ist für das starre 
Sjstem noch eine Drehung um denselben möglich. £s ist hier sonach 
der "Werth der drei Cooniinaten x^, ly^, als gegeben und zugleich 
die in ihm wirkende Keactionskraft nach Gr^se und Richtung (und 
damit A", Y, Z) als unbekannt in die Gleichungen (46) einzuführen. 

Diesen Fall wollen wir als erstes Beispiel besprechen. 

1, Gleichgewicht eines um einen festen Punkt drehbareu 

Körpers. 

Ist der feste Punkt zum Ooordinatenaufang gewählt, so treten 
die in ihm angreifenden Reactionscomponenten A", Y\ Z' nnr in den 
Componentensummen auf, und wir erhalten die Bedingungen: 

^ + -0, r + V i; = 0, ^ + = 0, 
:|;(»,z,-«,iy-o, :S(«kA;-a:,zj=«o, :^(a:,r,-y,x^)-o. 

Die drei ersten Formeln l)estimmen die R^action des festen 
Punktes, die drei letzten stellen die Gleichgewichtsbedingungen dar. 
Da nach den letzteren L, M, N Terschwinden, so ergiebt das iS. 201 
über diesen FaU Gesagte, dass die gegebenen Kräfte A'^ sich ersetzen 
lassen müssen durch eine einzige Kraft A', deren Richtung den 
festen Punkt enthält; die ersteren zeigen, dass die in demselben an- 
greifende Reactionskrafk jener Besultirenden A' gleich und eut^gen* 
gesetzt gericlitet ist 

Für parallele Kräfte spricht sich das Resultat specieller so aus. 
dsu«?9 die Verbindungslinie des Kräftemittelpunktes mit dem festen 
Punkt den «jpsebenen Kräften parallel und die Reaction ihrer 
Summe entgegengesetzt cileicli sein ninss. 

Wirkt speriell nur die Scliwere, so muss der Schwerpunkt des 
KörpiTs in der Verticalen durch dm l'esten Punkt liegen, wie man 
sagt unterstützt'' sein; die Reaction ist dem Gewicht des Körpers 
gleich. 
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Lenkt man den Körper aus der liierdurch gegebenen Gleich- 
gewichtslage uneodlich wenig ab, so dass der Schw<'r|)unkt in Bezug 
auf das Coordinatensystem, dessen Null})unkt der feste Punkt und 
dessen Z-Axe Tertical nach unten gericlitet ist, die Coordinateu 
I, tjf ^ erhält, so werden die DrehuDgsmomente erregt 

in welchen G das im Schwerpunkt angreifende Gesanimtge wicht des 
Körpers bezeichnet Man erkenat sogleich durch die geometrische 
Anschauung, dass diese Momente den Kör])cr in die Ruhelage 
zurückführen, wenn der Schwerpunkt unterhalb der Unterstützung 
lag, im anderen Falle ihn von ihr entfernen; das Gleichgewicht 
ist also im ersteren Falle stabil, im zweiten labil. Fällt der 
üiitcrstüt/ungspunkt in den Schwerpunkt, so erregt eine Ablenkung 
lus (kr Ruhelage gar kein Moment^ das Gleichgewicht ist in diesem 
Falle indifferent. — 

\Vird ausser dem Punkte ji noch ein zweiter / festgehalten — 
h' i le werden in der Wirklichkeit zumeist in der Obertliiche des 
K^ipers liegen — , so können n!le in der Richtung p~j Hegenden 
Punkte ihren Ort nicht verändern, der Körper ist nur noch um pq 
ils Axe drehbar. Diesem Falle wollen wir uns jetzt zuwenden. 

2. Gleichgewicht eines um eine feste Axe drehbaren 
Körpers; Theorie der Waage. 

Legen wir die Z-Axe in die Richtung der festen Geraden pq, 
den CoordinateuaniiEUiig in die Stelle p und bezeidmen die Ent- 
ftnuog pg mit e, so lauten die Bedingungen des Gleichgewichtes: 

- z, - ^ rj « 0, + «a ' + ^ x, -x,z^^ o,(46 ") 

Man erkennt, dass die sechs Componenten A", Y', Z' und 
X". >"', Z der l)eiden Reactionskriiftf» nur in fünf von diesen sechs 
'il^i'^bun^'en auftreten, und sonacb eine Formel durch die äusseren 
Kräfte allein zu erfüllen ist. Ton den vorkommenden Combina- 
tionen der Keactiouscomponenten sind 

diu Comjioiieuten der Kraft, -| F", — « A'" die Momente um die .Y- 
nnd y-Coordinatenaxen , welche^ wie man kurz sagt, die Axe p >i 
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er&hrt Die ersten fttnf Gleichungen gestatten X, X'j T', Y' 
gesondert durch, die äusseren Kräfte zu bestimmen, nicht aber JT 
und Z"y die nur in der Combination Z' Z" auftreten; dies rührt 
daTon her. dass Z' — Z" durch die Starrheit des Körpers paralysirt wird. 

Hie Gleichgewichtslage des Körpers ist allein bestimmt durch 
die Bedingung: 

Nach Formel (17") kann man daftr auch schreiben: 

worin 1\ die Componente von A\ nach der X F-Ebene nnd ihren 
Hebelarm bezeichnet; die Vorzeichen der bestimmen sich dabei 
nach der anf S. 196 gegebenen HegeL 

Für nur zwei wirkende Kräfte rr^^ultirt hieraus das sogenannte 
Hebeigesets, ausgedrückt durch die Formel: 

P,J». + P^P, - 0. 

Diese Gleichung (4Ü") enthält a. die Theorie der Waage, 
welche wir ihrer praktischen Wichtigkeit wegen ausftihrlicber be< 
sprechen wollen. 

Die Waage ist ein um eine horizontale Axe A dn-hbaxer siaiivr 
Körper, welcher unter der Wirkung seines (Tewichtes und desjenigen 

von :iü seinen Enden aufge- 
luincrent-n schweren Hassen 
im Gleichgewicht ist (Fiii. 22.) 
Wir nennen die Waajze uu- 
hela?t« t. wenn diese Maasen 
Liiii iiieienigen und nu 
der Waagschalen sind. 

r^as Gewicht mg des 
Waaizel alkens greift in 
de--<n Schwerpunkt an: 
Ift.-t' rrr liege im Al)stand.< 
von drr Prehun.L^saxe -1. und 
die Normale von auf .-l ><*hliesse den Wii.kel g mit der nach 
unten positiv gerechneten Verticalen ein. Die Gewichte m,q und 
j der W.'iag^chalen gn iten in den l'uiiki-. l B und B, an. deren 
Lt>tlu» auf die Axe ,( resip. AB — . , AR = '}. sem una mit der 
Vertualeu die Wmkel a und c, emscbliessen mögen. 

Die Beiiiniranc de* G't :cl'.ct wichtes im unbelasteten Zustande 
lautet dann uacli At^ V da vUr goiv.einsame Factor y herauslallt: 

i, «jn (7. ««»t siu -i* «n sm <r 0; (41) 
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da die "Winkel — als der Waage individuelle Con- 

stanten betrachtet werden können, so lolpt aus dieser Formel ein 
die Gleichgewichtslage der Waa|je charakterisirender Werth von (t. 

Legen wir nun auf die W'aagschale (2) die unbekannte Masse 3f, 
auf fl) eine solche Anzahl Gewichtsstücke 3/,. dass die Stellung des 
Waagebalkens wieder die erste wird, d. h., dass a den ursprünglichen 
Werth erhält, so muss jetzt gelten: 

(m^ + if,) 9, sin «r, — (m, + J09t sin er, + fft« siD <r s 0. (47') 
Die Differenz beider Formeln giebt: 

i/i q^ sin — M </, sin a, ; 

vtre also die Waage denurt symmetrisch« dass sin ce, = g, sin glUte, 
SD wfkrde hieraus folgen 3f — M», nnd man erhielte durch die Hasse 
der aufgelegten Gewichte M, direct die unbekannte tfaase M be- 
stimmt 3£an gelangt, ohne diese VorauBsetasnng als erfüllt anzn« 
nehmen, za dem gleichen Ziel, wenn man eine zweite Beobachtung 
so anstellt, dass man die unbekannte Masse M auf die Waag- 
sehale (1) legt und durch auf (2) gelegte Gewichtsstttcke von der 
Qesammtmasse 3/, die ursprüngliche Gleichgewichtslage wieder her- 
■telli Dann gilt noch weiter: 

Mqi mnte, ^ M,g,Bia. 

und aus diesen beiden Gleichungen folgt: 

der Werth der gesuchten Masse ist hierdurch unabhängig' von dem so- 
genannten „Fehler der Waage" bestuiiini. unter welchem Namen man 
die Abweichung f des Verhältnisses «7, sin /g, sin von der Einheit 
versteht. Mau bemerkt, daas obige Gleichungen ergeben: 

QDd somit auch die Bestimmung dieses Fehlers durch die be- 
idiriebenen zwei Beobachtungen gestatten. 

Sind if| und if, um einen nur sehr kleinen Bruchtheil ihres 
Werthes Ton einander Terschieden, so kann man statt der letzten 
beiden Formeln unter YernachlftSBigung der Glieder zweiter Ord- 
nimg achreiben: 

M, + Mt q, «in a , - q, sin ff , _ . ^t^^f^ 

Es ist zu bemerken, dass diese Betrachtung ignorirt, dass in 
Wirklichkeit der Waagebalken nicht starr ist und demgemftss die 
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Winkel or, — rr, a. + rr sich ein wenig mit der Belastung ändern. 
Ist dii \\':uigt' von Anlaug :in symmetrisch, bleibt sie dio aucli bei 
Hyninu'tnscher Belastung uad sind ausserdem die Massen beider 
Waagschalen m, und m, gleich, so ist die Biegung des Balkens 
ohne EiuÜuss auf die beschriebene Messung; im anderen Falle giebt 
sie im Resultat einen kleinen Fehler. — 

Unter der Empfindliclikei t einer Waage versteht man den 
Ausschlag, Nveli'hen ihr Zeiger bei einem gegebenen, der Belastung der 
einen Waagschah' zugefügten Uebergewicbt gieht. Wir wollen unter- 
suchen, von welchen Umständen dieser Aussehiag abhängig ist 

Wird bei der Anordnung der Belastungen, welche die durch 
eini'ji bestimmten Winkel t gegebene Gleieligewichtslage zur Folge 
hat und deren Bedingungsgleichung (47 ) ist, auf die Waagschale (1) 
das T'ehorgewicht /i zugelegt, so verwandeln sich in oft— e, a in 
ff — fi,cr,incr, + e und es gilt nun: 

(m. + M, + }i) q, sin («, — *) — (m, + sin (a, + e) -f m» dn (<r — «) = 0. 

Die Differenz dieser Fonnel und der mit cose nraltiplidrten 
Gleiehnng {41') ergiebt: 

[(m, + i/, + 9t + + ^) 9% cosa^ -f ms cos <r] tg < » fiq^ sin a,. 

Multiplicirt man die Gleichung (47) mit cos«, tge, die letzte 
Formel mit sin er« und addirt, so folgt: 

[(fw, 4- A^.) Y. sin (er, + + ^ cos er, sin er. 4- m « sin {a, + «7)] tg « 

s ^ 9, sime. sin er,. ^^^^ 

Wenn der Factor Ton tg« positiv und gross gegen ^9, ist, so 
ergiebt dies© Formel für c einen stets kleinen Werth. Geht da- 
gegen bei praktisch möglichen Verhältnissen der Belastung der 
Klamiwenrerth durch Noll, so erreicht und uberschreitet c den 
Wertb 90^» die Waage schlägt bei beliebig kleiner Belastung um 
und ist deeludb unbrnicbbar. Dies kann insbesondere dann ein- 
treten, wenn « nef^tiv ist» also der Schwerpunkt des Waagebalkens 
oberhalb der Drebangsaxe A liegt, und die Belastung .U, klein ist; 
ferner anch wenn der Winkel a, + grosser ab 180^ ist, also die 
Verbindungslinie der AnfhAngepnnkte imd Bt oberhalb A liegt, 
und die Belastong Jf, gross ist Solche Ftile m(}gen ausgeschlossen 
werden. 

Da es sich hiernach nur nm kleine Winkel t handdl^ so können 
wir Igt mit t Tertanschen nnd erhalten, falls wir Boch die Li&nge 
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des Zeigers gleich l, den AnsBchlag » « setzen, als sehliesBlichee 
Rasaltat: 

/t/g,aing, sin«, 



im, + Jf J f , am(«i + Ol) + m « 8iii(o, + + ftq^ cos sin er« 



(481 



Dt'i- Ausschlaf? tindet sich also im All^jcnioineii von ili*r Be- 
lastung .1/, abhän'^ig, nämlich abnehmend, wenn diese wächst. Es 
wiinien hienuich grössere Massen mit kleinerer absoluter Genauig- 
keit bestimmbar sein, als kleinere. Dies wäre um so melir unbe- 
quem, als liei den meisten Anwendungen der Waage Bestimmungen 
verschieden grosser Massen durch Addition und Subtraction ver- 
buoden werden, und dabei die Ungenauigkeit der grösseren die Ge- 
nauigkeit der kleineren aufheben würde. 

Es ist daher von Wiciitigkeit, da.ss diese Abhängigkeit des Aus- 
schlages von der Belastung verschwindet, wenn man den Winkel 
((/, -I- a,) zwischen den beiden Hebelarmen gleich .7 macht, d. h. die 
Aufhängepunkte B, und der Massen in dieselbe durch die Drehungs- 
axe A gehende Ebene legt Dann gilt einfacher: 

tn s Biu («, + a) — ft <ji CO» «, sin n, * ' 

es ist indesB zu bemerken, dass diese Voraussetzung mit Strenge 
nur für eine Belastung erfüllt sein kann, da die Arme mit wachsen- 
der Belastung sich bi^en. Um sin {n, -f ^t) stets möglichst klein zu 
machen, ist es daher vortheilhaft, den Balken so einzurichten, dass im 
unbelasteten Zustand {a, + «,)> n, bei mittlerer Belastung + 
und erst bei grösserer {a, -\- a,) < n ist. Dabei ist das oben zu dem 
FäU a, -f <z, > ;r Gesagte zu berücksichtigen. 

Nehmen wir schliesslich c< sehr wenig von \itf ff sehr wenig von 
Noll verschieden an, so ergiebt die letzte Formel in Annähemng: 

Der AnsBchlag ist also, abgesehen Ton dem Factor /i, pro- 
portional mit der Zeigerlftnge l nnd der HebelUnge q; beide 
werden daher passend so gross als möglich gew&hlt Fttr sehr 
genaue Messungen wird Ableenng mit Spiegel, Femrohr und Scala 
angewandt und dadurch l gleich mehreren Metern gemacht 

Der Ausschlag ist femer indirect proportional mit der 
Masse des Balkens m und dem Abstand s zwischen dessen 
Schwerpunkt und der Drehungsaxe; beide wird man also mdg- 
fichst klein herzustellen suchen. Dabei schliessen allerdings die 
möglichste Kleinheit von m nnd die möglichste Grösse von q sich 
bis zu einem gewissen Grade gegenseitig aus, da der Balken trotz 
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geringer Jklasse imd trotz grosser Länge sich nahezu wie ein starrer 
Körper verhalten muss; man hat versiicbti durch eigentkümliche 
Formen der Balken die beiden Anl'ordenmgen gleichzeitig zu er* 
füllen. 

Der Kleinheit Ton s wird dadurch eine Grenze gesetzt, daas 
die Scliwingungsdauer der Waage mit verschwindendem s unendlich 
wird, und daher schon bei sehr kleinem.« die Beobachtungen unbe- 
quem sind. — 

Sind an dem stanren Kdtper drei Punkte, die nicht in einer 
Oeraden liegen, festgehalten, so ist derselbe durch keine wie immer 
gewählte Kraft zu bewegen, denn keine der sechs Gleichungen des 
Gleichgewichtes ist dann Ton den Beaetionskrilften fireL G^egenstand 
der Untersuchung können hier also ausschliesslich die in den drei 
nnterstütaten Punkten wirkenden BeaetiimBkräfte sein. Hierfür giebt 
die folgende Aufgabe ein ein&ches BeispieL 



3. Bestimmung der Drucke, welche ein in drei Punkten 
ttnterstfttater schwerer Körper in denselben aus&bt. 

Sei G das Gewicht des Körpers, welche*^ parallel der /-Axe 
wirkt und in dem Schwerpunkte angreift, dessen Coi^nimaten ^ = — (j, 
^ — h so'.n ludgen. seien T^. F*. für k= 1.2,3 die Compo- 
neuten der Reactionskräfte, die in den testen Punkten x^, an- 
greifen, dann gelten die sechs Gleichungen: 

*^ * » (49) 

wvrin dii^ Summen über alle Beactionskrifte ansgeddint sind. 

Man erkennt» dass duneli die«e sechs Gleichnngen die nenn ün- 

Kfkannten X^. T\ nicht W$tiaimK&r sind. Man kann daher 
dem f^r^^besea Pk^I«» uvx'^h wiltkiruche Bestrhr&Bknieen hinzn- 

fiijTvn. u-^ter dt'nen skh *m r.it'i>:tfr. .iu^ "ieh"t. djiss alle -V*' und 

T**" s":';.hNu^I ä;;«. Fa^'^ t n'^y rtc':!, irr K"rr>er — 

5^ :x t .v. : r^ >:j..C:>ch^r Ari\ArÄ: — il.:: div; Punkten am drei 

di«*fit w*jr\l *«; -:r t uia^v jii 
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und daher: 



- z 



T Ä » 



(49") 



wonn 



die doppelte Fläche des Dreiecks ist, dessen Ecken die Projectioneii 
der drei unterstützten Punkte auf die A'y-iCbene bilden, und — Z'", 
— Z^\ — die Drucke sind, welche die Unterstützungspunkte erleiden. 

Der Druck auf einen z, B. den 1. Punkt ist also positiv, wenn 
der Coordinateniinfang und hiermit der Schwerpunkt des Körpers 
mit ihm auf derselben Seite der verticalen Ebene durch die Verbin- 
dungslinie 2,3 liegt, negativ, wenn auf verschiuticiiiu ; er verschwin- 
det, wenn derselbe in diese Ebene rückt, also ./,///, = tJ}/, ist. 

Zwei Punkte (2) und (3) erleiden den gleichen Druck, wenn 

(y. + y») = y. (^t + a-,), 

also der Schwerpunkt in der verticalen Ebene durch die Verbin- 
dnngalinie des Punktes (1) mit der Mitte der Geraden liegt 



4^ Theorie der bifilaren AnfhängiinL' unter Rücksicht auf 

die Drillung der Fäden. 

Ist ein schwerer Körper an zwei 
in Bezug anf dieVertioale dnrch seinen 
Schweipnnkt sjnunetrischen Punkten 
an xwei gleich langen Fäden befestigt» 
deren feste Enden in derselben Hori* 
lontalebene Hegen, und wird auf ihn 
eis gegebenes Moment N am die Yer- 
ticale durch seinen Schwerpunkt aus- 
geflht, so nimmt er eine Gleichge- 
wichtslage ein, die dadurch bestimmt 
ist, dass die dnrch die Schwere, die 
durch die Fäden und die von aussen 
«nf ihn aosgellbten Kräfte sich zer* 
stOren« 

Sei gemäss Figur 28 L die Länge 
derUtden» 2o Ihr oberer, 2u ihr jn- 
terer Abstand und ip der «Kinkel 
swischen den Torticalen Ebenen durch 
o und durch «, so sind die Cosinus 

dar Winkel Ton L mit den Coordinatenaxen, Ton denen X parallel o, 




FSf . 88. 
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T horizontal nnd normal dazu, Z aber Tertical nach unten gerech- 
net werde, gegeben dnrch: 

± coe(A x) « £ , ± C08(L,y) = ^ 

COS(Ii, -r) = y 1 jj, • 

0 nnd u mögen als Ordssen erster Ordnung neben L betrachtet 
und ihre Quadrate vemacbliBsigt werden. 

Parallel den Richtungen L wirken die Spannungen S der beiden 
VlUlen» die nach der ^fmmetrie ihrer Bichtungen in Bezug auf den 
Schwerpunkt des Kdrpers einander gleich sein müssen. Ihre Com- 
ponenten nach den Coordinateoaxen sind resp. 

ihre Angriflbpunkte haben die Coordinaten 

Das Gewicht des EGrpers sei (7; es ist im Schwerpunkt, slso 
in einer Stelle der Z-Axe, angreifend zu denken. 

Die Momente» welche die Fsden oder Difthte um ihre Äxe aos- 
ftben» seien i>. und A: sie können ohne wesentliche BeschrSnknng 
der Allgemeinheit einander gleich, nämlich gleich D, angenommen 
werden. 

Mit diesen £iSiten nnd ihren Momenten sind nun die sechs 
Gleichgewichtsgleichnngen (46) tu befriedigen. 

]^A\«>0. Vl\»0 ist identisch erOnt VZ^^O eigiebt dnrch 

den \\\n\i der Spauuuugeu ^ die nun in den MomentengleichuDgea 

Nach der i^vmmoirie k;mn eiu McimiQt um die X- resp. I'-Axe 
nicht auttn^teu. die Sumiuo der Momente um die Z-Axe muss aber, 
da m.*ij» die Comjx^ueuie der D uacii der Z-Axe durch Projection 
eriiult, erg^^beu: 

2#i y^ciw ff COS y/*. y — sin 7" cos ^L, + 2I>cos(L, s) + A' » 0, 
hierin i$t :^ i^^mä^ seiner Bedeutung erst um ein Glied 
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xweiter Ordnung von Eäns Terscliieden und mag jetzt dninit ver» 

tauscht werden. 

Wirkt kein äusseres Moment, so wird die Gleichgewicfatsiagef 
d. h. der sie bestimmende Winkel ip^, gegeben sein durch: 

- Jt^pi^ + 2D. = 0. (50) 

wobei D, den dieser Lage entsprechenden Werth von B bezeichnet 
Bei der Drehung ^ der Drähte, die in Folge einer Ablenkung ^ 
des Körpers ans dieser Lage eintritt, nimmt das Moment A um 
einen mit proportionalen Betrag Z/t/.» ab, so dass bei nunmehr 
wirkendem äusseren Moment N die Bedingung lautet: 

_ uoOsiniy, ^ <r„) ^ ^^^^ ^iy^) + N^O. (501 

Ist 1" + so klein, dass man den Sinus mit dem Bohren ver- 
tauschen kann, so erhält man durch Subtraction der letzten beiden 
Gleichungen: 

_ ( "2- + ^ + 0. (50") 

Hierin ist ti» L und 0 mehr oder weniger direct bestimmbar; 
Hesse sich noch IX angeben» so wäre die Möglichkeit TOrhanden, 
aus der Ablenkung des Körpers aus seiner Ruhelage die GrOsse des 
ausgeübten Momentes N zu berechnen. Dasu bietet der Appai'at 
selbst ein Mittel, wenn man ihn so einrichtet» dass man das untere 
Ende der Drähte um einen angebbaren Winkel, z. B. um sr, gegen 
das obere drehen kann, am einfachsten dadurch, dass man das Ende 
an einer Oese befestigt, welche in einen am Körper befindlichen 
Haken paast 

Bringt man eine solche Drehung um +9^ herror, so wird der 
Apparat ohne die Wirkung eines äusseren Momentes eine um ge- 
änderte Buhelage annehmen, gegeben durch 

_ uoO(^^ + v') ^ 2 (ß^ _ D' (« + 1^-)) - 0 ; 
diese Gleichung fhhrt» mit (ÖO) combinirt, auf 

vohn 1^' neben jt zu vernachlässigen ist, so dass also folgt: 

2D- Jifö-?:. i51) 
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Durch Einsetzen «iiesee Werthes in {JMJT) erbSlt man: 

oder, indem man noch den ganzen Al>stand der Fäden oben und 
unten, 0 =x 2o und C= 2u, einfiihrt, schliesslich auch: 

Da man das Veriiftltnias 0/L sehr klein (s. B. < 1/1000) maclien 
nnd hei AUesong mit Fernrohr, Stiegel nnd Scala den Winkel ^ 
bis anf Secnnden bestimmen kann, so eignet sich die hifilare Anf- 
blngnng inr Messung sehr kleiner c B. magnetischer oder elek- 
trisdier Drehnngsmomente; bei den angegebenen Terb&ltnissen wttide 
noch der 0,000000005. Theil des Momentes UQ erkennbar sein. 

Ist die Dicke der beiden F&den nicht selur gering gegen ihren 
Abstand, so ist ee zweifelhaft, ob man die Entfemnngen ihrer Azen 
ab die Grossen 0 und U einiUirett darf; in diesem Falle ist es 
mSglieh, durch Schwingangsbeobachtungen das Glied OVgjAL xu 
bestimmen — eine Methode, auf die wir spiter zurückkommen. 

5. Gleichgewicht einer schut-reu Kiiiiel auf <lrei ihrerseits 
auf einer horizontalen Ebene lieiroiiden unter der Wirkung 

gleitender Reibung. 

Seien B, R^^ G. G^, x, y, x;, x^, y^, flkr « 1, 2, 3 Badien, 
Gewichte und Mittdpunktscoordtnaten der oberen und der drei un- 
teren Engeln» der Winkel der Terbindangslinie des Mit4el|nuiktes 
der oberen Kugel mit dem einer unteren gegen die Verticale. Seien 
ferner die in der Berthbrungsstelle der oberen Kugel mit einer 
der unteren, die in der Bernhiungsstelle einer der unteren mit 
der Ebene wirkenden normalen Druckkräfte, und die resp. 
Beibungseoi^fficienten; die nach & 117 ftcdsch Torfaandenen Bei- 
bungskrftfte i^vsA)^«^ und ^ werden, selbst wenn alle 
Ett{!^ln und die ElMne gleiche Oberdichenbeechaffenheit besitxen, 
doch wegen der verechtedenen lnaa$|>nicbnahnie Terachiedene Werths 
haben kiSnuen. Druck* und Keibuu|eskrifte aeie» mit der Wirkung 
gleicher Gegenwirkung eingeiüihrt. 

Im Falle des Gleicb^wiohte> müs^n sowohl die BeibungB- 
krifte, aU die Pnicko. sämmtÜch iu deu v^rdcaleik Kienen durch 
den Miuelpunkt C der oberen und die ' \ der unienen Kugel liegen, 
so das» es genOiet. die«e drei Schninebenen zu betrachten, deren 
«ine Figur 24 darstellu Denn wäre dies nidit der Fall, so 
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würde die in der BerühruDg^Btelle BJ^ wirkende Keibnng eine auf 
die Kugel {h) wirkende Componento normal zur Ebene der Figur 
geben, die ein durch keine andere Torhandene Kraft zerstörbares 
Moment um die Gerade Af^ C^ als Aze exregen würde; das Gleiche 
güt für die Beibnng an der Stelle 

bezflglicb der Bichtung Cf^B^* 4tz 
£&ne Abweichung hiervon wäre 
nur dann möglich , wenn in jenen 
Punkten eine besondere Wider- 
standskraft gegen die Drehung 
wirkte. 

Sonach wirken alle in den 
Stellen und B/^ angreifenden 
Kräfte in Bichtungen, welche durch 
die Z-AxB OC hindurdigehen; sie 
können also für keine Kugel eine 
Drehung um die Z-Axe herror- 
brittgen und auch ftlr keine der 
onteren Kugeln eine Verschiebung ^* ^ 

normal zu einer der Ebenen OCCj^ 

erregen; es sind daher für die obere Kugel nur die Momente um 
die X' und T-Aze, ftlr jede untere nur die Momente um eine zur 
S2iene OCC^ normale Axe gleich Null zu setzen; ebenso für jede 
untere Kugel die Componentensummen nur für zwei in der Ebene 
OCC^ liegende Bichtungen. 

Demgemftss resultirt für die obere Kugel durch das Nullsetzen 
der Componentensummen folgendes System von Gleichungen: 

















4 1 






J 


o 




'iL 



^ '\ (ä^" - '^h = ^> 2 K '\ (sin «fc =- cos = 0, 



(52) 



worin und bj^ die Cosinus der Winkel sind, welche die Bichtuugen 
O^j^, die wir von der Z-Axe hin weggerechnet kurz mit bezeich- 
nen, resp. mit der X- und der F-Aze einschliessen. 

Bezieht man die Drehnngsraomente auf Parallele zur X- und 
zur F-Aze durch dvn Mittelpunkt C der oberen Kugel, so geben zu 
ihnen nur die Reibungskräfte Antheile, die an jeder Stelle B,^ in 
der Richtung der Tangente von der Z-Axe hinweg wirken mit der 
Intensitfti von ihnen giebt ein Hauptmoment BA\nj^ 

tun eine durch C- normal zur Ebene OCG|^ gelegte Aze. 

Benutzt man den Satz, dass sich Momente um Axen, die durch 
einen Punkt gehen, wie diesen parallele Kräfte in Componenten 
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zerlegen, so erhält mau sogleich die beiden Bedingungen für das 
Verschwinden der Momente um die Parallelen zur A- and l'-Axe 
durch das Centnun der oberen Kugel» nämlich: 

:^-\>,6, = 0, :^y,n,a, = 0. (52-) 

Für die unteren Kugeln triebt das \ er>cii\Miiden der Conipo- 
neiiten, die vertikal mul hori/"iital (parallel zu iu den OCCj^- 
Ebenen liegen, sechs Gleichungen von der Form: 

-V = (cos IT, + II, sin + ö»', ^^^^ 
-V^' = -N'^ (sin a^^ — cos aj, 

das Verschwinden dee Momentes um die Axe normal zu diesen 
Ebenen in C\ drei Gleichungen: 

Combinirt man diese mit den rorhergehenden, so kommt: 

14 s sin ^ cosfl^y (53) 

und die^e Bizitliuiig trv^eisi. ilas^s die zwei vv^ten Gleichungeü (52) 
mit (521 identisch sind. Es verbieiben sonacli 12 (ileichunnfn zur 
Bestiüinnni:: »It r ^tn hs Drucke V. und -V^' und der s^cohs Coetdaenten 
und ; nur die letzteren bieten irrössen^s Intert s^, . 
Die drei folgen sogleich au$ der letzten Gleichung, gemäss 

Zur Bestimmung der ri^ l>eachie man, dass nach (53) auch 
SS sincTi^ (1 + cos«r^), d. h. cossTj^ + »i^sina^ = 1 

iaU d&ss äiso die erste i^leichung ) sich schreiben läset: 

-V; = A; + G,\ (53") 

was einen morkwi'mligon Sati euthälL Combinirt man dies Besnltat 
mit der Gleichung (52 y so erhält man: 

Für die .V^ «rtlieu aber nach ^5J' die Gkichungen: 
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M> dasB sich ergiebt: 

« (o. K - «. b,), N, « (a. K ~ a. h»), 

wonn: ^ 

Beachtet man, dass n^^ — h^^ = siti (r, , rj, kurz = q,^^. g:eaetzt, 
der Sinus des Winkels zwischen und ist^ diesen von nach 
bin positiv gerechnet, so erhält mau: 

= «.^ ^ u. 8. f. (54') 

Daher wird schliesslich: 

^ ^ gt i f54"^ 

voraus die anderen durch cyclische Vertauschung der Indices folgen. 

Gleichgewicht findet fta alle Positionen statt, f)lr welche die 
ahsohten Werthe nnd kleiner sind, als die Beibungscoeffi- 
denten 9^ und v^. 

Nehmen wir zun&chst den einfachsten Fall, dass die drei un- 
teren Kugeln gleich sind* und mit ihren Centren in den Ecken 
eines gleichseitigen Dreiecks liegen, so werden aUe Q^^ Oj^, ft,^, »j^' 
und alle gleich, nnd daher: 

» = tg ] a, n =^nOl{0 ■\-S G') 

Die Beibung der unteren Kugeln auf der Ebene ist also viel 
wenigtt' In Anspruch genommen, als die zwiscltm den Kugeln 
wirkende; es kann demnach für erstere auch der Grenzwerth viel 
niedriger liegen, als für letztere, ohne das Gleichgewicht zu gefährden. 

Aehnliches gilt ganz allgemein. Da nach dem dritten Problem 
diese«! Abschnittes Gleichgewicht unmöglich ist, wenn der Schwer- 
punkt der oberen Kugel au$^ dein Dreieck At A ^ herausfallt, also 
wenn einer der Winkel (r^, grösser als n wird, so sind sämmt- 
hehe (»j^^^^ demgemftss tt,^'<n^; ausgenommen ist der Grenz- 

dass die unteren Kugeln gewichtslos sind, dann wird n^' = 

Bei gleicher Obertiächenbeschaffenlieit der Ebene und aller vier 
Kugeln ist daher ein Gleiten zuerst an einer der Berührungs- 
stellen zweier Kugeln zu erwarten und zwar an der, für welche 
=s tg^c^;, den grossten Werth hat. Da der Grenzwerth des 
fieibnngSCO^fhcienten gleich der Tangente des Reibungswinkels ist, 
so begixuit das Gleiten, sobald ein a^^ den doppelten Werth des 
BeibuBgBwinkels erreicht hat — 
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Die Ausgangsglüichungen (45) dieses Paragraphen, welche die 
Beziehungen zwischen den auf das starre System wirkenden Kräften 
und seinen sechs Beschleunigungen für den Fall verschwindender 
Geschwindigkeiten ausdrücken, geben niclit nur in der von uns 
benutzten Weise Aufschluss über die Bedingungen, welche 
dio Kräfte erfüllen müssen, damit das Gleichgewicht er- 
halten bleibe, sondern aucli Uber die Art und Weise, in 
welcher der Körper die Bewegung aus der Rabe beginnt, 
wenn jene Bedingungen nicht erfüllt sind. 

Vm aus ihnen Folgerungen abzuleiten, legen wir. was keine 
BetchriUkkung der Allgemeinheit enthält, die beiden nach der An* 
nalmie beim Beginn der Bewegung zusammenfallenden Axenkretize 
A', Y, Z und .1, B, C isk die Richtungen, welche zur gleichen Zeit 
die Hauptträgheitsaxen dtirch den Coordinatenanfang besitzen, machen 
also £ -H'->r»0 und £ - A, H « B, Z » T, um die Haupt- 
tKigheitsmoniente zu bexeichnen. 

Wir erfamlten dann folgendes ^stem Ton Gleichungen: 



- 1») « 

— « T ^ » V 



Hior.u K.:eio5.nou i-r : r, . . . die B^s.'h'eur::^iiiis*^n de« aiiffen- 
b".ivk'.'A-':\ in den i.\vrvii:-.A*<ru4:-fiin^ üil.en.itu Punktes des Kurpt^rs, 
ii die K :.>br soh^ -s;r.;j;u:.s:eu des KC^rpers um die 

rviTs^iv-V.u r.ü.U iuieu C>: r>.i:n.i:i: v.^üvn -V. Y, rvsp. A. B. C, auf 
■*e"::-.v Au.h d;< Prt:"..u.üjr>:i.. d;;; TrÄ^i:ie4;äixiameate be- 

b>u <*r?r : Fi".'. T<T -"fr. .\.i>i> •tr >:.*.-:e K'3rper um den 

Äfst."?.» uVr^tu* »-.■-»..Lr*- ••• i.' / ;?-' - •• Ar.:"ir^ ■Irv'ncsir ist. wobei 
i i \ i t '\ i- i i.,;:. * i i ans X V, Z 
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tind. Hier liefern nur die letzten drei Formeln (55) die Bewegnngs- 
gleichuDgen, welche lauten 

A-^-i. B-^-Jf. r^;'=.J». (66) 

Aus ihnen folgt dnrch Integration Uber eine unendlich kleine 
Zeit Ti 

T T T 

Ak'^fLdi, Bfi'^fMdt, Tff=^jNdt. 

0 0 .0 

Die auf den rechten Seiten dieser Gleichungen stehenden Ausdrucke 
sind die Momente der innerhalb T stattfindenden, also unendlich kurz 
andauernden Einwirkungen, die man als Impulse auiSassen kann; 
denn wie wir auf 8. 48 die Kraft K, welche aus den in den Inter- 
vaUen dt ausgeübten Impulsen dJ entsteht, durch dJjdt defi- 
nirten, so können wir umgekehrt Kdt als einen Impuls dJ ansehen« 
Für stetiges K und unendlich kleines T ist dabei identisch: 

T 

J Kdt = A T. 

0 

Wir können daher, wann wir die Impulsmomente mit (Ii), {M), {N) 
bezeichnen, das obige Kesultat auch schreiben: 

AA' = (Ir), Bi»'«(Jf), r^-(JV). (501 

Um diese Formeln zu deuten, wollen wir das zu ihrer Ableitung 
benutzte Verfahren auf die Gleichungen (45) anwenden unter der 
Voraussetzung, dass eine der beliebigen Coordinatenaxen eine feste 
Drehungsaxe ist, dass also alle Beschleunigungen mit Ausnahme der 
Rotationsbeschleunigung um diese Axe verschwinden; bezeichnen wir 
Trägheit«-, Drcliungsmoment und Winkelgescliwiiicligkoit um die 
feste Axe mit M, J und (f\ so erhalten wir bei Einführung des 
Impokmomeotes (J) von J 

M ^ - ( J). 
Hiernach gilt der folgende Satz: 

Wird auf einen starren Körper, welcher um einen 
festen Punkt drehbar ist, ein System gleichzeitiger Im- 
pulse ausgeübt, so ergiebt derselbe Botationsgeschwindig' 
keiten um die Haupttrllgheitsazen dnrch den festen Punkt, 
welche ebenso, als wären jene Axen feste Drehungsaxen, 
gegeben sind durch die Quotienten aus den betreffenden 
Drehungs- und Trägheitsmomenten. 

W. rom, ItcdMiiUE. Z««lt« Aull. 16 
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Die drei Botetionacomponentoii X\ ftf / um die Hanpttrtghttli- 
•aen setieii eicb susemmen in einer reenltirenden DieliUDgiigeediviiip 
digkeit r nm eine Axe a, deren Bichtong gegeben ist dnieh: 

X' : a> ooe(€i^ fls):coe(a^ y) : coe(«, »)» 

die drei L)rehungsmomente (Z\ (3/), [X] zu einer Resultante {D^ 
dem Hauptdrehungsmomeiit des Impulses, um eine Axe d. deren die 
Hauptdrelmngaaxe des Impoiaes repräsentirende Bichtnng beetuxunt 
wird duroli: 

(£r):(iO:(.Y) « ooe(4, «):ooe(<<, y):coe(ii, s). 

£a gilt also nach (56') die Beiiehong: 
Aeoe(«,x):Bcoe(<r,y):rco8(ef, z) = C09(d;x):cos(i,y}:co8(d;s). (50 

Beechtet man, daaa iwiscben den Bichtnngswinkali eines Badin»- 
teelors |> in dem BsnptlricheitBellipsoid, dessea Gkiehnng iiefih (36' ') 

i$t. und deiyenigen der Normalen n aof der Taogentenebene im 
fiwipenkt von ^ die Gletchnngen bestehen: 

A cv^ B cos jr): Fcos .j, » cos jr* :co6;«, ^} : cos(n, 5), 

ee eikenni man die Gültigkeit des veiteien Salies: 

Ein $T8tem Ton ImpnUen ertbeilt einem nm einen 
festen Punkt drehbaren Kdrper eine Rotntton um eine 
Axe «* deren Lage ^t gen die Hmuptdrebnngsaxe d der 
IiapaUe dadurch g^emetrisch bestimmt ist, dnss eine Tan- 
gentenebene normal tu i an das Hanpttr&gheitsellipsoid 
in B^iug auf den festen Punkt le^:. jenes in einer Stelle 
beriährt« deren KadiusT<«cti»r die B:tationsaxe m ist 

Kas$t »an die Gtei.-imn^n ^06'' nii irn Faeso<«n l' r', ft'jr, 
e r fssasaen u:ii Mcnkt dass 

- r - -r t\ * « I V Y • • ^.V« 

Mr .r vv■*^ (56'") 

u-.*r.i M » >r * S** ^ te^ .?5 d» IVigMtanoment 

d<« K.^c^r» xri T'^ ctw 4\«^ dss Xr^st ies ^^'f^tfrf mm die 

55.**fc:?''T.«L\e « .v\rs':V.t K# g*.'« a.ic if? :ssu-: 
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Die resnltironde Eota tion 8 gesell windigkeit erh&lt man, 
wenn man das Drehnngsmoment der Impnlse nm die Rota- 
tionsaxe «r dnrch das anf diese bezflgliche Tr&gbeits- 
moment dividirt 

Um diese JEtesnltate ToUstftndig anschaulich zu machen hat man 
in Betracht zn ziehen, dass nach S. 195 die Bichtnng der Hanpt- 
drehnngsaze des Impnlses normal steht zn der durch den Impuls 
ud. dan.Unter8tfltzDngppunkt des Körpers gelegten Ebene» und dass 
sein Hanptdr^nngsmoment dem fVodnet ans der Ottibe des Stn- 
pnlses und seinem Abstand Ton dem festen Pnnkte gleich ist — 

Ist das starre System YÖllkommen frei beweglich, so kann man 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit den Coordinatenanfang in die 
An&ngslage des Schwerpunktes legen und erb&lt so aus (55), indem 
man x,' =« l', y«' ^if, g^' und {, 9, ( gleich Null setzt» die sechs 
Gleichungen: 



(57) 



dieselben geben durch Integration über eine unendlich kurze Zeit T 
unter ßenutzung der obigen Bezeichnung: 

wir=m. 

Wirkt ein System Impulse auf einen frei beweglichen 
starren Körper, so ertheilt dasselbe dem Schwerpunkt die 
gleiche Geschwindigkeit, als griffe seine ResuJtirende in 
ihm an und w&re in ihm die ganze Masse vereinigt; da- 
neben bewirkt es eine Rotationsgeschwindigkeit um den 
Schwerpunkt, welche dieselbe ist, als w&re der Körper in 
ihm nntersttttzt 

Lsssen sich hiernach die Geschwindigkeiten, welche eiii System 
Ton Impulsen einem starren ruhenden Körper ertheilt, leicht be- 
stimmen, so ist dadurch aber keineswegs das Gesetz der Bewegung 
des weiterhin sich selbst ttberlassenen Körpers ausgesprochen, denn 
derselbe behält, auch wenn er keinen Kr&ften unterliegt, seine Ge* 
sehwindigkeiton im Allgemeinen nicht unTer&ndert bei. Die TOn 
ans gefundenen Wertbe sind nichts anderes als die An&ngsge- 
schwindigkeiten, welche in Folge eines Systemes ausgeübter Impulse 
eintreten; der weitere Verlauf der Bewegung wird weiter unten der 
Betrachtang unterworfen werden. 

le* 
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§ 21. JMtnag «iaet ttanw KAipan wn eiiw üsit» Aza. Snuk 

auf di« Aze. Belipiele. 

Die eintaoliste Art der BcNvefirun^ eines starren Körpers, welche 
nicht .*\nf die Gleiehungeii ftir einen maten"'.l»'»i Punkt zurücklührt, 
ist die Prehiiug um eine im Korper wie im iiaume teste Axe. 

Sei die im Körper feste Dreimnj]f5ia\e die ' - Axe und faile die- 
selbe in die im Kaiime feste Z-Axe, dann ist /.' = ^' = 0. Wir 
lassen den Anfaug^sjiunkt de-- mit deui Körper bewefilicheu SysteuifS 
in denjenigen des abse>lut festen fällen und haben demgemUss 
X,, 1/ . dauernd gleieh Xnll, also auch x.\ • ' deich Null. 
Kudluh legen wir die J-A\e ilureh den Schwerpunkt d«:, Körpers, 
N^ekher den Abstand « von der Drehungsaxe li&ben mag, und er- 
halten dadurch " = 0. 

Demgemäss wird das System (33) vereinfacbt zu: 

+ + r + r-. 

Hierin beieicliiwii wie im vori- 
r fen Abschnitt a 227 die X^X"... 

die MS den wiifcenden Krtften aiis- 
gesondenea Beactionen der festen 
Axe« die in svei Paukten p nnd q nn- 
inwifend gedacht sind; L\ L'\ JT, JT' 
sind die von ihnen nm die X- and 
tiie F-Axe aasgettblen Momente, also 

L =— .,r, Jf = -f , 

Knr die lettte der Formeln (58) 
^ ist T\vn den Reactioiidaiften frei; sie 

^* steV.; a^so die Ar die Bewegung 

iojka$$j?rbeniie Benehang dar. 
IMe tlbna:«'a i^U i^hllr.4^*a ,5%^" bestimmen die Beactionea der 
^$ton A\e« ivier amjp^kehrt %iio Prucke and Drehangsmomentey 



\ 
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die auf dieselbe ausgeübt werden; die Componenten letz- 
terer sind 

(580 

L"^- iL + L"), M°^- {M' + M "), 

Schlii'sst gemäss Fig. 25 die vi-Axe mit der A-Axe den Winkel ^, 
mit der l'-Axe den Winkel — (p ein, so wird 

« a^cos — 6^ sin ^, = sin y 4- 6^ cos 9p , «j^^i^, 

und unsere Oleichuagen lauten bei Benutzung der Bezeichnungen (58') 

- (c089r -/j j m, c, + ^'^ (sin » ) ^" = 2 - i*. 

In der letzten Formel stellt ^mja^' + 6^^*) « M das Trägheits- 
moment um die feste Aze, ^Nf^ = N die Summe der um dieselbe 
toigeübien, nur tou äusseren Kräften herrührenden Dreliungs- 
Biomente dar. Unsere Bewegungsgleichung lautet somit: 

= ^V/M, (58'") 

WS8 den Satz entliiilt: 

Die Winkelbeschleunigung eines starren Systemes um 
eine feste Axe ist gleich dem (Quotienten aus dem auf jene 
Aze bezüglichen Drehungs- und Trägheitsmoment 

Diese Gleichung stimmt der Form nach überein mit der für 
die gemdlinige Bewegung eines llassenpunktes geltenden, welche die 
liaearbeBchleunigung gleich dem Quotienten aus Kraft und Masse 
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ergab. Es gdten also fOr die Integration die 8. 69 ao^ettellten 
Regeln. 

Wir wollen nmächst die äusseren Krftfte und Momente weg- 
fielen, also ^9>/«f(*-«0 und somit die Botation um die Z*Äit 
in einer gl^chlftrmigen werd^ lassen. Die Beactionseomponenten 
patallel d«r X- und F-Aze Tenekwinden nach (56") nicht allgemein 
mit den insseren ErftAen, sondern — abg e s ehe n Ton der Snhe des 
Körpers, flir welche üfpfdi^mQ iet — nur in dem Falle, dass die 
Drehnngsaxe den Schwerpunkt enth&lt, also #»0 ist; die 
Beactionsmomente um die X> vnd F^Axe Terschwinden dagegen nur 
in dem Fialle, dass die dem KOrper and der Drehungs&xe indi- 

tidnellen Constanten 2 ^k'^k'^^^ ™^ 2 ^'h ^* — ~ ^ ^ 
die Deviationsmomente nm die J.- und ^Axe, gleich Nnll sind, was 
nach 8. 215 die Bedingung dafftr ist, dass die Z-^ resp. (7-Aze, 
eine Hanptträgheitsaxe des Körpers isL 

Findet beides lof^eich statt, d. h^ gilt loi^eidi « » 0 nnd A'-> 0, 
B' >B 0, so bebUt der Korper die ihm erthcQte gteichftnnige Botatien 
nm eine im KOrper nnd im Banme nibende Axe selbst dann noch 
bei. wenn jene nicht mehr iestgeballen oder nntentlltzt wird. Die 
Hauptttigheitsaxen dnreh den Schwerpunkt werden daher auch die 
natQrlichen Drehnngsaxen des freien Körpers genannL 

Tenehwinden nur die BeactioBsnMMMBte» aber nicht die Gom- 
ponenten, d. h. ist A' » 0* BT » 0, aber # nm NaH verschieden, so 
isl «m die Drehnngsaxe nnTeiiadeit m erhahen, nnr nöthig, dam 
einer ihrer Pankle nnfesntfttil werde. Die Botation nm eine der 
durch 6m Isetea Punkt gehesiden Haupttarig^icitsajieu bleibt also 
unveiindtfl bestehen: daher btismn diese BichtangeB auch die 
permanenten Drehnngsaxen fftr jenen festen Punkt 

Diese beiden Säue behalten odhnbar ihre Gflltigkeit auch dann, 
wifun die iuawren KzSite swur nicht verschwinden» aber nicht» 
Weiler Ue^Hu« als ein Dcehungsmoment um die betreffende Hnnpt- 
ttigheitmtu. Au» der B«.C<l welche im Tocstehenden die Pisrameter 
A« B «pielen. «tkiän sieh der ihäen geyb^ o en Name der Demtiona- 

Il<ek.>t^%:eis «inäk'he Wenhe neiissea dse auf die Axe witkeDden 
Drucke urd Mcsserrte an. wees mas sse asf & im Köiper fiBSten 
A\e& Jl. 5. / Wr.e*:::> c:e i:fee& vunll^Iea Compemtnten asfigen 
«\A.ur s:;; X iv .1 i:< wiirkeciKs Moae!i^ mit O, £F be* 

r. » : , a ^ X ^ - w ^ jr..-««^. n » 
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und 08 folgt demgemto: 

o = ^c»-cr, (69) 

Venchwindet das ftussere Moment ^ = -^4» so ist bierin 
^(f ldf gleich Null so setzen. 

Beachtet mau, dass 

die Componenten der gesammten Centrifugalkräfte sind, welche der 
Körper erfährt» so sieht man, dass die erste Formel (59) aussagt: 

Die Componente des Druckes A", welche die Axe in 
der Richtung durch den Schwerpunkt des Korpers er- 
leidet, ist gleich der Summe der bezüglichen äusseren 
Kräfte plus der Resultircndon aller Centrifugalkräfte. 

Di* <.'r Satz geht^ ToUkommeü paiaiiei mit dem zweiten der S.52 
gegehvneii Sat/e. 

Die zweite Formel combiniren wir mit der letzten, um^^/df 
za eliminiren, und erhalten so: 

Die Componente des Druckes B*, welche die Aze in der 
Bichtnog normal sn der Ebene dnrcb den Schwerpunkt des 
Körpers erffthrt, ist gleich der Snmme der bexftglichen 
ftaseeren Kr&fte minus dem Prodnct ans dem Moment der 
Masse in das äussere Drehungsmoment ^S-^h dividirt 
durch das Trägheitsmoment um die feste Axe. 

Diese Componente Terschwindet, wenn sich der K5iper auf 
eanen Massenponkt reducirt, der mittelst einer starren Linie an die 
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DrehQii|j(saxe befestigt ist; denn dann wird ^A'a^'S^^ nnd 
M »* III*'« 

Wirkt auf den KGiper parallel der X-Aze die Schwere, so ist, 
wenn man nach (39^) M » m(it* + ^) setzt: 

B- „,|i__j_^|,ui» 1?f7-»»V- 

Ut der Körper ein Peudel. weiches gerade die Lrrössie Eion- 
gatioii erreicht hat, also die Geschwindigkeit Null besitzt, so ist 
gleichseitig: 

A* « »i^cos^, 

und beiden Componenten entspricht eine BesoHirende, die einen 
Winkel ^ mit der J-Axe einschliesst, gegeben durch: 

die Resultin^nde hat al<o stets eine Bicbtuag, welche zwischen die 

.V- und dvO .4-A.\e lAlh. — 

W»r wenden nun zu spcciellen Anuciidongen der Gleichung 
\ v^ekhe die Bewegung eines starren, um eine feste Axe dreh- 

b«rvu Kocpers bestimmte; sie lautete: 

y 

Be*»adeis hiadg and wichtig >;cd die F^.!t , da^ das Drehungs- 
nii^wu; V .' usAziinienpe^^t 't i>t a :> (t liedenu die Üaeär in der Winkel- 
ge^^hwindigki ii i ^ i ; nad dem Prehasfrswixikel f atnd. to dass die 



V*jr* »« .iSs iis** reift >ä iT^f t XT.i f «a^tsfxreeiiend, rwei 
T.i»r;». -."U:rw 1«>k^t^^ r -- »" f. * Stir G.richung ge- 
Ti^.T» Tf^i »;,T. 1» .•.j^ t««: .^r-ry AcscriJck: 
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dasselbe gilt; letsterer enthiUt die zwei Integratioiisconfltaiiteii, welche 
die aUgemeine LOenng einer Differentialgleichang zweiter Ordnung 
xeigen moze. 

Man erkennt sogleich, daas zwei wesentlich Tenchiedene Fülle 
eintreten, je nachdem + ^ ersten Falle sind die 

Wurzeln und q, reell, im zweiten coigngirt complex; im ersten 
Falle müssen also die Constanten C;, (7« reell» im letzteren co^jugirt 
complez sein, und wir erhalten demnach die folgenden beiden Mllg« 
Uchkeiten: 

I + o" > 0, 

1^ ^ y + a//> = C, + 6; e'*', (60;') 

IL 6+<^<0, 

1^ « ^ + a/i ~ cos|) < -f Bsin p <), (60 ") 



y6 + c*=»>; 

hierin sind Ä und B neue, und zwar reelle Constanten. 

Wir betrachten znn&chst die Formeln unter 1, welche zeigen, 
dass bei den im ersten Fall gemachten Voraussetzungen ^iff jeden 
Werth höchstens zwei Mal annimmt, während I von — oo bis 

+ 00 geht 

Bedenkt man, dass eine Umkehr des Vorzeichens von 9,, oder 
C. C, durch eine solche ftir / oder aufgehoben wird, so sieht man, 
dass für den ganzen Verlauf der Function 1" hier im Ganzen vier 
wesentlich yerschiedene SpecialiUle möglich sind, die sich folgender* 
maaasen darstellen: 

a) 9,, q, und C,, C, haben untereinander gleiches — etwa posi- 
tiTee Vorzeichen; dann beginnt für / = — 00 der Drehungswinkel ^ 
▼on Null und wächst, ohne ein Maximum oder Minimum zu er- 
reichen, mit der Zeit l>is + oc. 

b) q,f V* haben yerschiedenes, Ctf C, gleiches Vorzeichen, f», C,, (7, 
möge positiv sein ; dann beginnt iff mit i^^co von -f 00, nimmt 
bis zu einem Minimum ab und wächst mit i wieder bis +(30. Die 
Cnrre f&r ^ besitzt keinen Wendepunkt 

c) q, haben gleiches, r«,, c, Terschiedenes Vorzeichen, 7,, 7,, 0, 
möge positiv sein; dann begimt 7 für od mit dem Wcitlie 
KuU, erreicht ein Maximum oder Minimum und nimmt darnach im 
ersten Falle his — oo ab, im zweiten bis +00 zu. Die Gurre he* 
sitzt einen Wendepunkt 
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^) 9i> ?• uiid C, (7, haben unter einander Tersohiedenes Zeichen, 
q^ und C, seien positiv; dann beginnt q> für — oo mit — ao und 
nimmt, ohne ein Maximum oder Minimum zu paastren, bis 4-cx) ab, 
re8p. SU. Die Gurre besitzt einen Wendepunkt 

Die Formeln unter II zeigen, dass ^> den Werth Null unend- 
lioh oft annimmt und zwar in Zeiten, die um die Ckinstante T=nlp 
Ton einander abweichen; die Bewegung ist also in dieser Hinsicht 
periodisch. Aber sie ist keine schlichte periodische, denn die grössten 
Abweichungen von dem Wertlie t/; = 0 nach der positiven und der 
negativen Seite sind nicht constant, sondern nehmen je nach dem 
Vorzeichen von e entweder von Unendlich ab bis Kall oder von 
Null zu bis Unendlich. 

Aus dem Vorhalten von t/' ergiebt sich da^eoige von ^ an« 
mittelbar niit Hülfe der Beziehung ^ = t/» — a/fc. — 

Wir betrachten iinnmehr einige physikalisch wichtige Probleme^ 
die auf Gleichungen der Form (60) ftüiren. 



1. Theorie der ArwooD'scheu Failmaschine unter Rück- 
sicht aut däs Trs^cheitsmoment der Kolle^ das Gewicht 
des Fadens und die Axenreibnng. 

Sei die Hasse der bcidui tm Fides IdiigeDden Gewichte in- 
duiT« deijenigea des Fadens gleich 2Jf, diejenige des Uebsr- 
fevicblM ^ftaxk m» die der lAngeiieiBlieit des Fkdcns gUieh fi; sei 
forner die HShendiff^reiii der beidsa Fadenenden am Anfiusg dsr 
Bewegmag gjleicfa — L, der Btdiis der BoUe gleich i2, so ist, nadi- 
deai die BoUe sieh «a dea Winkel f gedreli^ das fdlende Oewieht 
also den Weg tnrikckgelegt hnl, das Ontagmonciil der 
$cliwfvknll: 

dni\^ snbinlurt sich das Miitaeal d«r Axenrsibvng «• das als eine 
0«4i<tuice atu«a«b«A ist. 

T?i^itsaioaK< n! settt sieb ittsnma<fA ans dem der Biolle M 
o&vi «kc:;eäi^n der am Faden hSuveenden Massen, die sieh — wie 
^icKs tu >^^e:<<f:: — eres«» v«rh4Ltea» ak wim sie im Abstand R 
an^brav'>v Wir «r^Ahea bwruu-h: 



' 9 
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&U8 

M + ir(2ir + f»)* M + Ä*c2if + fii) ^ ' 

gesetzt ist 

Vergleicht man dies mit den allgemeinen Formeln (60) und (60"), 
10 erkennt man, daes wegen 0 0^ 6 > 0 der Fall I vorliegt und 
vir erhalten: 

Ist zur Zeit l>-0 sowohl^ alBd9p/d< gleich Null, so resultirt: 
alao C. » C, » (a/26) und daher 



(61'") 



Dies ist der strenge Werth, der mit R multiplicirt den zur 
Zot I zurückgelegten Weg Btp^M angiebt Man sieht zunitchst 
keinerlei Verwandtschaft des Resultates mit den GAULBi'schen Fall* 
fesetzeuy zu deren Demonstration der ArwooD'sche Apparat ge- 
wöhnlich dient Indess ist ff^, in der Hauptsache gegeben durch 
den Ausdruck tYMlY^f ^ kleine wie sie bei der Anwendung 
snaschliesslich in Beti«cht kommen, eine gegen Eins Ueine OrGsse; 

ist n&mlich die Hasse der Länge 981cm des Fadens durch (1 sec)* 
difidirt und wird nur einige Gentigramme betragen, während Jf 
hundert Gramm erreicht Dann würde der Factor Ton I eine Zahl 
hl der Hohe einiger Hundertel sein, dividirt durch eine Secunde, 
uid das Product in den praktisch Torkommenden Fällen einige 
Zehntel betrafen; man kann also eine Eiutwickelang der Hzponential« 
grSesen vornehmen und, mit den niedrigsten Gliedern abbrechend, 
tchraben: 

2 V ^ 12 ^ 860 ^ ^ # 

Dies zeigt: die Abweichung des Gesetzee fUr den Fallranm s 
vm der ProportioDalität mit f verschwindet, wenn die Masse des 
Fadens so gering ist, dass ft<*/12 neben Eins vernachlässigt 
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werden kami. Man erhält dwan, wenn man auch noch /i L neben m 
tortlüs^t: 

M 4- i?'(2if + m) 2 ' ^ ' 

mlflo eine Bewegan^i deren constante Beschlenikiginig dareh das Trtg« 
heitsmoment der RoUe and durch die Azenreibiuig Terkleinert irird 



2. Theorie der gedämpften Schwingungen bei kleiner 

Amplitude. 

Schwingungen, welche in Folge einer Wiili^rstand-krat't alliniih- 
lieh 2ur Rahe koranipn, werden an TersckietieneD jihv^ikalischeu 
Instrumenten der IVobachtnng unterworfen, theih zur Bestimmung 
der KnUL welche die Seliwingnngen hervormlt. oder d^^rif^niireD, 
welche sie dämpft. theiU xur Beetimmimg des Tri^ieitämomentes 
de* «chwingenden Köri ers. 

ein Ii ra eine Axe drehixarer Körper in Schwingungen 
genthe^ mo$$ durch seine Ablenkung ä^us der Rnhelage ein Moment 
entstehen, welches bestrebt ist, ihn in dieselbe znröckznfnhrüri. Für 
hinneivhend k'.eine l^hungswinkel q können wir dasselbe nach Po- 
tenien von 7^ entwickeln uüd uns auf das lineixe Glied beschränken: 
mir «C'V.ea OAiter für dies Moukeni den Aasdnick i>« — ^ aof- 

-.ui der VV:der<^:Ä:.a>kT^ b^tr» hten wir al"^ ^xne 
Vv.n<i:::n der \V:r:keIi:r><<:hwi!:.vi:it Sj ir. t-escLriziken uns auf 
k'c.-e i.^*«chv:: .iiirk-.üt «zTw-.jirlr. die F-n:i: n daher nach Fo- 
lexiiar. T r j i; und br^v dru: x^eitd Orlied ab. so da^ 
wir fXr d.s^ y..^i:i« «ier ^^ lies^iände de« Attsörack — £l;(rfy dt) 

X * \ C » ^ C " 

r^is .vT.>^ir.:^ . :U Kt"..; d*5 r-r-/i.rrr>s.:zir:.: dar» das «In- 
K.'-r.«;r tT:"xl\n. 9 « 1* F.. di? W:..-.rr<-.Är "^^r.t. da^ bvi 

dec ^*t«k->*v: • ri;:: c c - - w;ri: -^li iis.. wei^ der Be- 

wwr?.?;C di^r . -rri v ri.; r. si. ' . s:<:s Ai^ ^x:^^-rt-pf^5»^•I^:e Voritricheii 

/. ■ ^ xX-i r* i:>ö> }? »Irif -zv^x v> - t-e cl-::.^:^ Reibung 

— . ir : .r. r A: It liiv £ c v.-.-.T'; n^/ude* ^-e: 

d'.rif " Tr-Tv.'.n^.'c.^'f^ Ne: tk-jv : t: r dfr >f»*rtti: estge^n 
w-.rvic .j;^ K.MrfT": di.r T i. . .* Ti r-sstti .'-•^ Huia^iDe der ab- 
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Bei Eiiiiillbrang dieser Werthe nimmt die BeweguDg8gleicbuDg(58"') 
folgende Gestalt an: 

Der Winkel (p ist gof^on eine l)eliebi?e Anfangslage des Körpers 
gerechnet: es Hegt nahe, zu dieser die Kulielage des Körpers zu 
wihleu; da dieselbe durch 

definirt isty so ergiebt sich ans (63) 

A + js; = D, ff; 

ftr den Winkel welcher der Ruhelage des Körpers entspricht 
Dabei ist aber zu bemetken, dass, weil eine Widerstands- 
kraft ist, die der Bewegung entgegen wirkt, die obige Formel bei 
pesitiyem JS?« nnr fUr eine Yerschiehnng in negatirer Richtung gilt, 
I. 6. auch wenn der Körper, tou grösseren Winkehi tp herkom- 
mend , zur Ruhe gelangt ist Fttr eine positive Verschiebung ist 
mit zu Yertaoschen und es gilt dann fbr das Gleichgewicht, 
das durdi eine Verschiebung von kleineren Werthen ^ her er- 
reicht wird: 

A - £i « A <jr.'. 

Zwischen die.'jeu beiden äiissersten Werthen (/,' und (f liegen 
unendlich viele Gleichgewichtslagen, in denen der Widerstand /v nur 
Qnrollstündig in Aui^pruch geuommen wird; in iler uiittlerea Lage, 
die gegeben ist durch: 

D„ = A 7 

wirkt er gar nicht; in dieser würde also der Körper ohne Wider- 
stand ruhen. 

Es ist daher angemessen, die so gegebene T.nge als Anfangslage 
zu wählen, was sich dadurch ausdrückt, dass in der Gleichung (63) 
i>. mit >iuU za yertauschen ist Sie lautet demgemäss: 

M-^; - ^ - - E^j^r (630 

das obere oder untere Vorzeichen gilt iür Bewegungen in positiver 
oder in negativer Hteliiung. 

Vergleichen wir diese Formel mit dem allgemeinen Schema (60), 
so finden wir: 

-r A o 
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und die Formeln (60") nnd {W^ feigen, dnas trotz des negatiTen 
Werthee Ton h mit den gemachten Vomnaaetsangen eowohl perio- 
dische als nicht periodiache Bewegungen Tereinhar sind; wir habee 
heide F&Ue gesondert sn diaentiren, 

L Ist » + 0* - (JE;74M* - A/M)> also die d&mpfende Kraft 
betrichtlich» ao gilt: 



£iUa kurz 



9M 



(64) 



geset/.t wird. Ihis obere Vorzeichen tur eine Bewegung in posi- 
titer, imlere iiir eine solche in negutiver Richtung. 

Ui tur f = 0: ff — — D , der Körper also an der negatiTen 
l-ireniic seines KuiieUjr^iche«. und wird ihm durch einen Stoss eine 
|Hv*itivo Antang^^si^hwindigkeit <*> = (Jy J^); ^ n mitsetheilt. so he- 
«tuumen sich die Constanten aas den beiden Gieichongen; 

0 - c + c;. 



nad winl. so lange die fiewegang in |KMitiTem äüme audaaert: 



l'h«* fe:*:t. d*s* viie AV.entttng 9' eia Maximam *i* erreicht zur 
Z^l r, «Le ^ivr-ea d*«üxh die Beiieh'^Ls^z 



H:Mr fcfhn da« IWrorssf nm n»d ee pjt dater fsMn 



(64") 



N.... X. 



sind dann 
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Man erhSlt so fbr die sweite Periode: 

eine Formel, welche bei Benotzaiig der aus (64) folgenden Beziehung 
r>p tmfg^ dasB derK6rper nach unendlich langer Züi m der Position 

zur Ruhe kommt 

Fehlt die constante Widerstandskraft oder Axeureibung so 
gilt die Gleichung (64') in der Form 

^ = !?•""(•"-'"") 

(ur die ganze Dauer der Bewegung, die zur Zeit i^O mit der Ge- 
schwindigkeit ü) in der Lage 9 ^ 0 beginnt und nach unendlicher 
Zeit ebenda endet 

Die grOsste erreichte Ausweichung ist hier: 

ihre Beobachtung kann bei bekanntem r und p dazu dienen, die 
Anfangsgeschwindigkeit ö> und dadurch nach S. 241 das Moment des 
Impulses zu bestimmen, der dieselbe zu erzeugen vermag; indessen 
sind hierzu die weiter unten zu besprechenden periodischen 
Schwingungen noch mehr geeignet 

Fehlt endlich auch das Drehungsmoment — D ff, und ist der 
K rper mit einer Anfangsgeschwindigkeit (o in der Kuiielage y « 0 
nur der Widerstandskraft Etä(pjdt überlassen, so gilt: 

die Bewegung dauert unendlich lange in poaitiTer Richtung an bis 
w der Endamplitnde 

4» 

n. Ist d + <^-(£;V4M*-A/M)<0, also die d&mpfsnde Kraft 
geringer, so gilt» wenn wir zunAclkst von einer cons tauten Wider« 
standskzaft» z. B. einer Axeureibung absehen, also E^^O setzen: 

worin 



abgekfirzi ist 



2M 
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Ist fiir / = 0 der Körper in der Ruhelage, also ^ = 0, uud wird 
ihm durch einen Stoss die Anfangsgeschwindigkeit w = {d^jäi^i^Q 
mitgetheüt» so bestimmen sich die Constanien A and B zu 

so dasB wird: 

y « •«•"«inj»l. (661 
P 

Durchgänge dtirch die Bnhelage finden «i den Zeiten i^k^ilp 
f&r A = 1, 2, 8 . . . statt, so dnss die Daner einer einfachen oder 
Halbsehvingung den constanien Wertii hat: 

a _ « 2jiM 

~ ip"~ /A _ ~ Viü^W^-W ' (66") 
y M. 4M' 

Ist die Dämpftmg, also auch S^, sehr klein, so wirkt sie nur 
mit einem Glied sveiter Ordnung anf die Schwingongsdaner ein, 
die sich dem Gienzwerth nähert: 

r.-aj/^. (66-) 

Pie<e Formel wird bei beobachtetem T je nach Umständen, 
bald zur Bestimmung toq M. bald ron D beoatzt. 

Wird z. B. das Drehungsmonent X>. dnich die Drillung eines 
elastischen Dzahtes geliefert« der wm eeuiem ohexen Ende befestigt 
ist und an seinem unteren einen Korper (etwa eine Kreisscheibe 
ans Meulh von so einfacher Form trägt, dass sein Trägheitsmoment 
aits seinen Dimensionen and seiner leicht und genau zu be- 

rechnen ist, so knnn man durch die Messunir t^er Periode Ton Tor- 
rionsschwingungen das Diehunesmomeiii L\ des Drahtes bestimmen, 
welches der Ab'.t nkung 7 = 1 entsprichL Hierbei ist besonders 
^nstii;. dass in diesem FaV.e die Prop-^rtjonaliTät des Momentes 
mit dt iu Ab.onkui.ir>wi:ikeI noch tur sehr beträchtliche Amplitnden 
mit grosser Gonaaiskeil gilL 

Ist »0 iX fbr eisen C(cebenen Drshi grfundeo. so kann man 
ihn weiter mr er.. vir. sehen Bestimmung roa Tt^bätsmomenten be- 
nntren. die der Berechruni; irr f^s^ere Schwi«ngkenea bieten. Man 
wirl Kei^pielsm-eise an dem Ih^bt m&ä^.'^hst einen Apparat rar Be> 
iesiigur.c tou anderen K^r|>em. a. R Ton Stäben, anbringen und 
dessen lYäi:heit$iL0£<^2t durv'^ :srh» iLgnx.g»beobachtnngen fest- 
stellt et«ik nnden: 
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darauf wird man den eigentlich untersuchenden Körper ▼om Trfig* 
heitsmoment M' hinznfOgen und erhalten: 

Dann ist: 

* 71 

A cimlich wie einen gednliten Draht kann man zur Besthnniuni^ 
Ton Trägheitemomenten die im vorigen Abschnitt beschriebene bifilare 
Aufhängung anwenden» deren Drehungsmoment bei kleinen Ampli- 
tuden ebenfalls mit <p proportional ist Hier ist nach (öl') bei Ver- 
nachlässigung der Torsion der Anfhängungsdrähte: 



n MgOU 



worin Mg = 0 das Gewicht des aufgehängten Apparates, l die Länge 
der Fäden, O und U ihre Abstibide oben nnd unten bezeichnen. 

Dabei ist, wie schon im vorigen Abschnitt bemerkt, wenn die 
FIden nicht sehr dttnn gegen ihren Abstand sind, eine gewisse Un* 
Sicherheit darttber Yorfaanden, welche Entfernungen ftr 0 nnd U zn 
wäblen rind. 

Diese Schwierigkeit Iftsst sich nadi einem Vorschlag von Gauss 
folgendermaassen umgehen. 

Man legt einen Stab so in den Apparat, daas sein Schwer- 
punkt sehr nahe in die Drehaxe ftllt, was sich durch gewisse ein- 
&che Kunstgriffe leicht erreichen lässt Beiderseits sind in gleichen 
Abständen L% L*\.* vom Schwerpunkt und somit von der Drehnngs- 
sxe feine Marken angebracht, welche gestatten, gegebene gleiche 
Hassen m, z. B. cylindrische Metallstficken, so aufzuhängen, dass 
ihre Schwerpunkte um eben diese Längen I»', L"... Ton der Drehungs* 
axe abstehen. 

Besitzt der Apparat mit dem eingelegten Stab die Schwinguugs- 
dAuer 2*. so wird gelten: 



finden hiiiflregen, wenn die Massen m in den Entfernungen L'. L 
angebracht sind, die Schwiugungsdaueni 7 , T" . . . statt, so ist: 



> • • • 



r'-«l/lf^2"'M^+y'''l, u. s.f.; 



W. VoMT. MMhuik. 2w«ito Aofl. 17 
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hierin beaeiclmet mif das Trägheitsmoment ei&OB der angebrachten 
Gewichte rn um eine rerticale Axe durch sdneii Schwerpunkt 
Ana den letzten beiden Fonneln folgt: 

gOV _ ti^miL'*- L"*) . 
41 - (r*- r")(Jf + «••) ' 

hierdarcb ist also daü giuize in D, auftretende A|?gregat gOÜ,4l 
mit einem Male bestimmt; setzt man seinen Werth in die Formi-l 
für 7* ein. so folgt auch M, und damit ist Alles bekannt, was i.i.ia 
notiiig hat, um die binlare Aufhängung zur Bestimmung von Träg- 
heitsmomenten zu verwenden. — 

Nachdem wir so die praktisdir Anwendung des Gesetzen der 
Schwin::unirsdaiier erörtert l.i! :\, wollen wir uu» zur Brtracli- 
tuut: des Gesetzes der SchwiuguugsampüLuaeu wenden. Es war 
nacli ißßy. 

dabtt ^ 



iM ' ' " V NT ÄW' 

Iffatimii odor Mjaiiaa von ip finden hiernach statt zn Zeiten t, 
die gegeb«ii sind dnxch die Gldchong: 

ctgpr«^. (67) 

Pie Wurzeln dieser Gieicbung folgen einem einfachen Gesetz; 
ist die erste positive gleich r„ so sind die folgenden gegeben durch: 

= + «^i + Ä r, 

wo h «Be ganie Zahl isl; dengmin bestimmt sich das + l)te 
Hudmum oder Minimum TOQ 9 durch: 

(- *»♦. - f.-""*" ««^r., {67-) 

wobei nun alle positiv six^; es gilt hiemach: 

I>ie SchwmgungsamplHaden ^ bflden aJso in Ihren absoluten 
Wertheu eine geometrieehe Reihe; das Gleidie g3t tou dem directer 
ablesbarai Interrall twisehen einander folgeoden ümkefaipunkteo, 
defiairt durch: 



Digitized by Google 



§ 21. CMImpll« Schwingungen bei Ueiner AmpUtnd«. 



269 



£» UM dcli demDach leicht der Werth des Exponenten: 

p 2M 

durch die Beobachtung hestimmen und bei direct beobachtetem T 
und berechnetem M die Grösse der dämpfenden Kraft ableiten. — 

Die erste Amplitude nach £rtheilui)g der Geschwindigkeit oi 
kann zur Bestimmung dieser Grösse und dadurch znr Bestimmung 
des Impulses dienen, welcher die Schwingungen hervorgerufen hat; 
dergleichen Messungen werden im Gebiete der elektrischen Induction 
häufig angestellt 

Die Zeit r des ersten Maximums für ^ ist die erste positive 
Wurzel der Gleichung: 

ctgpT = ^; 

da man durch die Beobachtung der folgenden Amj^lituden, wie oben 
gezeigt, den Werth rfp leicht erhalten kann und ti jp = 7 die Dauer 
einer einfachen Schwingung angiebt» so ist in der Gleichung 

„ _ (68) 

allös auf der rechten Seite "Vorkommende bekannt. 

Ist r/jj klein neben Eins, so ist pz, nur wenig von \n ver- 
schieden, und man kann die Gleichung (67) zu leichterer Berechnung 
Ton r, in eine Reihe entwickeln. 

Wenn auf die besprochene Weise a> gefunden ist, so folgt 
daraus die Grösse des angewandten Impulsmomentes {N) nach 
Gleichung (56 ): 

(JV) = 4»M. — 

Wirkt ausser der mit der Geschwindigkeit proportionalen auch 
noch eine constante Widerstandskraft^ so gilt nach (60"") an Stelle 
von (66): 

wo das obere Vorzeichen für Bewegungen in positiTer, das untere 
fiir solche in negatiYer Bichtung zn benutzen ist; es gilt also die- 
selbe Formel immer nur für die Dauer einer einfachen Schwingung 
nnd es müssen die Constanten A und B fUr eine jede dieser Perioden 
Den bestimmt werden. 

St it Ii die einfachen Schwingungen durch Ordnungszahlen be- 
«^immt und mögen wieder die in poeitiTer Bichtung stattfindenden 
die nngeradzahligen sein. Betrachten wir dann den Auimg der 

11* 
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Aten emfachen SchwiDgang, der snr Zeit stettfindflii mQge; die 

Anfangsamplitode sei (— ll^^i^p slso, dm 0^^^ posiÜT ist, negatiT 
bei folgender podtiTer Bewegungsriditosg; die Geeehwindigkeit ist 
zur selben Zeit gleich Null* 
Demgemta iniias gelten: 

0 « - ^ (r C08j»Tj_, + J»fiinpr^_,) + (p co«prj^_, - r «in jit,^,). 

Für das £ude r^^ der betracäteten Schwingung gilt analog: 
(_ 1 M ^ 4- |) = (^^ cospr, + B, mEtpT^, (6^) 
0 s^.dj^(roos|»r^ + /»sinjirj + ^CpoospTi — rainprj. 

r>ie Hetrachtung dieser Formeln genügt, um den Einriuss einer 
consiajiten ßeibüug auf die Gesetze der Oscillation zu erkenneu. 

Die beiden zweiten Gleich ongen zeigen, dass und der- 
selben Relation: 

genücen. es mu>s also, da zwischen diesen beiden kein anderer 
Wenh die GleicLuQg ermllt. 

aein; die Differeni T^~r^, sT«» p ist also die eonstaate 
Dauer einer einfachen Sehvingang aad aaabh&agig yon 
der constaaten Widerstaadskraft Ei giU daher ftr die Daser 
einer einfcchgn Schwingnag aach jetit die Fonacl (66*^: 



Die Ii den ersten Gleichungen \»i9^ und (^9") lassen sich in 
Eücksiciit darauf dass = + a ist, m der Form schreiben; 

- ^ - ic». <^ + - 

and daraus erkennt man« dass jetzt die AMplitaden selbst keine 
geometnothe Reibe aehr bilden, senden: 

i 

* - ' (70") 
ein coastantes Verh^ltaiss giebl 
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Stellt man zn den letzten Formeln die für die folgende {h + l)te 
einftche Schwingung geltende, so hat man: 

ond eihtit daram: 
und: 

-20,+ Oi,^, - {K, - /C,^,)(l -e— ''j, (71) 

Sind die Widerstandskräfte so gering, djiss man sowohl rn/p 
nehpn Eins, als — neben '/>^ als kh-ine Grössen erster 

Ordnung ansehen kann, so nach den letzten i' urmeln 

'Vi - 2 + 

klein Ton der zweiten Ordnung neben und man hat hei Be- 
schränkung auf Olieder erster Ordnung zu ecbreiben: 

2 + = " oder «i»^, + = 2 (71) 

Hieraus lässt sich eine Hegel ableiten, um für Körper, die 
onter Widerstandskräften schwingen, die Ruhelage zu bestimmen, 
welche sie ohne diese Widerstände einnehmen würden, und die 
diiect nur sehr mühsam zu beobachten sein würde. 

Mdii beobachte auf einer Scala mit beliebij^em Null- 
punkt drei auf einander folgende l in kehrpunkte des 
scliwiiigt. nden Körpers, die auf die Zahlen *f,, ^h + i 

fallen mögen; dann ist 

der der gesuchten Kuhelage entsprechende Punkt der Scala. 

In der That: s^_^ — s^, .<?„ — s^^^ — sind proportional mit 
den drei auf einander folgenden Amplituden ^,1; führt 

man dies aber ein, so yerwandelt sich die letzte Gleichung in: 

Diese GAUSS'scbe Eegel kommt u. a. bei der Benutzung der 
Waagen in Anwendung, um aus deren Schwingungen schnell und 
sicher die Ruhelage zu bestimmen. 
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§ 22. Theorie der Anwendung des Pendelt nr Beitiiiimiuig der 
BeaohlenBlgimg äunk die 8ehw«rknlt 

Fflr die Daner T der eiubefaen Sehwingung 
Ma^enpunktes auf einer Tertical stehenden Kreisbahn Tom Radina I 
oder eines sogenannten ein&chen Pendds Ton der L&nge V hatten 
irir schon im ersten Theil, § 9, das Gesetz gefonden 



welches fi\r unendlich kleine Aniplituilen izilt. Dasselbe zeigt, wie 
durch eine Beobachtung ?on T und l die Beschleunigung y durch 
die Schwere sich einfachst hegtimmeu la*?sen würde. Indessen ist 
die bei der vorstehenden Formel vorausgesetzte Anordnung bei dem 
Experiment nach vielen Seiten hin nur angenähert zu erreichen, 
und wir wollen dalier jetzt die 9t<">reud<-n L'mstände erörtern, welche 
bei der Bestimmung der überaus wichtigen Grösse g in Betracht 
kommen, und die Methoden beseiireiben . die man anwendet, um 
ihren Kiutiuss auf die Beobachtung theoretisch zu erkennen und 

praktisch zu eliminiren. Kaum eine andere phjsi- 
k:ilische Beobachtung gestattet eine ahnliche 
Schärfe, wie die Bestimmung von g mittelst des 
Pendels : denigemäs^ bietet die Theorie dieser 
Beoinichtung^methodeu das cla>si<che Beispiel fftr 
die sachgemasse Behaudlung sogenannter „Fehier- 
(^ueib n*". 

Die Pendel, welche zur Bestimmung von 7 
wirkliob. angew;r.idt werden und die man im Uegen- 
;jat2 m deu obtu crwälinten idealm oder ..einfachen" 
Wold „msammenge^-rtzt'^'" nennt, sind schwerer starre 
Korj^er, die um eiue horizontale Axe A dn-hbnr 
sind. Ihre Mi»>>e sei mit il. ihr Trägheitsmoment um die Axe .1 
mit M bezeichnet. Die drehend wirkende Kraft i>t die Schwere, 
dertni Resultante M j im Schwerpunkt .S des Körpers angreift. Das 
Pendel ist in stabilem Gleichgewicht, wenn sich der Schwerpunkt -S 
normal unter A b»^tindet: eine Ableukou^ am den Winkel y giebt 
eiu luruckdreheude^s Moment: 

!al)» • den Abstand des Schwexpnnktes von der Axe beidchnet 
Wir erhalten dem^p^nilss nach (53' ) die Bewegvngsgleiebnng 




M 



4f 



(72) 
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welche nach Mnltiplicatioa mit d(fjdt und einmaliger Integration 

Ist für < = 0 das Pendel in seiner grössten Elongation (p nach 
der positiven Seite und also (d<pldi)t^o s= 0^ so wird: 

M 2J#^«(co8y ^ ooe 0), (TS*) 

1,-/:^ r .^j^ ^ . (72") 

r ifjr« J )/2(cO0 9 - cos <P) 

WO das negative Zeichen für die Dauer der ersten einfachen 
Schwingung gilt Seist man hierin 

sin'-j^^ B sin*^ 0 sin' tdso 

* iiin ^ 0 cos tffdy> 

yi - »ia*ytf> »ia* y ' 

t - 1/— r 

die Ablenkung des Pendels zn beliebiger Zeit wird also durch ein 
eUiptisches Integral erster Art gegeben. Fllr die Praxis ist es be- 
quem, da die AmpUtade 0 immer nur wenige Qrade beträgt, den 
Nenner zn entwickeln und zu schreiben: 

t c= ^ ^ J d\p 4- y sin'i a*sin* v+ j-^sin*^ 0sin*t// + ...j. 

Die Dauer einer einfachen Schwingang erhalten wir hieraus, 
wenn wir die untere Grenze ^ ^ — ^n w&hlen, denn dies entspricht 
der Zeit, die verfliesst, bis die Amplitude zum ersten Mal den 
Werth — 0 erreicht Demgemftss findet sich unter Rücksicht auf 
die Beziehung 



80 erhalt man: 



r . „ . 1.8.5...(2n - 1) 
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daa Resultat: 

Bezeichnen wir die einer unendlicli kleinen Amplitude ent- 
sprechende Schwiiiiiungsfhiupr durch den Klammerausdruck m(73) 
durch 1 + wobei c7 > 0 ist» so erhält man 



Lassen vir den Körper so einem einzigen schweren Ponkt M 
im Abstand l yon der Aze verden, so ist für diesen M =« MF und 
« = /; es vird also der Factor M/lf« zn l, während allee Uebrige 
bestehen bleibt Wir erhalten daher den Satz: 

Ein zusammengesetztes Pendel besitzt dieselbe Schwin- 
guDgsdauer wie ein einfaches ton der L&nge /, wenn die 
Beziehung besteht: 

Drückt man gemikss (39') daa TrSgheitsmoment M dnieh den 
TrSgheitsradius x um eine zur gegebenen parallele Aze dnrch den 
Schwerpunkt und durch dessen Abstand « aus, so eihilt man anch: 

Die Betrachtang des in der Klammer Ton (73) stehenden Werthes 
zeigt femer: 

Die Schwingungsdaner eines Pendels w&ehst mit «einer 
Schwingungsweite. 

Dieses Wachsthum ist nur gering und betrigt bei einer Zahl 
Ton n Graden, die so klein ist dass das dritte Glied des Klammer- 
:iui»tlruck«s ignorirt wenlen kann, den 0.00001 8.ii*tea Theil des Ganzen. 

K;ioh jr aufgelost liefert die zveite Gleichung (73^ den Werth: 

9^ jJi ( r t'*"> 

Für iiie iV<^timmunir ron p durch die Beobachtong sind also die 
GrT^'Q M, M. > und T ^1 + <r} za beetimmen. 

Aul die Messnnff von M brauchen wir» nachdem die Theorie 
der W.-)c)^e in ^ 20 aii>f.;hrlich entwickelt ist, nicht einzugehen; 
:i!M>r d:e Methoden zur Ro^^timmang der übrigen der genannten 
lirT--. n hitften TieUachos Interesse. 

^chwiu^ung^^d.ikiiern von Ungsamer Zu- oder Abnahme 
wffden. «ie constant«, dadocvh bestimmt, dass man die Zeit r 
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miHt, welche eine bekannte Zahl n ^on Schwingungen erfordert 
Bei hinreichend kleinem — das in nnflerem Fall Äusserst lang- 
samer Veränderlichkeit Übrigens sehr beträchtlich sein darf, — ist 
dann r gleich dem «fachen der in der Mitte des Interralles t 
stattfindenden Schwingnngsdaner. In unserem Falle gilt somit 
r » » T{1 +jt), wobei ä mit der in der Mitte Ton r beobachteten 
Ämpütude 0 oder aber mit dem Mittel der Anfangs- und der End- 
amplituden 0^ und zu berechnen ist 

Ffir die Beobachtung von r hat man zwei Methoden, welche beide 
eine unge&bre Eenntnisa des Werthes von T, die man durch directe 
Z&hlung einer Anzahl Yon Schwingungen und der ihnen entsprechenden 
Anzahl von Secunden leicht erhalten kann, voraossetsen. 

Bei der ersten ^gewöhnlichen'' Metbode beobachtet man mit 
einem auf die Ruhelage des Pendels eingestellten Fernrohre die Zeit- 
punkte i„ beliebiger Durchgänge des Pendels durch die 
Ruhelage, sowie die ihnen direct Torhergehenden oder folgenden 
Elongationen <P,, . . bestimmt dann mit Hülfe des vor- 
läufigen Werthes von T die Anzahl n,, . . * der zwischen je zwei 
sich folgenden Ablesungen liegenden Schwingungsdauem und erh&lt 
dadurch folgende Gleichungen zur Bestimmung von T, d. h. der einer 
nnendlich kleinen Amplitude entsprechenden Schwingungsdauer: 

t — a 

= a + r(w. + n. fT,) 

= a + T{n, + n. + ». ^7. + n.rr.) (75) 

= a + r(n, + «>• + »• + n,<F, + «,<y, + n,a^) 



Die sehr kleinen in a multiplicirten Glieder kann man bierin 
unter Benntsung eines angenäherten Wertlies für T passend als 
CorrectiMuen an den direct beobachteten Zeitpunkten ij^ auf die linken 
Seiten der Formeln bringen. 

Für ein System lineärer Gleichungen, welches, wie dieses, mehr 
Gleichunfren als Unbekannte (a und 7^ enthält, ergiebt die Wahr- 
^^cheiulicbkeitsrechnung die folgende Regel zur Bestimmung der Un- 
bekannten: Man nmltiplicirt jede Gleichung mit dem in ihr auf- 
tretenden Praetor der ersten Unbekannten und addirt alle so erhal- 
tenen, verfährt ebenso mit dem Factor der zweiten, dritten . * . «ten 
Uni »('kannten und gewinnt auf diese Weise a Gleichungen, deren 
Auflösung die wahrscli« inlichsten Werthe der « Unbekannten liefert 
(Methode der kleinsten Fehlerqnadrate.) 

Die andere Beobachtungsmethode, auch „Methode der Coin- 
eidenzen^ genannt und von Maibak erfunden, Ton Bobda tot- 
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voUkommne^ setzt Torftas» daas die Sehwingungsdauer des Pendelt 
sehr nahesQ in einem dnrcli Ideine gnnse Zahlen gegebenem Ye^ 
hfiltniss sn der Schwingangsdaner T eines (controlirten) Uhrpendds 
steht» — die wir der Kürze halber als Secnnde bezeichnen und 
bestimmt die Zeitpunkte der gleichzeitigen gleichsinnigen Dorch^uige 
beider Pendel durch ihre Bnhelage, der sogenannten Coincidenzen 
Fänden p Schwingungen des Experimentiipendels in gen an der- 
selben Zeit statt, wie des ührpendels» d. L wire pT^'^^T, §o 
miksste, wenn beide zur Zeit f » 0 eine Coincidens besitzen, nach je 
ft Secnnden abermals eine solche eintreten; ist dies Vwh&ltniss aber 
nicht genau erftUt, sondern gilt 

(r T^")r^ = /*r, 

wo <V neben ft sehr klein und mit po<itiTem oder nepativem Zeichen 
zu nehmen ist, je nachdem das Uiir- oder das Experimentirj)eii(]tl 
voreilt, so werden zunächst die nach je fi Secunden zu erv^ artenden 
Coincidenzeii immer unvoUkommner werden, bis nach hn Secunden 
eninial ein luilvvn frleichzeitig'cr Durcbganir beider Pendel in ent- 
gegengesetzter Kichtong stattlindet, d. h. kÖ nahe » 1, also 

(*r^i)r^(-)*/»r 

ist, wobei das Zeichen (=) die Gleichheit inneihalb der Grenze der 
Beobachtungsfi^iler andentoi mag. 

Weiter werden die beiden Pendel beim Durchgang nach je 
H Secnnden sich einander mehr und mehr nihm, und nach 2kft Se- 
cunden wird ein nahe gleichzeitiger Durchgang in gleicher Bichtung 
wieder stattfinden. Dann ist: 

die Dauer einer i oincidens» eine wohl messbam Grtae. 

Die Coincidenzen in der Buhelage sind niemals absolut genau, 
und darum findet man, wenn man ans der Messung der Dauer einer 
grösseren Zahl Ton Interrallen 0# das A berechnet, ftr dasselbe im 
Allgemeinen keine ganze Zahl Bei Zulassung nicht ganzzahliger 
Werthe k wird dann die Gleichung 

stxvug richtig; man k«nn ai$o die J^iiehong 



in dor |n. r be^^bachtbar sind, benutzen, um die ScbwingODgs» 
dau^r :\p vl<!« Experinientiryend^k dwKh diejenige T des Uhrpendels 
aasiudrückeii.. 
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Sind die Amplituden des enteren nicht hinreichend klein , so 
lisst sich wfihxend der Beobachtung andi nicht ab constant 
betrachten; es muss dann eine Reduction auf unendlich kleine 
Amplituden yorgenommen werden. 

Die Sc'hwmgLiuf^sdaucT T ))ci unendlich kleiner AmplUdde steht 
fliit der bei eudlicher nach dem Obigen m dem Zusammeuhaug: 

worin ct, eine Function der Grösse der Amplitude, in der Regel so 
klein ist, dass man ihr Quadrat neben Eins vernachlässigen kann. 

Bei unendlich kleiner Amplitude würden die Coincidenzen in 
Zeitin tervallen: 

2{h'v^ i)r= 2/t>r = 0 (7ü) 

stattfinden. Vergleicht man dies mit der Formel (76) 

80 erhSlt man nach einfachen Reductionen die noch strenge Beziehung 

A = A«(1^ (76") 

wo im zweiten kleinen Glied aut der rechten Seite h beliebig mit 
k" za vertauschen ist. 

Setzt man diesen Werth in den Ausdruck für 0^ ein, so erhält 

man, indem man sich auf die linearen Glieder in Bezug auf a 
beschränkt: 

oder abgekOrzt (76"') 

Beobachtet man nun Coincidenzen su den Zeiten U, 
und Hegen zwischen denselben resp. k„ Ac,, . . . Intervalle 9, so gelten 
folgende Gleichungen: 

i. = b 

<,«* + ö(*. + AiH-*»<-*- k^G,-) (77) 
f, « 6 + e(*. + + + K<r: + *.<r.' + 4.0 



Hierin sind die <r mit den mittleren Amplituden in dem be* 
treffenden rntenrall zu berechnen und die in sie multiplicirten Glieder 
unter Benutzung eines Torl&ufigen angenäherten Werthes von T Tor- 
theUhait auf die linke Seite zu bringen. 
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Die Berochnang von 0 geschieht dann nach der oben bdsprochenen 
Methode; ans seinem Werth ündet sich nadi (76') 

und dftrans T geniftSB derselben Gleichung: 




wobei neben dem eben berechneten B auch Tf fi und p als bekannt 
zu betrachten sind. 

Am häufigsten wird die Methode der Coincidenzen auf Pendel 
angewandt, welche mit dem Ohrpendel nahe Ubereinstimmende 

Schwingungsdaoer haben, ftlr welche also = v ist — 

Die Hauptschwierigkeit in der Anweudun^f der Formel (74' ) zur 
Bestimmung von g liegt in den Grössen M und ^\ die im All^eüieinen 
aus den Dimensionen des Pendelb zu berechnen sind. Dabei biin^t 
einmal die stets vorhandene und nicht streng zu berücksichtigende 
Inhomogenität des ^fateriales, aus welchem das Pendel gefertigt 
ist, d.mii auch die nie vollkommen dem Ideal entsj»reclH'nde un- 
regelmässige Gestalt desselljen bedeutende Fehler mit sich. \\ ir 
wollen zwei verschiedene Anordnungen des Experimentes, welche 
bestimmt sind, diese Uebelstäude unschädlich zu machen, ausluhrlich 
besprechen. 

L FadenpendeL 

Die Biinrichtung der Fadenpendel bezweckt^ die Wirkung der 
genannten Fehlerquellen dadurch zu yerringem, daas man die ganze 
Masse auf möglichst kleinen Baum in grossem Abstand tod der 
Drehungsaze concentrirt Dazu hängt man an einem möglichst leichten 
Faden eine Engel auf, von möglichst grosser Dichtigkeit und emem 
Radius R, der klein ist gegen die Länge des Fadens L. Nennt man 
die Masse der Kugel m, die des Fadens m', so erh&lt man unter 
Voraussetzung homogener Substanz und regelmässiger Form jeder 
der beiden Theile nach (39), (41'")» (42) für das Verhältniss tA/M*^ 
welches die Länge / des mit dem gegebenen gleichschwingenden ein* 
fachen Pendels darstellt, den Werth: 
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Hierin wird m und m' durch Wägung, L-k- R durch Heesung 
dar PendeUftage im Allgemeisieii direct bestimmt werden. R wird 
entweder durch das Mittel einer grOaseren Zahl von Meaaungen ver- 
idiiedener Dnrchmesaer gegeben, oder aus dem nach Bieter zn be- 
iprechenden Methoden beobachteten Volumen ala mittlerer Werth 
berechnet werden. 

Tat m 80 klein gegen m, daaa man sowohl (m'/my ala auch 
m'RjmL neben Eins Temachlftasigen kann, so erhüt man: 

+ (780 

Mm b L + B bm ^ ' 

Wäre die ganze Masse im Eugelcentrum vereinigt, so würde 
am L R sein; die beiden letzten Glieder der Formel sind also die 
von der Grösse der Kugel und der Masse des B^adens herrührenden 
Oonrectionen; da sie entgegengesetzte Vorzeichen haben, so kann 
man dorch geeignete Wahl erreichen, dasa sie sich gegenseitig zer- 
itören. Dazu musa: 

6 L(L + jB) ™ m 

sein; ist Faden und Kugel aus der gleichen Subatanz und q der 
Querschnitt des Fadens, so folgt für diesen: 

18 n 

diesgiebtz.6., fiOlsA-l cm, Ii ^ 1 nif für q den Werth 0,001 mm*. 

Um sich Yon der Voraussetzung der Homogenität der Substanz 
dar Kugel — dar Faden kommt hierbei seiner geringen Masse wegen 
nicht in Betracht — zu befreien, kann man nach dem Vorgang von 
lUnAn, dem die spftteren Beobachter mit Fadenpendeln gefolgt 
•ind, zwei Beobachtungsreihen combiniren, zwiachen denen die Kugel 
oaifBkehrt, unten und oben Tcrtauscht worden ist 

Bezeichnet man nSmlich das TrftgheitBmomeot und den Schwer- 
punktsabstand ftr den Fall homogener MassesTertheilung mit M, 
ond 8,f den Abstand des Kugelcentmms von der Aze mit a, und 
bezeichnet man ferner die positire oder negatife Dichtigkeit, die in 
dem Raumelement dk an der Stelle (a + y) mehr Torhanden ist, 
als bei homogener HassenTertheilung stattfinden wOide^ mit so 
wird sich, wenn man / als sehr klein neben (o + x)" TernacUässigt» 
ichrsiben: 
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woraus unter Rflcksicht auf ft^dk^O nnd die gleicbe GtOeseii' 
Ordnung von x und tf folgt: 



man bemerkt, dass bei der vorauscresetzten Drehung der Peüdelkugel 
das /weit«' Glied sein Vorzeichen umkehrt Beobaclitet man daher T, 
womit auch weiterliin sogleicli die auf unendlich kleine Am])li- 
tude redncirte Schwingung-^da uer bezeichnet werden mag, in 
diesen beiden Anordnungen und bezeichnet die sich entsprecheudeu 
Werthe mit t, T und (\ T\ so wird wegen l^g{Tjay 



man kann alao, wenn man nur mit dem Mittelwerth der Quadrate 
der bei versebiedener Lage der Engel erhaltenen Schwingongsdanero 
rechnet^ g ebenso berechnen als wftre die Pendelkngel homogen. 

Da die ünregelmftssigkeiten der Gestalt anch Einflnss auf die di- 
lect gemessene LSnge X'+21? des Pendels haben, so fallen sie bei dieser 
Combination Ton Beobachtongen im Allgemeinen nicht heraus; dies 
würde nnr in dem speciellen Falle geschehen, dass der verticaleDnrch- 
messer der fehlerhaften Kogel genau gleich dem durch Wftgang ge- 
fundenen mittleren ist Man kann diese Fehlerquelle einzig dadurch 
weniger wirksam machen, daas man hei derselben Engel verschiedene 
Dordimesser nach einander Tertical stellt; indessen ist sie weniger 
bedenklich als die Torigey da die Fehler der Qestalt durch directe 
Messung von Durchmessern oonstatirt werden kOnnen, die der Homo- 
genittt nicht — 

Bine eigenthttmliche Schwierigkeit entstsht ftr die Beobachtung 
dadurch, dass die Drehungsaze eines Fadenpendels nicht unmittelbar 
durch das obere Ende des Pendelfadens gegeben ist, sondern von 
demselben abweicht Ist der PendelÜBiden iwischen Backen eingo- 
klemmti so bewirkt seine Steifi^eit, dass er in seinem obersten 
Theil Tertical bleibt und die Drehung um einen tieferen Punkt statt- 
findet» dessen Entfernung von dem oberen Ende Ton der Dicke nnd 
Substanx des Pendelfadens, vielleicht auch von der Schwingungsweite 
des Pendels abh&ngt Diese That&achen hatBonDA festgestellt und 
demgemäss bei seinen Pendelbeobachtnngen die Bewegung um eine 
Schneide, die auf horizontalen Lagern auflag, stattfinden lassen. Um 
sicher zu sein, dass das sonach ans Schneide, Faden und Kugel be- 
stehende Pendel wie ein starrer Körj^er schwang, gab er der Schneide 
^e solche Einrichtung, d.ass sie fta sich allein ein Pendelchen nahe 
mit derselben Periode^ wie das ganse Pendel» darstellte. Dies ist 




i 



(f + n _ «»■ M. . 
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nach (74) bei beliebig kleinem Trägheitomoment durch Wahl des 
Schwerpmiktsabstaiides jederaeit zu erreicheiL Eine gleiche Ein- 
richtung ist auch Ton sp&teren Beobachtern benutzt worden. 

indessen bietet gleichfalls sie eine Unsicherheit dar» denn^ wie La- 
PLiCB zuerst herrorgehoben hat» liegt, faUs die Schneide keine absolut 
scharfe ist» die Drehungsaxe nicht in der Ebene des Lagers, sondern 
etwas darunter. 

Thomas Yoümg hat darauf hingewiesen, dass, falls das Pendel 
lieh um einen feinen Kreiscylinder drehl^ der auf einer horizontalen 
Unterlage rollt, die Tom Schwerpunkt beschriebene Trochoide in 
dessen tiefster Lage einen Erümmungsmittelpunkt besitzt, der um 
die Lftnge des Qylinderradius unterhalb des Lagers liegt Hieraus 
folgt ftlr ein nahexn einfaches ebenso au%eh&ngtes Pendel, dass die 
wahre PendeUänge um den gleichen Betrag kttrzer ist» als der Ab- 
stand des schweren Punktes von 
dem Lager. 

Indesa wollen wir uns mit 
diesem spedellen Resultat nicht 
begangen, sondern einer spft- 
teren Anwendung wegen die 
Schwingnngsdauer eines su- 
sammengesetzten Pendels be- 
stimmen^ das mit einer cylindri- 
sehen Axe auf einer ebenen 
Unterlage rollt« ohne zu Reiten. 

Es sei gemftss Fig. 37 g der 
Sadins des Ereiscylinders; das 
Loth ^ Ton dem Schwerpunkt « 
des Pendels auf seine Axe 
scUiesse mit der nach unten ng. 27. 

positiTen F-Axe den Winkel <p 

ein, der Badiusreotor r von einem beliebigen anderen Punkte p des 
Pendels den Winkel 9p'; 9^' — 9 s^i 

Wir wenden nun die Gleichung (104") für die lebendige Kraft W, 
da die Aenderung des inneren Potentiales wegen der Starrheit des 
KOcpen Tetschwindet, in der Form an 

fiierin bezeichnet d^l die Arbeit der Schwerkraft) und wir haben 
demgemäss auf die Zeiteinheit bezogen: 

W7(/T'"»)=i'/?f«"» = ^--,(>H- (^«5 
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Nun haben die Coordiiiaten x, tj des Punktes p nach der Figur, 
falls den Werth von x für 9)' = 0 bezeichnet, folgende Werthe: 

£ SS 07« + r sin ~ ^ ^'1 y — ^ cos — ^, 

also 

dx t t V da' dy . , da 



Hierin ist 9»' » 9) + V'* wo 1^ sich mit der Zeit nicht ändert; 
r sin 1^ » s'y r cos 1/' s y' sind die gleichfalls constimten Coordinaten 
▼on p in Bezog auf das in der Figur eingetragene im Körper feste 
System X' T. Daher giebt die Gleichung (79): 

^t [(^t)'/'^ "*^^' + ' ■ - 2 (»(y- cos 9) - X siuy);] 

d r , . P^O 

= C08 (p " x' sin 9) — ()). 

Nun ist aber: 

J ydm = Mf}, Jx'dm = 0, Jr'rfm = itf(x' + n"), 

falls ^ die Schwerpunktscoordinate« » den Trft^eitsradios des Pendels 
in Bezug auf die zur Crylinderaze parallele Axe durch den Schwer^ 
punkt bezeichnet; daher erhalten wir nach ausgefohrter Integration: 

M{9C + n* + - 2p V cos y) (^) - C + 2M9 n cos 9> 
oder, falls f ür 9 0 die Gefell windigkeit <i^/(i< verschwindety auch 

if (x' + j?'* + (/ — 2 o cos 9^^) j = 2 i/^ 1/ (cos (f — cos 0). 

Fiiliren wir hierin den Abstand s des Scliwerpunktes von der 
Linie des Cvlinders ein. die im Zustand des (Gleichgewichtes die 
tiefste ist, indem wir setzen 

80 lautet diese Gleichung 

Jf(«« + Ä«+ 2(>(»+ rt(l-C089))(^|y =-2 Jfy(«+ p)(C0B9 --0080) (80) 

Diese Formel ist noch ganz streng. In dem uns vorliegenden 
Falle ist q neben x und s ausserordentlich klein und wir kdnnen 
bei massigen Amplituden s [\ — co% tj) — \ s (p* als von derselben 
Grössenordnung betrachten. Das letzte Glied in der Klammer links 
ist dann mit den beiden ersten Terglichen Ton zweiter Ordnung und 
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die Formel nimmt bei Beechr&nkting auf die OHeder enter Ord- 
nuig die Gestalt an 



m der M das TrägLeitsmoment des Pendels um die Gerade be- 
zeichnet, in welcher der Cjlinder beim Uieichgewicht auf der Uuter> 
läge aufliegt 

Diese Gleicliiing stimmt der Form nach mit (72') ttberein, din 
für ein um eine Linie drehbares Pendel gilt; nur steht hier rechts 
+ an Stelle von dort. Ks ergieht sich daher der Satz: 

Ein zusammeugesetztes Pendel, welches mit einem 
Kreiscylinder vom Radius (> als Axe auf einer horizon- 
talea, ebenen Unterlage rollt, besitzt bei Schwiugungs- 
amplitnden welche so klein sind, dass o <P' neben / ver- 
cachlässigt werden kann, dieselbe Schwingungsdaueri wie 
ein einfaches Pendel von der Länge 

(80") 

hierin ist « der Abstand des Schwerpunktes des Pendels 
▼on der ebenen Unterlage für den Fall der Ruhe. 

Ist Q neben $ sehr klein, wie dies bei den Anwendungen stets 
stattfindet, so ergiebt sich bei Beschrilnkang anf Glieder erster 
Ordnung: 



worin 4 der itlr p » 0 stattfindende Werth TOn l ist 

Fflr ein einfaches Pendel ist « » J!,, also / = 4 — p; es be- 
stfttigt sich damit das von Th. Youno angegebene Resultat 

Da die Schwingungsweite als sehr klein vorausgesetzt ist, so 
behält das abgeleitete Resultat seine Gültigkeit auch fUr den Palli 
dass der Querschnitt des Cylinders andere als kreisförmige Form 
besitzt; o bedeutet dann den Krümmungsradius an der Stelle, welche 
beim Ruhezustand auf der Unterlage aufliegt Eine allgemeine 
Untersuchung dieses Einflusses auch fQr grössere Amplituden ist 
Ton Bessel angestellt worden. — 

Die Einflüsse der Aufhängungsart auf die Pendelschwingungen 
lassen sich aber nicht mit ISicherheit durch blosse theoretische Be- 
trachtungen bestimmen — /) ist z. B. nicht messbar — deshalb hat 
Bkssel eine Anordnung des Experimentes erfunden, welche die 
Elimination derselben durch die Combination verschiedener Be- 
obachtungen gestattet und zugleich neben anderen den Vortheil 

W.VOM«, MMtaalk. Zw^JM, 18 



Jf (Jf* + O (^)^ M (^j)' - 2 if^ (« + (•) (OOS y - cos a>), (80') 
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bietet» die an «ich schwierige Bestimmong der iJ^endellftoge** (für das 
Fadenpendel der Gritese Ii + L) bis 2U einem gewiesen Grade zu 
umgehen. 

Er operirte mit zwei Fadonpendeln, welche dieselben An^ 
hängnngen und Kngeln benutzten, aber gesammte L&ngen besasBeD, 
welche sich um einen nur sehr wenig Ton einer Toise abweichenden 
und daher sehr genau messbaren Betrag unterschieden. Es galt fOt 
die Länge / des mit einem gegebenen Fadenpendel gleich schwingen- 
den einfachen Pendels die Formel (78'), die bei Einführung der 
auf unendlich kleine Amplituden reducirten Schwingungsdauer T 
sich .schreibt: 

hierin folgen einander die Glieder rcclits nach ihrer Grossenordnnng. 
Auf zwei Beobachtungen mit yerschiedenen Längen angewandt er- 
giebt sie: 

9 = - ^0 + 5 [i^ -+ ^ - 4 + ^ ] ^ 

Aus dem hdchsten Gliede ist der Einfluss der Aufhängung 
der z. B. für den Fall der Benutzung einer Schneide nach dem 
oben Gezeigten darin besteht, dass die in Beehnung zu stehenden 
L, und Lt um den Krümmungsradius der Abstumpfung von den ge- 
messenen Terschieden sind, ToUständig beseitigt Ir, — L, ist dabei 
die gesammte gemessene Lftngendifferenz der beiden Pendel, wenn 
die Kugel bei beiden Beobachtungen die gleiche Lage behalten hat, 
also nicht gedreht ist. 

Das zweite GUed mit H ist völlig Teischwunden, der Kugelradius 
tritt daher erst im dritten und demgemäss mit geringerem Einfiuss 
auf, in ebendemselben auch die absoluten Längen Jm, und 1%, die 
daher mit geringerer Sicherheit bekannt zu sein brauchen. 

Da die Aufhängung durch Einklemmung des Pendelfadens oder 
durch Befestigung an einer Schneide nicht die Garantie vollkom- 
mener Unveränderlichkeit bietet, insofern die Einklemmung bei dem 
langen und dem kurzen Pendel in verschiedener Weise, z. B. mit 
verschiedener Kraft, geschehen kann, und die Schneide der Ab- 
nutzung ausgesetzt isi^ liess Bessel den Pendelfaden sich von einem 
Krei»cylinder 70n geringem Radius abwickeln. 

Ueber die gesammte Anordnung des Apparates sei nur Folgen* 
des gesagt Auf einer verticalen eisernen Schiene AB (Fig. 28) be- 
fand sich, etwa um ein Drittel der ganzen Länfi^e vom unteren 
Ende entfernt, ein fester Ansatz t mit horizontaler oberer Fläche, 
auf welche der Maasstab kk von der Länge einer Toise gestellt 
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werden konnte; dar Drack aaf t und zugleich die Läugenänderung, 
welcbe die Toiae in Folge der Schwere erleiden würde, war dadurch 
aofgeboben, dass letztere in ihrer Mitte bei n dnmk eine ihrem Oe» 
wicht nahe gleiche Kraft nach oben gezogen wurde. 




Zwei (Nabeln qq, die ebenfalls auf der 
eiBemen Schiene AB befestigt waren, nahmen 
die AnfhängeTorrichtungen der Pendel auf, die 
mit einem Ansatz das eine Mal auf der oberen 
Fläche von t, das andere Mal auf dem oberen 
Qoerachnitt der Toise ruhten. Dadurch war 
erreicht, dass die oberen Enden der Pendel 
genau um die lAnge der Toise Ton einander 
entfernt angebracht waren. Die Lage des 
tieftten Punktes der Pendelkugel wurde mit 
der am unteren Ende der Schiene ange- 
brachten Mikrometerschraube r nebst Fühl- 
hebelvonichtung bestimmt, und dadurch zu- 
gleich gefitnden, um wieviel die L&ngendifferenz 
des kurzen und des langen Pendels Ton einer 
Toise abweicht Die Wirkung des Druckes 
des Fnhlliebels auf die Lftngenmessung wurde 
in Rechnung gezogen, ebmso die Temperatur 
der einzehien Theile. 

Um alles zu dem hier besprochenen Pro- 
blem Gehörige zu erledigen, wollen wir noch 
erörtern, in welcher Weise die Luft, inner- 
halb deren die Bewegung des beobachteten 
Pendels der Begel nach stattfindet, auf die 
Beobachtungen Einflnss hat Ihre Wirkung 
ist eine dreifache. 

Erstens ttbt, wie wir im n&chsten Theile 
ableiten werden, eine jede ruhende schwere 
FlOssii^eit auf einen in ihr befindlichen 
Kitrper einen Auftrieb aus, d. h. eine vertical 
nach oben gerichtete Kraft, welche gleich ist 
dem Gewicht der Ton jenem Terdrfingten 
Flüssigkeitsmasse und in deren Schwerpunkt, 
im Falle einer homogenen Flüssigkeit also im Schweipunkt des 
Kteperrolumeiis, angreift. 

In Folge dieses Auftriebes wird in unserer Ausgangsgleichung (72) 
der Werth des ausgeUbten Drehungsmomentes geändert Ist das 
Pendel so weit qrmmetrisch, dass der Schweipunkt seines Volumens 

18* 



i 



I 



Fig. tS. 
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in dieselbe Ebene flÜlt, welche seine Drehnngsaze nnd den Schwer- 
punkt seiner Masse entbfilt, nnd ist li sein Abstand Ton der Aze^ 
JT die Tierdzftngte Flttssigkeits- also Lfoftmasse^ so wird: 

iY=-(ifÄ--i£ s')^siny. (81) 

Hierans folgt die Lftnge des gleichschwingenden einüfecben Pen* 
dels nunmehr: 

I «' + 

Darf das Pendel als homogen angesehen werden, wie dies bei 
Fadenpendeln immer stattfindet^ so ist. tf, und Mjlt gleich dem 
YerhSltoiss der Dichtigkeiten t/e'; daraus folgt: 

In diesem ¥r\\q. tritt also in Formel (72) einfach ^(l — «' 'c) an 
die Stelle toq ^, und es wird daher auch die corhgirte Öchwiuguogs- 
dauer zu: 




der hydrostatische Einfluss der umgebenden Luft ist also leicht in 
Bechnung su ziehen. 

Zweitens setzt die Luft dem bewegten Pendel einen Widerstand 
entgegen, den man bei kleinen Amplituden der Qetichwindigkeit pro- 
portional setzen kann, und der also zu dem Moment N ein Glied 
von der Form — Qdipjdt hiuzugiebt Wir haben den directen 
Einfluss eines solchen auf die Schwingungsdauer im ▼origen Ab- 
schnitt untersucht und gefunden, dass er zweiter Ordnung und daher 
zumeist zu Temachlässigen ist; der indirecte, durch Verkleinenmg 
der Amplituden yerniittelte £influs8| wird durch die Beobachtung 
der letzteren in der oben (S. 264) angegebenen Weise berficksichtigt 

Drittens bewirkt die vom Pendel in Bewegung gesetzte und 
mitgefuhrte Luft eine Vergrösserung des Trägheitsmomentes der be- 
wegten Masse. Eine strenge Theorie dieses Einflusses bietet» nament* 
licli für den praktiBcli wichtigen Fall eines ziemlich eng begrenzten 
LuftvolumenSy innerhalb dessen die Kugel oscillirt» grosse Schwierig» 
keit; fiEss^r , der ihn experimentell nachgewiesen hat, benutzte daher 
7.n einer Ikstimmung und Elimination das angenäherte Verfahren, 
dem Trägheitsmoment des Pendels ein Glied m«'* aIb Correction 
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nuufügen, welches von der Gestalt des Pendels und der Dichte des 
omgebeDden Mediums abhängen rnuss, und dasselbe durch Variatioii 
der Umstände der Beobachtungen zu bestimmen. 
Ans der sonach ron ihm aufgestellten Formel: 



folgt, dass das Glied mit sich ermitteln lässt, wenn man der 
Pendelkugel bei gleicher Grösse verschiedene Dichtigkeit und dem- 
gemäss verschiedene Masse M giebt. 

In der Tliat hat Bespel so durch Benutzung zweier Kugeln 
aas Messing und KItenbein dieseq dritten Eiinfiuss der Luft be- 
stimmt und eliminirL 



Die zweite Anordnung, die man getroffen bat, um die Scliwierig- 
keiten, welche die directe Bestimmung Yon TriLgbeitsmoment nnd 
Sehwerpnnktaabstand bringt, zu umgehen, basirt auf einem TOn 
HiTTOBBitB entdeckten Satz über die gegenseitige Lage solcher 
paralleler Drehungsaxen, um welche ein starrer Edrper unter 
Wirkung der Schwere gleiche Schwingnngsdaner besitzt 

Die Formel (74'): 



in welcher / die Länge des mit dem Körper gleichschwingeuden ein- 
fachen Pendels augiebt, zeigt zunächst, dass diese Länge und somit die 
Schwiiigun^'sdauer dieselbe ist für alle parallelen Axen, welche den 
gleichen Abstand s vom Schwerpunkt haben, welche also einen 
Kreiscylinder erfüllen, auf dessen Axe der Schwerpunkt liegt 

Ferner ergiebt sie aber auch, da sie in Bezu^' auf s quadratisch 
ist, dass zu jedem W'erthe / oder zu jeder ^efirbenen Scliwinj^'ungs- 
dauer T im Ail^'emeineii zwei Merthe von i», also auch zwei 
Systeme von Drehunf^saxen» die je einen Cylinder erfüllen, gehören; 
und zwar finden sich diese beiden VVerthe « gegeben durch: 



Heide stri i luernach reell und verschieilen nur dann, wenn / > 2x 
iat; die von einem Körper bei gegebener Axenrichtung geforderte 




(82) 



II. BoTersionspendeL 




(83) 
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eiD&ohe Pendellftnge darf daher die Grösse des doppelten Tiftglieit»- 
radins 2 x in Bezug aaf eine parallele Axe durch den Schwerpunkt, 
die geforderte Schwingongsdaner den Werth n}l2njg nicht onter- 
schreiten« wenn eine reelle Ldsung m5gtich sein eoll. 

Ist diese Bedingung aber erfällt, so ergeben sich sn jedem l swei 
Werthe von aber welche nach Formel (SS') der Satz gilt: 

Besitit ein Körper nm swei parallele Axen, welche ver- 
schieden weit TOD seinem Schwerpunkt abstehen, gleiche 
Schwingungsdauern, so ist die Summe ihrer Schwerpunkts- 
abst&nde gleich der L&nge des entsprechenden einfachen 
Pendels: 



Zugleich sieht man, dass die eine dieser beiden Axen immer 
innerhalb, die andere ausserhalb des Abstaudes « = x liegt. Unend- 



ni;t cU'ivhi'u Ordinaten ^ — ä : = % einen Abstand cb = l haben. 
vIass Rev'httvk =j ' • i ein V4^uAdnii sem mnssw Die Fitrtir 29 

j:;-v b* inc'evoh Auik'.aruri: üivr d:o Art» wie an vex^schiedenea Steiieo 
• mit t::uT A^nvi^niVi: von # Tanirt. 

IVr Tori:<htCv:o tr.:h:»l; vi:e Theorie Je;« diirch Bohkeh- 

FEikoKK UV..: 5j\»u r unAV : är.c^c v. d -V.ru d->irvh Kater eiiundenen 
K e T t- r 5 : 0 < v t c vi e s, P.**<^^' '^e :>t 1 1 1. u>jia:~e::ce??trte« Pendel, an 
«ilohiu; 5*c: Ktr.s"l;\e A\tr.> vierer. Ktvre m dem ivischen den 
AAea jT- i Ct ':vr;. . Sv. :.*: e:::h.-»l:. so angrebracht 

5»r .* "jt^x Fv- 1^. xir.: K-..:* - cci.b.tr P^ri ^i* schwingt. 

>Uv^ «k::^ jpciz.'ZAis.ezL Satf« ts« der Abssaaü beider Azen L 




t 



lieber Schwingungsdaiier 
entspricht s — 0 und 
» = er. (onstruirt man 
in einem ^'//-Coordinaten- 
gT^rtem die durch (83) ge- 
gebene Curvt', so erhält 
man eine Hyperbel, deren 
Centrum der Coordinaten- 
aufang und deren Asymp- 
toten die Gerade = / 
und die /.-Axe bildtu; 
ergänzt mau die Figur 
durch ihr Spiegelbild in 
Bezug Anf die 7.-Axr, go 
sagt der ?^atz aus, das? 
jedes Puakt(>aar b und e 



Digitized by Google 



§ SS. FeUerqaeUea am Reversiontpendel. 279 



unmittelbar gleich der Libige dee ^eichschwingenden einfachen 
Pendela, also: 

Die BeetimmuDg des Trägheitsmomentes und des Schwerpunkts- 
abstandes ist hier also vollständig Termiedeu. — 

Von Fehlerquellen ist zunächst die Abweichung der 
Axenrichtungen vom Parallelismus zu nennen, die man durch 
mit den Axenschneiden in Verbindung gebrachte Spiegelvorrichtungen 
mit grosser Genauigkeit prftfen und demgemäss berichtigen kann; 
femer die Abweichung des Schwerpunktes aus der Ebene der 
Schneiden, die man ebenfalls leicht experimentell constatiren und 
hinlänglich beseitigen kann, da sie nur angenähert Termieden zu 
sein biaucht Ist nämlich die Abweichung gleich A, so stellt 

L = 1/*.' - + K - A% 

den messbaren Abstand der Schneiden dar, während I = + die 
entsprechende einfache Pendellänge ist; es genügt also zur Ueber- 
einstimmung beider Grössen, dass A* neben St und «,* zu Temach- 
lässigen ist 

Wichtiger ist hier wieder die durch directe Beobachtung nicht 
meesbare Abstumpfung der Axenschneiden; ist dieselbe ihr 
die beiden Axen durch die resp. Krflmmungsradien und ge- 
geben, so ist flEbr beide die Länge des gleichschwingenden einfachen 
Pendels nach (80'") gegeben durch: 

^-(:>-)(»-^;)- '•=(:>^-)('-i7)- <«^) 

Da die Schwingungsdauern für beide Axen gleich sind, so ist 
/. = l, — /, also wenn man in den sehr kleinen mit eint*ni <> i)ropi>r- 
tionalen Gliedern (*' + O/»« («' + = L setzt, d. h. dort den 
Üanlioas der Krümmung ignorirt: 

l{9, — s,) = (*,• - *,') - X'te» - (»•)» 
daher, weil «, 4- die direct gemessene Länge L ist: 

/-L-^ _^^^ (P. -(».). (84') 

DicHP Formel zeigt, dass <ler Eintiuas der Krüniinunj; der 
Schneiden mif die Mossunir ven?rhwindet, wenn beide Schneiden 
gleich<' Krümmung besitzen, also n, ^ o, ist. Dies ist zwar von 
vornherein anzunehmen nicht erbuibt: man kann aber nach Bessel 
auch im allgemeineu i^'aüe sich von dem mit — proportionalen 
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Gliede befreien, wenn man die Schneiden vertauscht und das Pendel 
von Neuem so justirt, dass es um beide Schneiden gleiche Schwingnnga- 
daaer besitzt Dann ist nämlich 

l^L---^{ff.-e,); (84-) 

im iwdten, kleinen Gliede kann aber L* mit L Tertonscht werden, 
nnd es entsteht daher durch Addition der letzten beiden Fonneln 
die von den ^, freie Beziehung 

l + l'^L + L'^g (84") 

welche die Bestimmung tou g gestattet — 

Was das Jnstiren des Reversionspendels auf gleiche 
Sohwingungsdanem um beide Schneiden anbelangt, so ist dasselbe 
in ToUst&ndig genaner Weise sehr nmstftndUch und m&hsam. Man 

kann aber, wenn die Jusürung so weit ansgefilhrt ist» dass die 
beobachteten und auf unendlich kleine AmpUtoden reducirten 
8ch¥ringnngsdauem nur noch eine geringe Differenz T — T, > 0 
zeigen^ aus dieser Differenz selbst die Correction A berechnen, die 
man dem gemessenen Schneidenabstand L hinzuzufügen hat, um die 
Länge / zu erhalten, welche der aus T = j^{Tt + T,*) folgenden 
mittleren Schwingongsdauer T entspricht 

Seien t* «» + #,• , «■ + «,» /c-n 

die den beobachteten Zeiten T^, T, entsprechenden einfachen Pendel* 
Ungen. Wir denken nns dnrch Verschiebnng beider Schneiden 
am ^„ ^ nmd. denurüg Tergrtoert» dasshierdorch^ nm ~ ^,i^iun + S 
znnehmen, und i; — ^»4 + ^^ / wird. Wegen i« » «, + s^ und 
^»9,4-«, + ^, + ^ ist dann 4> offenbar die an L xn folgende 
Correction J: weiter ist 

-y - =- ^ ^ r.' - r,' (85 ) 

die Differeoi der beobachteten Schwingongsdanerquadrate and 

t =f--i,T— (8ö ) 
dio dor mittleren Ix Uwiuguüiii^^UutT ^atsj?rxviieiide eiiitache Fendel- 
Wir erh-ilu ii uuu aus ^^>v> be; Vt n.Ac: "..^icuni: ron gegen «j^*: 

*, -r *\ *t A 
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nnd bei Combinatioik mit (85) unter fernerer Vemachlftsngiuig der 
Glieder nreiter Ordnung in Bezug auf ^« und 3^: 

wobei r) aus (85') 7.n entnehmen ist 

In diesem Ausdruck kann man die angenäherte Relation 

benatzeut ^ seu eliminiren, und erhfilt» wenn man noch den 
Werth L ^ 9, 8^ und die Ann&herung 2Ln* ^ g (Tg* + 7.*) 
einfährt: 

hierdurch ist die an X anzubringende €k>rrection J in den direct 
gemessenen Grössen L, T„ T, und den am Pendel durch eine Httlft' 
beobachtnng leicht ein fftr allemal zu bestimmenden und ge* 
sehen. — 

Es erübrigt noch« von dem Kinfluss der Luft auf das Be- 
▼ersionspendel zu sprechen. 

Unter Bücksieht auf die hydrostatische Wirkung giebt die 
oben ganz allgemein gefundene Formel (81') als Bedingung gleicher 
Schwingungsdauer um beide Schneiden: 

'''' 

Oller 

^ ~ ••') " ** + ^ (*• ^ «•') = + ^®^') 

Man sieht sogleich, dass, wenn s,' = s,' ist, d. I». diT Schwer- 
jmukt ties Volumens in die Mitte zwischen beide 8clmeideu fallt» 
die Differenz beider Formeln ergiebt: 

es ist dann also in der Luft dieselbe Beziehung gültig, wie im 
leeren Baume, dass nämlidi der gemessene Abstand zwischen beiden 
Schneiden die der beobachteten Schwingnngsdauer entsprechende 
einfache PendeUftnge für das Vacuum ist Die Voraussetzung 
= a', lässt sich dadurch erreichen, dass man dem Pendel in Bezug 
Mrf beide Schneiden gleiche Gestalt — natOrlich bei ungleicher 
HsisenTertheilung — giebt 
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Der Luftwiderstand, d. h. die Eraft^ welche das Pendel in 
seiner Bewegung durch die Luft erleidet, ist auf die SchwiDguDgs- 
dauer direct Dur in einem Gliede zweiter Ordnung Ton Einflnss; 
seine indirecte Wirkung wird durch die Beobachtimg derSchwingUBg»* 
amplituden berücksichtigt. 

Die Vermehrung des Trägheitsmomentes in Folge der in Be- 
wegung gesetzten Luftmasse giebt in den letzten Formebi (87') ein 
zu »• hinzutretendes Glied von der Form fix*IM, welches Tür die 
Schwingung um heidr Schneiden den p^leiclieu Werth hat und deshalb 
aus der Differenz der beiden Formeln (87') verschwindet, wenn das 
Pendel in Bezug auf beide Schneiden dieselbe Form besitzt; denn 
dann geschieht die Bewegung der Luft in beiden Fällen in gleicher 
Weise. 

Durch die von Hessel yoi^|;esohlagene symmetrische Construction 
ist man also des Anbringens irgend einer Gorrection wegen der 
Wirkung der Luft vollständig enthoben. — 

Im Vorstehenden sind die Mittel besprochen, um durch Pendel- 
beobachtungen den Werth der Schwerebcschleunigung g an der 
Beobachtungsstelle zu bestimmen; nach welchen Gesetzen diese 
Grösse auf der Erde von Ort zu Ort varürt, wird im letzten Ab- 
schnitt dieses Theiles erörtert werden, 

§ 23. Rotation eines Körpers nm einen festen Punkt» 



Fiir die Behaiidluiig der BewejjuiiL: i nies in eiiuMu I^uiikt miter- 
stützten Körpers liisst man pas<?eiid den AnlVmfif^punkt des \u\ Körper 
festen Coordinatensvbtemes mit dem des alisoliii festen zusammen- 
fallen und setzt x,, , t . dauernd gleicli Null; sondert man dann 
noeli aus dm Kraftcomi)oiienten die Iveactioiu-n des festgehaltenen 
riitihlt's A , ) , 7/ aus, SD nehmen unsere fundamentalen Gloichungeu 
(33) folgende Gestalt an: 



insbesondere ohne äussere Kräfte. 




(88) 



^^K'- Z + I.' H + .•• E ) = \ - X, Z,) = .U, 
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Die ersten drei Gleichungen bestimmen den Druck gegen den 
festen Punkt, die letzten die Bewegung des Körpers; diese allein 

wllen weiterhin bebandelt werden. 

In ihnen hängen die tlurch (33") definirten Trägheits- und 
Deriationsmomente Z, H, Z und H', 71 noch von der Zeit ab. 
Die in ihnen lineären Aggregate (A' £ + /u' Z' -f v H ) u. s. f. sind, 
irie die Vergleichung der Formeln (88) mit (102) im ersten Theil 
erkennen lässt, mit jenen in den Flächensätzen auftretenden Summen 
über alle Massenelemente des Systemes, ein jedes multiplicirt mit 
seiner doppelten Flächengeschwindigkeit in Bezug auf eine Coordi- 
Dutenebene, identisch, die wir kurz die Fiächenmomente um die 
-Y-, r», y5-Coordinatenaxe f^onannt haben. 

Das X y^Coordinatensystem ist hierbei ganz beliebig, muss 
sber im Räume fest sein. Wir wollen statt seiner ein mit dem 
Körper bewegtes System Ji?C einführen, und zwar mögen seine Axen in 
die Hauptträgheitsaxen des Körpers durch den fest^^'n Punkt fallen; 
setoe Lage sei, wie irüher, deüairt durch die Qleichungeu: 

Die Componenten der Drehnngsgeschwindigkeiteu um die 
Axen .1. ff, C bezeichnen wir, wie in § 16, mit «', (f, y , die ent- 
»precheiideu Drehungsmomente, wie in § 17, mit O, U\ die 
Hauptträdieiismomente seien wiede'rnm A, B, f. 

Dann erh; If m\m dnrrh einlK he Anwendung der Formeln 
(37% (38'), {VA) und (ib) aus (6Ö) zunächst: 

J'^(A ^r. « + B cr,/r + r y') Fu,-¥ Ott^-^- J?«., 
2^{kßM + Bft/y + rftjO = Fß, + Qß, + Hß,, (881 

laset man diese Gleichungen resp. mit den Kactoren ä,, ß,, y.\ 
^' ' ß^, Yt'y «tt ßt* V» zusammen, bedenkt man, dass aus den Be- 
ziehungen 

darch Difierentiatiott nach der Zeit folgt: 

"k ^Pf^ dt + dt ~ 

df'^ ^ dßi dft ( dn^ a dß^ ^7»\ 

dt «I dt dt dt) 
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and benutzt, dass nach (14): 



die Rotationsgeschvvimli^fkciten um die im üörper festen Aiea 
A, B, € darstellen, so erhält man leicht 

A-^ + (r-B)/9'y'-F, 

B-^ + CA-n/«'-^. (89) 

r^ + (B-A)«'/?'-H. 

Diese Formeln sind viel einfaclier als die firftheren, weil die 
A, B, r sich nicht mit der Zeit ändern, sondern dem Körper 
individuelle Oonstanten sind. Ihre Gestalt lAsst sogleich den Satz 
erkennen: 

Die Bewegung zweier verschiedener starrer Körper 
um je einen festen Punkt findet in völlig gleicher Weise 
statt, wenn beide in Bezug auf jene Punkte gleiche Haupt- 
trägheitsmomente besitzen, gleiche Drehungsmomente nm 
die entsprechenden Hauptträgheitsaxen erfahren und in 
gleic]i(>n Anfangslagen derselben gleiche A ii fangsrotations- 
geschwindigkeiten mitgetheilt erhalten haben. 

Da weiter die Auadrücke auf den linken Seitra TOn (89) die 
Differentialquotienten nach der Zeit von dtti Flächenmomenten 1 ^ 
starren Körpers um die im Kaume .beweglichen Haupttrligheits- 
axen (hn\ h den festen Punkt darstellen, so spirechen die Gleichungen 
auch den folgenden Satz aus, der sich als eine directe Folgerung 
aus den auf ä. 174 u. 175 abgeleiteten Resultaten darstellt: 

Für einen um einen festen Punkt drehbaren starren 
Körper sind die nach der Zeit diffcrontiirten Flächen- 
momente um die Hauptträghcitsaxen durch den festen 
Punkt gleich den um dieselben Axen wirkenden Drehungs- 
momenten. — 

Die Gleichungen (89) lassen sich noch anders anschaulich 
deuten, wonn man die Conijjonenten und Momente der Centri- 
fiiiral kraft des rotirrnflcn K'nrpnrs in Bezug auf die Hauptträgheits- 
axen durch den festau Punkt in Betracht zieht. 
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Ist t' die BotatiODSgeschwiDdigkdit am eine Axe, für welche 
ff» ßf 7 die Bicbtnngewinkel gegen die Hanpttrftgbeitsazen B, C 
mdt 80 wird ein Masaenelemeqt dm an der Stelle a, b, c in der 
Eotfemung r Ton dieser Axe eine Gentrifugalkrafk T**räm in der 
Sichtung yon r erfahren, dieselbe ergiebt die Componenten: 

pitallel den Axen A, B, C, falls ip, tfff x die Winkel yon r gegen 
diese Azen sind. 

Hieraus folgt für die Gesammtcomponenten und Momente der 
Centrifiigalkräfte des Körpers das System von Werthen: 

{A) =3 r*J rcoBifdm, {F) « T'*Jr{pco&x — ecoBy/)dmf 

(JB) » r' *Jr cos yßdm, (G) = t' *Jr (c cos y ~ a cos ;r) »»» (Öö') 

(6) ^ t"Jrcmx dmy {H) = r*'Jr{a cos ^ — 6 cos y) im. 

Nun bestimmt sich durch eine einfache geometrische Betrachtung 
rcoB^ 9 a — (acos« + bcoAfi + ocos;')cos«9 

r cos y^) = h — {a cus « + cos ß c cos cos p', 
rcos/ ^ c — (acoscr + öcos/? + 0cos/)cos;^, 

und 68 lassen sieh daher die Componentra und Momente der Cen- 
trifugalkraft durch die Constanten des Körpers und die seiner Bo- 
tatioB leiebt beredmen. Insbesondere nehmen wegen der gemachten 
Voraussetzung, dass die Ooordinatenaxen die Haupttrftgheitsaxen für 
den feeten Punkt smd, also nach (36) 

J bcdm ^ 0,Jeadm^ Ofjabdm = 0 

ist» die Momente sogleich iolgende einfache Form an: 

{F)=t" C08 ß cos r J{c* — b') d m, 

(0) = t" cos 7 cos« J ^a* — 0*) dm, 
{U) = r' ' cos a cos ßj\b' -oT^d m. 

Weiter sind 

Cosa« t' co8 ß = ß', t' cos r = y' 

die Componenten der £otationsgeschwindigkeit nach den Axen 



üigiiized by Google 



286 



MechMiik stwor Körper. 



Äf B, C, und die Integrale /(fi* — ^dm,... drflckeD sieh nach {ßV) 
leiebt durch die Haapttrftgheitemomente A» B» T aua» so daag remdfirt: 

(F) «/?'/(B-r), 

[G) = « ( f - A), (89'0 

(fl) = aV(A-B)- 
ffiemach kann man die GleichungeD (89) aach aehxeihen: 

wodurch der Sata erwieflen iat: 

Die Rotationen um die Haaptträgheitsaxen eines am 
einen featen Punkt rotirenden Körpers finden in jedem 
Augenblick ebenso statt, als w&ren die betreffenden Azea 
e inaein festgehalten und wirkte nasser dem Nasseren Mo* 
ment am sie noch dasjenige der Centrifngalkrftfte des be- 
wegten KQrpersi — 

Sind tu irgend einer Zeit swei fon den Botaäonsgeschwindig- 
keiten a, , am die HiaaptMgheitsazen gleich Nallj so nehmen 
Ar diessn Moment die Gleichungen (89) die Gestelt an: 

^m.-^' B{4f)-ö. r(-<)-ir. 

Wirken keine äusseren Kräfte, d. Ll sind F, G, H gleich Null, so 
behielten hiernach die Kotationscompoueuten et' ß' y' ihre Werthe 
dauernd bei: die Haoptträgheitsaxen sind m diesem Falle gemäss 
dem auf S. 24i> gegebenen Satz permanente Drebnngsaxen des in 
einem Punkt unterstützten Köq>ers: sie hören aber im Allgemeinen 
auf es XU sein, sowie der Körper äuüsere Einwirkungen eriahrt. 

Ist zu irgend einer Zeit eint dieser Hot<itionscomponeDten, 
z. B. er, gleich Null, so laut«n die Gleichungen (89): 

Wirken jet2t abermal!! keine aussrren Krj*"te. so behalten ß 
und y aunichst ihre Werthe, er aber rarürt» und zwar wird durch 

\ ät \ A ' • 

Sinn und GrOsse der am die ^>Axe eintretenden Winkelbeachleanigimg 
feetgeetellu 

Dieee Fonnehi ktonen zur »klänmg einor Erscheinung dienen, 
die man an gewissen kmselartigen Apparaten wabmimmt 

I'nter eint^m Kn isol tt^rsteht man einen um einen Punkt seiner 
Axe drehbaiea Kotationskj^cper; nach cs^auselrie ist die HieiaelaaBS 
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eine Hanpttrftgheitaaxe — de sei die 0-Aze unseres ABOSyBiemeB 
— and jede sn ihr normale ist eine zweite Haupttrllgheitsaxe, denn 
M ist A — B. 

Sei nun der Kreisel (etwa zwischen zwei Spitzen) derart in einem 
starren Ring befestigt, dass er sich gegen denselben nur um die 
G-kxe drehen kann, so können wir zu jedem Zeitmoment die ebenda 
in dem Kreisel normal zur C-Axe parallel und senkrecht zur 
fiiogebene liegenden Rielitangrai znr nnd B-Axe wählen und die 
letzten Formeln auf diese anwenden. 

Man erkennt (Imhh leiclit Folgendes. Ist eine Kotation um 
die C'Axe nicht vürhanJLii, also - 0, so wird eine mit der 
fiaud hervorgebrachte Drehung des Ringes in seiner Ebene, d. h, 
eine Dreliung des Körpers um die /^Axe, welclie ß,.' von Null ver- 
schieden 3t ui hlsst, keinerlei andere Drehungen hervorrufen, denn 
alle Rotationsljeschleunigungeu bleiben gleich Null. Hat hmgegeu 
Ton Anhing an ; einen von Null verschiedenen Werth, so wird eine 
Drehung ßj des Ringes in seiner Ebene eine Drehung des Kreisels 
um die in der Ringebene liegende ^-Axe hervorrufen, welclie sich 
vom rotirenden Körper, der diese Bewegung nur mit dem Ring aus- 
fuhren kann, auf letzteren überträgt; der Ring wird daher der 
Drehung in seiner Ebene gleichsam widerstehen und seitwärts aus- 
zuweichen suchen. 

Um die Ausweichung zu verhindern, muss man auf den Ring 
ein Moment um die in der Ringebene normal zur C- liegende 
Ä'Axe ausüben von der GrOsse; 



Wir wenden uns nun zur Integration der Gleichungen (89) 
für einen nach Anfangslage nnd Anfangsgeschwindigkeit gegebenen 
Körper unter der Vorausbetzung. dass äussere Kräfte auf den 
Körper nicht wirken und er um einen beliebigen Punkt 
rotirt, oder dass er unter der Wirknn^^ di r Schwere steht 
und in seinem Schwerpunkt unterstut/t i^t. 

In beiden Fällen werden die Drehungsmomeute F, Ö, H gleich 
Noll, und die Gleichungen (Ö9) lauten: 



jp- (r-B) 



A 



dt 




«'/?'(A-B)i 



m 
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wir fügen hinzu das «ich gleichseitig ans (SSO eigebende Sjstem: 

^,(A^.«' + B/?,/r + TArt « 0, (901 

^,(Ay.a' + By./?' + ry,jO»0. 

Aus (90) erhält man zwei integrable Combinationeri durch Za- 
!«:iinraeafa88iuig mit den Factoren /f, / und Ade» B^'» f/; sie 
liefern: 

Aa" + Bi?'* + ry*-A, (91) 

A' «" + B- /r- + r/' « e% («n 

während die Gleichungen (SO') direct integrabel sind und fuhren auf; 

Aa.« + B«./r + r«./ - K., 
Ar.«' +B/.i?^ + rr./ = K,. 

Hierin sind 6 und die Integrationseonstaiiten. A ist 
nothwendig stets positiT, 0 hann positiT oder negatir sein; die ab- 
solute Grösse beider ist im Allgemeinen willkttrlich; aber man er> 
kennt, dass, weil die linken Seiten der Gleichungen (91) und (91') 
lauter positive Glieder enthalten, das Verhftltniss 6*/A innerhalb ge- 
wisser Grenzen liegen mnss. LSsst man idmüch die , y beliebig 
Ton — or bis + oo Tariiren, so bleibt, wenn A^B^T ist, immer 

A^^-:::r; (9n 

worin sich das obetr oder das untere Zeichen überall entspricht 

Die nnd 6 siud nicht ton einander unabh&ngig, sondern, da 
durch Summation der ^adrate der Gleichungen (91") wegen (2') folgt 

A*« • + B',:? ' ^ r ; • = K,' + K,* + K,', 
so reriaugt (91 ), dass 

K/ + K,' + K.' = e* (92) 

Man erkennt sogleich, dass d: ' i'eichungen (91) und (91") die 
Fl;ichtMiN;ii.-o für «Ion um den t"o<teu i^inkt rotirenden Körper aus- 
sprechen; G ist das rvisuhirende Flicbenmoment und 

^ - ^ «ci^^,>.0. -^ = co8(i^,») (92) 
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sind die Cosinnfl der Winkelf welche die 6 zugehörige Axe ^, resp. 
die Normale auf der S. 175 definirten ioTamblen Ebene mit der 
X'f Y' mid Z-Axe einschlieset. Bechnen wir hierin nnd später 9 
poeitiT, 80 ist die Richtung der Axe & so definir^ dass um sie das 
FÜchenmoment einen positiven Werth hat» also die ganze Botation 
io positiTem Sinne stattfindet 

Die Formel (91) dagegen spricht den Satz von der Erhaltung 
der lebendigen Kraft für den rotirenden Körper aus, wie aus der 
Veigleichung mit {44") herrorgeht Die IntegrationflGOnstante A ist 
der doppelte Werth dieser constanten lebendigen Kraft W selbst 

Verbindet man mit (91) und (91') den Werth der resultirenden 
fiotationsgeschwindigkeit r* nach der Beziehung 

« -i-^* + /' = r", (93) 
10 kann man t/*, y'* durch r" ausdrQcken und sdureiben: 

'* - A<B + f) + BTi"- 

" ° (A-B)(A-ri 

ä,t 0«- A(r + A)-f TAi^ 
P (B-OiB-A) ' 

_ e* - A (A + B) 4- A 8 

^ " (r-A)(r- B) 

Aus (93) tolgt weiter: 

, rf«' ^ rf,'?' , , df , dl' 
"^-äJ-^? dt^y Ii dt ' 

ond hei Einföhning der aus (90) folgenden Werthe ftür die Botations- 
beschleunigungen 

,^,/B-r,r-A,A-B\ , di ^ 

setzt man hierein die in (98') enthaltenen Ausdrücke für u, ^ , ; 
so resultirt eine Gleichung zwischen i und r', welche integrirt lautet: 

(j ^ i ^ r _ abTt'^t' . f93'") 

Diese Formel, in der G die InteLi tionsconstante ])ezeichnt't, 
f&hrt, nach r' aufgelöst, auf elliptische Functionen; der dadurch 
^rlialtene Werth flir r', in (93 ) eingesetzt, bestimmt ß^, y'. Aus 
diesen Grössen folgen dann" mi' lliilfe der Formeln (•M") und der aus 
(14) folgenden Definitionen der Rotationsgeschwindigkeiten a\fi',ydie 
^»ßt>y» welche die Lage des Körpers zu beliebiger Zeit bestimmen. 

W. Voavr, MMlhulk. Xveile AaS. 19 
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Da die AnfangaUge und die An&ngsgeschwiudigkeit des Kdtpen 
durch sechs Parameter bestimmt wird, in den Torstehenden Gleichungen 
aber erst fOnf von einander unabhängige Integrationsconstanten 
(A, Kl, K,f K« und C) enthalten sind, so ist ersichtlich, daas dieser 
letzte Schritt die Ausführung noch einer weiteren Integration er- 
fordern wird. — 

Bis jetzt haben wir das absolut feste Coordinatensystem X,YyZ 
ToUstilndig willkttrlich gelassen; die weiteren Betrachtungen ver- 
einfachen sich aber, wenn wir Uber die eine, etwa die Z-Aze, in 
bestimmter Weise verfügen. 

Durch die Anfangslage und die Anfiingsgeschwindigkeit des 
Körpers sind die drei Gonstanten K„ K,, K„ und demgemta auch 
e, vollständig bestimmt, denn die Gleichungen (Ol") gelten f)Lr jeden 
Moment, abo auch für den Anfangszustand; vrir können daher fftr 
jedes specielle Problem nach (92') die Iiage der Axe ^ vollständig 
berechnen. 

In die Kichtung von i9- wollen wir die J?„-Axe eines neuen Ooor- 
dinätensystemes X^, F,, Z, hineingelegt und die Formeln (91") auf 
dieses Coordinatensystem trausformirt denken. Sie nehmen dann 
die ursprüngliche Form vrieder an, nur steht in den ersten beiden 
Gleichungen an Stelle von K. und K. Null, in der dritten an Stelle 
von K. aber 8, denn es muss cos (t*^, = 0, co8(^, y«) = 0, cos {ß-, = \ 
werden. Mit den so erhaltenen Gleichungen wollen wir weiter rechnen, 
aber der Kürze halber die Indices « nicht in ihnen einführen. 

Fasst man sie mit den Factoren u,, ß,, und ttt, ß,, ^. und 
tiaf ßtr T» zusammen, so erhält man die Formeln: 

Aa' = e/., Bp*' = 0j'., r/ = e/.. (94) 

Sie bestimmen ohne neue Integration für jeden Moment die 
Winkel zwischen den drei Hauptträgheitsaxen A, S, C und der 
Aze «9- resp. des resultirenden Flächenmomentes 8. Diese drei 
Winkel, die allerdings wegen der Relation 

nicht unabhängig won einander sind^ werden durch die Werthe der 
Anfangsgeschwindigkeiten vollständig gegeben und enthalten 
nur. die durch (91)^ (91') und (9d") eingeführten Integrationsconstanten 
A, 8 und C. Ihre Unabhängigkeit von der Anfangslage des 
Körpers erklärt sich dadurch, dass sie ja nicht gegen eine willkür- 
liche, sondern gegen eine durch eben jene Geschwindigkeiten erat be* 
stimmte Richtung, nämlich die Aze t'^, gerechnet werden. 

Um noch eine Function der ck^^, ßj^, welche zur vollständigen Be* 
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sttmmang der Lage des Körpen erforderlich ist» zu bestiinineO) 
bedarf es einer weiteren Integration. Man bestimmt am bequemsten 
eines der Yerh&ltnisse te,^lß^, welche direct geometrische Bedeutung 
haben. 

Bezeichnet man z. B. den Winkel zwischen der XZ^'Ehene und 
der dnrcli die ^ und die OAxe gelegten Ebene mit 9), so ist 

^ -tgy 

«od daher 

Unter Kücksicht auf (14) und (5) erhält muu iüeraus leicht: 

~ät- r^TrT^ ^^^^ 

(liest' (i]«-i( )iung ist völlig aligeiiiein, iusotern sie nur die Beziehungen 
des ^ It; bfimtzt 

Fiir iiiij^eieu specielleu Fall liefert sie liei Beruckbicliügung der 
Formeiii (04) 

Hierin sind f/ und ß' nach (93) und (93') bekannte Functionen 
Yon die Gleichung stellt also die oben ei-wäbnte letzte zur Lösung 
des Problemes nöthige integrable Formel dar; die Ausführung der 
Integration ergiebt «p durch elliptische Functionen der Zeit aus- 
gedrückt — 

Wir beschränken uns weiterhin auf die Entwickelung 
derjenigen Gesetze fttr die Rotation um einen Punkt, welche 
mit elementaren Httlfsmitteln abzuleiten sind; dieselben be- 
ziehen sich yomehmlich auf die Grösse der Rotationsgeschwinfligknit 
und die Lage der augenblicklichen Rotationsaxe im Körper und im 
fiaome. 

Da der Körper uns nnr durch sein Trägheitsellipsoid um den 
festen Punkt gegeben ist, so hat die Betrachtung an dieses anzu- 
knöpfen. Seine Gleichung ist in Bezug auf das System A, B, Ci 

Au + Bb' + fc' = 1 . (95) 

Die Bachtung der augenblicklichen Drehnngsaxe d gegen die 
Hauptträgheitsaxen ist gegeben durch 



e(M(d,a) = , cos(<<,6) = ^, , cos(rf,c) = . 



1« 
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Ein BadinsTeetor ihr paraJlel dntch den festen Pünkt gelegt» 
schneidet das TrfigheitsellipBoid (95) In einem Punkt 



ra 

J' T 



den man den Pol der Drehung nennt: die Länge r heisst der 
Radius des Pales. Setzt man die Werthe (dü) in (95) ein, so 
resoltirt: 

A«" + BiJ" + r/'»~. [W) 

Vergleicht man dies mit unserem ersten Int^ral (91), so folgt 
der Sats: 

T"«r»A; (96) 

1:- liOlationsgeschwindiekei : r ist in jedtm Augenblick 
dfUi Kadius des Poles im Trä srlieitsellipsoid proportional 
Zogieicb werden die Gl^cbimgeu (db ) zu 



I A I A \ A 

gebon wir der ] A das positive Vorzeichen, so ist <ladarcii dem Pol 
der Drehung die specielle Bedeutuni: gegeben, das« er die Seite 
der Drehnng&axe bexeichnet, am weiche die Botation in positivem 
Ömne statthndeL 

Führen wir mittelst der Beziehungen ^96*) die Coordinaten 
^ h, c des Poles in das tveite Integral ^91} ein, so ergieht sich 

Aü'-rB^ -rf c = -^t (97) 

mithin die «.Gleichung vines zweit«rn EUipsoides auf weichem der 
Pul verhamn muss. Ks toljt d.v;ius der Satz: 

Der Pol der Drehunii w.^ndert autderSrhnittcur'rp der 
heulen ooncrii in sehen und gleu Ii liegenden Elii}>Noiile (95) 
und ^1^). l»ewej;t sioh alsv> in einer geschlossenen Ourve. 

IWs su^h die heult n Kilip^oide stets >ohneiden rnftssen, ist 
einiu;il aus phv>ikHlisohen Olründru kLir. i"i*igt aber auch aus der 
Ungleichung l ^.^ LVna die HaibajLen des hlihpsoides (95) sind resp. 



I 1 t 

I 

die ton ^97^ R^sjv 



1 a' |b' i r* 



^* e e 

AI A * ei A * r I A ' 
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und da nach (91"0 gilt: 




je nachdem A^B^f ist, so ergicbt sich, das«, wcim die nrrösstc 
Axe des einen EUipsoidt ^ kleiner ist als die grösste des anderen, 
umgekehrt die kleinste lür das erstere grösser ist als die kleinst<j 
für das letztere. 

Die beiden Kliipsoide schneiden sich stets in zwei gleichen 
Cunren, die symmetrisch zum Mittel[)unkt liegen. Dies zeigt, dass 
mit deii>elben Werthen der Integrationseonstanten /wui zwar wesent- 
hch gleiche, aber nach Lage des rotireudeu Körpers gegen die 
positive Normale der invariabeln Ebene entgegengesetzte Bewegungen 
vereinbar sind. 

Ein besonderes Interesse bieten einige specielle Fälle. 

Gilt für die Hauptträgheitsmomente die Ungleichung A > B > T, 
80 ist die 6-Axe für beide EUipsoide die grösste, die B- die mittlere, 
die A- die kleinste. Bestimmt sich dann durch den Anfangszustand 
das Verhältniss Q\!A — A, so haben beide EUipsoide gleiche u^-Axen, 
das Träffheitsellipsoid (95) liegt jetzt vollständig innerhalb des 
anderen (97) und beide berühren sich am Ende ihrer gemeinsamen 
^•Axe in einem sogenannten elliiitischen Punkt; die Poicurve 
reducirt sich auf den Endpunkt der >4-Axe, es tritt also eine per- 
manente Rotation am diese ein. Weicht G'/A nur sehr wenig von 
dem Werthe A ab — es kann nach (91) nur kleiner, nicht aber 
f^rösser sein — so wird die Poicurve eUiptische Gestalt haben und 
ihr Mittelpunkt auf der vl-Axe liegen. Die Rotationsaxe wandert 
d«nn dauernd in sehr kleinem Winkelabstand um die .^^-Axe herum. 

Ganz ähnliches gilt, wenn 9'/^ =*= T ist. Hier umschliesst das 
erste EUipsoid (95) vollständig das zweite (97) und berührt es im 
Kodpankt der C-Axe; es tritt also pennanente Rotation um die 
C-.\xe ein. Ist S'/A nur wenig grösser als f, so wandert die 
Botationsaze in einem engen elliptischen Kegel um die C-Axe. 

Anders, wenn 8*/A den mittleren Werth B besitzt; dann hat 
das Trigbeitsellipsoid parallel der C-Axe eine kleinere, parallel der 
B- die gleiche, parallel der eine grossere Axe, als dns Kllijisoid 
{^'\ liegt also zum Theil ausserhalb, zum Theil innerhalb desseibi;n. 
Hieraus ergeben sich für beide Ellipsoide Berührungen in den 
Enden der ^Aze und ausserdem zwei Schnittcurven , weMu .sich 
iD jenen Punkten schneiden — die BerOhrung ist eine hyperbolische. 
Da nach den froheren Betrachtungen jede Hauptträgheitsaxe eine 
pennanente Rotationsaxe ist, hat man dies so zu Terstehen, dass 
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der Pol zwar auf diesen Schoittcur?en wandert, seine Geschwindig« 
keit in jenen Berührungspunkten aber verschwindet 

Ist9*/A wenig kleiner oder grösser als B, so ergiebt sich eine 
Schnittcurre hyperbolischer Gestalt; bei einer kleinen Veränderung 
der Anfangsbedingungen verharrt demnach der Pol nicht in unmittel- 
barer Nälie der B-Axe, sondern wandert über das ganze EUipsoid hin. 

In diesem Sinne kann man die Rotation am die grösste 
und die kleinste Trägheitsaxe durch den festen Punkt 
als stabil, die um die mittlere als labil bezeichnen. — 

Legt man an das Trägheitsellipsold (95) in dem augenblicklichen 
Ort des Poles eine Tangentenebene und bezeichnet deren lanfeude 
Coordinaten mit a', b\ g\ so lautet ihre Uleichnng: 

Aaa' + BÄ6' + rco' = l. (970 

Hieraus folgt, dass der normale Abstand n dieser Ebene von 
dem festen Punkte oder dem Centrum des Ti-ägheitsellipsoides ge- 
geben ist durch 

oder nach (07) durch 

I _ e* 
«• ~ A » 

es gilt daher femer: 

Die durch den Pol an das Tr&gheitsellipsotd gelegte 
Tangentenebene hat von dem festen Punkte den unver» 
änderlichen Abstand 

Die Cofflnns der Winkel, welche die Normale n mit den Axen 
Af B, C einschlieast» sind nach (97'): 

cos (n, d) » A a n, cos (n, 6) B 6 », cos (/», r) » r e i», 

oder nach Eiuseti^eü von a, 6, c aus (96 ) und n aus (97 ) 

cos ;ii,c) = » cos(n,6) B ^ , cos = - 0 • (98) 

Ihv Winkel vuu n mit den absolut festen Axeri A, Z be- 
stiiuiuen sich, indem man diese Formeln mit den Factoren a», (e„ 
p'»' i^'f Yti ?'»» 7» Äusammeufasst, zu: 
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Vergleicht man diese Werthe mit den Beziehungen (91") ond 
(927r 80 erkennt man den Satz: 

Die im Pol an dasTrägheitsellipsoid gelegte Tangenten* 
ebene ist normal zu der dem rotirenden Körper zagehdrigen 
Axe & des resultirenden Fl&chenmomentes 6 und behält 
daher, ebenso wie jene, ihre Lage im Kaume unverändert 
bei Wir können sie also als eine specielle Lage der (bisher nur 
dueh ihre Normale & charakterisirten) inyariabeln Ebene auf- 
fassen und wollen sie deshalb weiterhin mit eben diesem Namen 
beseichnen. 

Da der Pol ein Punkt der augenblicklichen Botationsaze ist, 
10 hat er keine Geschwindigkeit; demgemiss hat auch die Stelle 
des Trftgheitsellipsoides, welche auf der inTariabeln Ebene aufliegt, 
keine Geschwindi^eit. Daher gilt weiter: 

Das Trägbeitsellipsoid rollt, während es sich um sein 
Centrum dreht, ohne zu gleiten auf der invariabeln Ebene. 

Dies ist entsprechend dem auf S. 293 Gesagten jederzeit auf 
zwei Weisen möglich, welche auf der inTariabeln Ebene die gleiche 
Cnrre, aber auf dem Trägbeitsellipsoid zwei symmetrisch zum Cen* 
tram gelegene Polcnrren liefern. 

Für die Componente t*^' der Rotationsgeschwindigkeit um die 
Aze «9*, resp. um die Normale Z zur festen Ebene gilt ein einfacher 
Satz, den man erhält, wenn man die Gleichungen (98) mit den Ro- 
tationscomponenten a\ ß\ y* um die Hauptträgheitsazen mnltiplicirt 
und zusammen addirt Es folgt: 

,T ^ , 

oder nach (91): 

y = A. (Ob-) 

die Componente der Rotationsgeschwindigkeit nach der 
Normalen auf der invariabeln Ebene ist constant — 

Besonders einfach werden die Verhältnisse, wenn zwei 
der drei Hauptträgheitsmomente des Körpers um den 
festen Punkt einander gleich sind, jener etwa ein Rotations- 
körper ist, der um einen Punkt seiner Axe rotiri 

Sei A — dann werden die Gleichungen (90) zu: 

A t,r - f'r'^ - n. A '^f - y'«'(r - a), r - o. m 

Hieraus folgt» dass constant ist^ d. h. dass die Rotation um 
die ausgezeichnete Axe C mit constanter (Teschwindigkeit geschieht 
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Setzen wir jetst und spiter, falls y* constant v^y' —py aoBserdem 
(r — A)/A =" 80 wird: 

und daraas folgt: 

woWi. wie p, aucli y und Constante sind. 

Demgemäsä ergiebt sich die gesammte Kotatiunsgeücliwiudigkeit; 

also ebenfalls constant 

Neimt man den Winkel, den die Rotations- mit der C-Axe 
einschliesst, und denjenigen, der zwischen der ^T- Ebene und 
der die ( • und die Rotation ^axe enthaltenden Ebene liegt, y, so ist: 

" :a Sin ^co6 tis CS sin ^sin — cos 

Hieraus folgt: 

tg^^i^Vr{t - t), tgJ = ^, 

äi =▼-1'«= Ä" 

Für einen Körper mit zwei gleichen Hauptträgheits- 
momenten ist sowohl die Rotattonsgeschwindigkeit y' nm 
die ausgezeichnete Axe als die resultirende Rotations- 
geschwindigkeit r' constant, und die vom Pol auf dem 
Hauptträgheitsellipsoid, wie auf der inrariabeln Ebene be- 
schriebene Cnrve ist ein Kreis, der vom Pol mit der con- 
stanten Winkelgeschwindigkeit V » y' (r — A) A durch* 
laufen wiril. 

Der Winkel x ^^"i^chen der ansgezeiohneten C-Axe und der 
Ton uns S. *J*.>0 eiugotVihrten Z-Axe ist nach dem Vorstehenden Ton 
nnvoränderUcher Grösse. <oin Cosiims den wir hier und später, 
im Falle er constant ist, mit k bexeichnen wollen, findet sich aas (94): 

; . = i = 3^ • (100) 

IVr W*inkol ^ xwischen der A' /-Ebene nnd der durch die 
und («Axe gelegten Eigene iM nach [94 \ nnt^ den gemachten 
VoRiusi^>tr.ung<^n gegoben durrh: 
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0 ist also die constante Wifikelgeschwindigkeit» mit welcher die C- 
nm die Z>Aze rotirt 

In dem Ausdrnck für O lässt sieb die lutegrationsconstantc 0 
entweder nach (91) durch die constanten Geschwind igkeiten p uud 
f um die Haupt- uud eine Nebenaxe nach der Formel 

oder auschauliclier nach (100) durch die constunte Gc«:chwindipfkcit j> 
Olli die Hauptaxe uud den coTi'^t;inten Cosinus k des \\ inlcels zwischen 
die&cr und der Z-Axe bestimmeu, sodass man erhält: 

*=^.=^. (lOÜ'l 

Dio rj esehwindigkeit 0, mit welcher die aust,'ezoichnGte 
Hau |)tir:i;L,'heitsaxe C um dio Axe »V resp. Z des Fliu-hen- 
nioiu (Ml t es G rotirt, ist indirect i)roportioual dem Cosinus A: 
t]( < W inkels zwischen beiden u fnl direct proportional der 
ßotationsijescbwiudigkeit des Körpers um die C-Axe, 

Endlich fügen wir noch den nach den früheren Formeln so- 
^eich einleuchtenden Satz hinzu: 

Sind alle drei Hauptträgheitsmomente gleicli, so sind 
auch alle dreiKotationsgeschwindigkeiten y cunstant; 

die Drehung geschieht hier also mit constanter Geschwindig- 
keit um eine im Kanme und im Kdrper feste Axe. — 

9 24. Sotation einet itarren Körpers um einen feiten Funkt; 

Xreiselbewegtmgen bei der Einwirkung gewisser äusserer Kräfte. 

Wir wollen nunmehr annehmen, dass der um einen festen Punkt 
drehbare Körper einer Kraft A' unterworfen ist, die sowohl eine 
constante Grösse» als eine im liaume unTeränderliche Richtung hat 
ond in einem im Körper festen Punkte angreift, dessen Coordinaten 
in Bezug auf das System der Hauptträgheitsaxen a,, sein 
mögen; im Falle die Schwere wirkt, ist A' das Gewicht des Körpers 
und sind a,, 6„ die Coordinaten seines Schwerpunktes. 

Legen wir die + ^-Axe der Kraft A' parallel, so sind.1 » Ky^ 
B SS Ky„ C s JT/s ihre Componenten nach den Axen A, B, C uud 

F = K{b, y, ~ e, ^ = A'(c, - a, yj, = K(a, y, - y,) 

ihre Momente um dieselben; unsere Gleichungen (S9) nehmen dem- 
gonin die Fonn an: 
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A^'jV + - B)/ / = 'v^' - 

B '^^^ + (A - n / = A'(c. - a. (IUI) 
+(B-A)«.y =A'(a,/.-6.;'.); 
zugleich wird aus (88 ) bei Benutzimg der Beziehmigeii (2 ): 

(A/f, «• + B/?,,^' + r An = - i^(<i. ff. + 6. «e, + c. «fj, (lOn 
;^(Ay,« +BA^' + ry.y') = 0. 

Multiplicirt man die Gleichlingen (101) mit den Factorena,/f,/, 
addirt und berflcksicbtigt, dass nach (14'): 

ist» 80 erhält man eine direct integrable Formel, welche liefert: 

hierin stellt wiederom der Ausdruck auf der linken Seite die 
doppelte leheniüge Kraft des rotirenden EOrpers .dar, das erste Glied 
rechts ist das doppelte Potential der eonstanten Exaft, A die late- 
grationscoitstaate, die Formel giebt also die Gleichling der lebendigen 
Kraft ftkr das voriiegende Problem. 

ÜSn sweitee Integral giebt die letzte Formel (101'); dasselbe ist 

Ar.«' + Br./? + rr.y' - k (io2) 

und stellt naeh d»>m zu Gesagten den Flärheu<atz in Bezug 
auf die KWiit üOiUial i.wx Kraft A" dar. Da w:r ü'üer die jiositive 
Hiehtuup der /-Axe bereite verluirt habi-n. ^^'.^ sind positiTe und 
negative Warthe der Intrirrationsooiistante K ziLLuiasseii, 

Ein drittes Inteiiral ist bisher nur für den specielleu Fall ge« 
Uiiiden. dass 2\\<\ der Hauptträiih^ ■tsniomenie um den festf»ii Punkt 
einander üloi^li sind und da&s di:r Angrirspunkl der Kralt A auf 
der ausi:e;eiol.ni te:i Hauj^tträiiht its;ixe liect. W ählt man die ausge- 
.•oivl.ueie lV.i4;Li it->sixe *-.ur T-Axe, so venäiigt die erste Bedingung, 
dass 

A«B 

die r1teit^ dass 

a. - 0, ^ « 0. 
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ist In Folge dieser Beziehungen wird die letzte Gleichung (101) 
dinct integrabel und liefert durch 

wurin p eine Constante bezeichnet, das Resultat, dass in diesem 
Falle die Kotationsgesdiwindigkeit um die C-Aze constant ist 

Die ersten beiden Gleichungen (101) nehmen zugleich die 
Foim an: 



A-''/^--(r-A)p«'=+Ä'o.y., 



(102") 



(102'") 



die Integrale (lOr ^) und (102) werden zu: 

A(«'« +r/ =2Jrc.y,4-A, 

AO'.«'+y./?') + r/./> = K. 

Die Durchführung des Problemes giebt für die Grössen ce^, ß^» Yh* 
valche die Lage des Körpers gegen das absolut feste System X, F, Z 
in jedem Augenblick bestimmen, elliptische Functionen der Zeit 

Mit elementaren Hülfsmitteln ist hier nur wenig Aufklärung 
Ober den stattfindenden Vorgang zu erhalten. 

Die Gesetze fiir die bekannten Kegelbewci^nTigen, welche die 
Axen von Kreiseln oder Gyroskopen unter der Wirkung der Schwere 
ausführen, findet man, wenn man die Umstände unterbliebt, unter 
denen der Winkel zwischen der C- oder Kreiselaxe und der /J-Axe, 
welche parallel der Richtung der Kraft durch den festen Punkt 
gelegt ist, constant bleibt 

Dies geschieht} indem man 

y, = jfc, also /; = 0 (103) 

•^etzt. wo k wiederum eine Constante bezeichnet Die b t/to Gleichung 
(lOr ) und die allgemein gültige Formel (94") werden dann zu 

und ans ihnen folgt: 

^ ^ ' ' 'ät * J'' ^ ' ^' ^ + dl ^ ^^^^'^ 

Hierin ist ä^fdl^ <t> die Winkelgeschwindigkeit, mit welcher 
die C> die Z-Axe umkreist 

Bildet man aus den letzten beiden Gleichungen 
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und beachtet dass 

also coustant ist und auch u' -r ' unter tl»^n c^emachteo Voraos- 
set^uneen nach d«T ersten Formel /'0*2 einen eonstanten Werth y 
hai. so erk hnt m:in. da>s auch <l> unveränderlich ist. ^Iüü 
eiiiäli für dj^elbe zauäciist den Werth 

0 = = ± 

dt 11-1* 

dvr ind«^>s. da q die Botatiun^esch Bindigkeit um eine Kebenase 

ist, wt-nig Interesse hat- 

Setzt man die Werthe Ton a und ß in eine der beiden ersten 
GleichuniXfii lul . erhält man in Rücksicht darauf], dass A = B. 
a, SS A SS o und a ♦/ ; / = <l> constant ist: 

oder, da nach der ersten Formel \ sowie nach (102^ und (103' 

7' = 7tP - = - 

väky auch 



Hiemus fol^, da ni^^Li diittemd gleich Noll sein kann, die 

At4>'-rj»0« JTf',, (104) 



Gleichung 



an> uelcher sich bei demselben f nd i iwei Wertbe für 0 etigebeUt 
nämlich 

Diese Weithe «ind wegen den steta posititen A und K stets 
reell, wenn Zv, pi^ittv ist, d. h. wenn die P^;e<ction der EntfemoBg r, 
ivi<.cfaen dem ftesten Punkt und dem Angrif^piiiikt der Kraft auf 
die mit der +Z-Axe zusammenfallende BichtaBg: der Kraft A' i>ositiT 
ist: im anderen Falle können sie bei hlnre-icbead kkinem p oomplex 
wenlen, d. h. K i k\ in er Botat:ai:$^'^$ohwir.d:dceit f kann unter der 
Wirkung dT>r ^; c t*i'nen Krair 2. R der Schwere, die Terlangte 
Kc^'.U-vtY".: c ui^nt'vc/.cb wcrdti. Xis^st man umgekehrt p so 
^ross an. daf^s »"..in d;e 'Wiir.>'^!cr>5i«« entwickefai kann, so erfailt 
u'-^n die Insider« ar.cf »„»hert» u Wenhe: 
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Der erste Werth unterscheidet sich um so weniger von dem 
ohne Wirkung der äusseren Kraft stattfindenden (100"'), je grosser 
die Botationsgesch windigkeit um die C*Axe ist; er giebt daher 
«igentlich keine in Folge von K auftretende neue Erscheinung. 

Anders der zweite Werth, der mit wachsender Rotationsgeschwin- 
digkeit p abnimmt nnd bei unendlicher Terachwindet; dieser gehOrt 
offenbar der Eegelbewegung welche bei Kreiseln regehn&ssig zu 
beobachten ist 

Es bleibt zu erklären^ wie es mißlich ist, dass für (|> hier bei 
Einwirkung einer Kraft zwei Werthe, oben ohne solche nur einer 
gefanden ist 

Denken wir, um die Vorstellung zu fixiren, die Z-Axe positiv 
nach unten gerechnet und den Körper um die O-Axe, welche den 
Winkel x out der ^Axe einschliesst» mit der Geschwindigkeit p in 
Rotation gesetzt, ohne dass eine äussere Kraft K wirkt, so kann 
man dem Körper auf zwei Weisen die Neigung / ungeändert erhalten: 
einmal, indem man ihm keine andere Bewegung als die Rotation p 
inittheilt» in welchem Falle die (7-Axe als permanente Drehnngsaxe 
im Baume ruht — sodann, indem man ihm noch eine Botations- 
gescbwindigkeit q um eine Nebenaxe ertheilt von der aus (100) und 
(100") folgenden Grösse 

. _ rp' 1 

vermöge deren nun die (7-Axe in constanter Neigung um die Z-Axe 
kreist 

Diese beiden Fälle sind möglich, aber nur der zweite ist oben 
in Formel (100") ausgedriickt» weil für jene die 2-Axe ausdrücklich 
sls Axe & des Flftchenmomentes 6 vorausgesetzt war. Im ersten Falle 
ist aber die im Räume feste C'Axe selbst diese Axe. 

Ans diesen beiden Bewegungen leiten sich nun offenbar, bei Ein- 
wirkung der Kraft K, die in (104'^) enthaltenen beiden ab; ein 
Widerspruch ist daher nicht vorhanden. — 

Wir wollen uns nunmehr noch mit der Rotation eines Körpers 
nm seinen festen Schwerpunkt beschäftigen unter der Voraussetzung, 
dass der Körper eine dem NKWTON*schen Gesetz (9 1"') auf S. 155 folgende 
Anziehung von einem Massenpunkt m, erfährt, welcher in grosser 
Entfernung in einem Kreis um ihn hemmwandert; dies Problem 
steht» wie wir sehen werden, in Zusammenhang mit der Theorie der 
Einwirkungen von Sonne und Mond auf die Erde, welche die so- 
genannte Ptftcession und Nutation hervorbringen. 

Sei der feste Schwerpunkt des Körpers wieder der Nullpunkt 
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des XTZ'Sysleme» aod wandere der anziebende IfaaseDpunkt gleicb- 
förmig im constanten Abstand e Ton ihm in der xr*£bene. 

Scblieest die Bichtung von « mit den Haupttrftgbeitsaxen A,BfC 
dorcb den festen Punkt Winkel ein, deren Gosinas resp. u, ß, y 
dnd, 80 wird in einem späteren Abscbnitt gezeigt werden, dass das 
Attractionscentmni aof den Kdiper Drehnngssmomente F, Oy H um 
die Hanptträgheitsaxen ausabt von der Grosse: 



worin, wie froher, / die Constante des Nswron'schen Gesetzes be- 
zeichnet 

Hierin drücken wir c, ß, y dnrch die Winkel aus, welche die 
A'y B-f C- mit den Ä-, 1-, «^S-Axen, und welche « mit (kr A'- und 
F*Axe einschliesst ; nennen wir ^ den Winkel zwischen den liicli- 
tnngen von e und so wird wegen der Beziehnngen 
« » cos (e, BS OOS (J, a;) cos («^ re) + cos {A, y) cos (e» + cos (il,«) cos {t,x) 
tt. s. sowie wegen der Werthe des cos{^,a;) u. s. £: 



y ~ cos <f 4- sin (f . 
Da d^r Punkt gleichförmig rotirt, so ist ^ eine liueäro Function 



Wir wollen uunuiebr annehmen, lia-^s die Kütationsgescliwindi?- 
keit (K s Punktes m, ^-os«? ist gegen die lit sehwindigkeit, mit weicher 
sicli die T)n»hungsaxe inn* rhalh des K<)r]M is bt ueizt, und zwar in 
ein**m M;ias>e, da<s man an Sttllr der wechselnden Werthe der 
Mrmiente F. (/, // ilire Mittrhverthe lur die Dauer eines Umlauks 
einführen kann — oder, antlers ausL'eihüekt, dass nian sich die 
Masse m, des Attraetionseentruius auf eineir Kreis vom Kadius e 
gleiclimäfjsiir vertln'ill denken darf. 

Dtum haben wir in (105) an Steile von ^y^yu^aß resp. zu set;ceu: 



(105) 



u = cc, cos ff + ß, sin , 
ß = cos ff + /9, sin rf , 



(10.V) 



der Z. it. 



Sin 




(105) 



0 
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Kürzt man noch die Constante Zfmtj^^ in f ab« so erhält 
man die Momente Oy H in der folgenden Gestalt: 



{105") 



und die Bewegungsgleichun^en (89) werden zu: 

A Irr + - B)/?'^' - -r(r - B)y.y., 

B + (A - 0/« = - /- (A - Oy.y., (106) 

r y^'- + (B - A) = - r (B - A)/,y.. 

Es ist leicht, drei erste Integrale dieser Gleichungen zu hild. n. 
Fasst man sie mit den Factoren ä, ß / zusammen und be- 
rücksichtigt, dass nach (14 ) 

ist, so resultirt nach Ausführung der Integration: 

A«'' + B/T« -^r/'^A + r(Ay/ + By/ + Ty.-). (106') 

Die Factoren Au, B^', Fy geben auf dieselbe Weise: 

A' + B* /T* + r y" « 6' ^ r (B fy.' + TA y.' + AB y.*); (1 06") 
endlich die Factoren y,, y,, y,: 

Ay,«' + By,/?' + fy.y' « K. (106") 

Hierin sind A, 8, K Intoirrntionsconstanten. 

Die Kornii'l MiH/i "ii'l)t die Gleichung der iebendigen Kralt^ 
UOO ; (Ulli (luü J aiud laohensätze. — 

Wir wollen weiter nur den speciellen Fall behandeln, dass der 
Körper in Bezug auf seinen Schwerpunkt zwei gleiche Hauptträg- 
bf'itsmomente A = B besitzt und mit seiner ausgezeichneten Träg- 
lj»itsaxr O einen Kreiskegel um die /- als Axe beschreibt; wir 
iragen, wie sich dessen OeHhung durch die ertheilten Geschwindig- 
keilen bestimmt 

Die erste gemachte Annahme lässt laat der dritten Glei- 
chtmg (106) 

y' =P. 

<L h. constant werden, die zweite giebt ancb y, einen conetanten 
Werth: 

y,- A. 
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Hierdurch gehen die beiden ersten Gleichongen (106) Uber in: 

A -fir - Aji> ^' = - nr - Aj A ^jQ^^ 
^-fi -(f-A)/>«' = + /-(r-A)^r., 

stimmen :\ho mit (102 ") überein, nur dass an Stelle von Ke» dort 
hier f / r - A) steht 

In Folge dessen sind die dort erhaltenen Besultate bis aof 
den Werth der Constanten auch hier gültiLr. 

Nimmt mau die Rotationsgeschwindigkeit p des Körpers um 
die ' -Axe ond den Winkel zwischen der G- and der Z-Axe, also 
auch k, als gegeben an, so kann man nach (104") durch «wei 
Werthe der Winkelgeschwindigkeit 0, mit welcher die C- um die 
Z'Ax9 kreist» den Bedingungen des Problemes genügen, nämlich durch; 

Der erstere entspricht dem Falle, dass der rotirende Körper 
auch ohne Einwirkung der äusseren Kraft bei dem gegebenen 
Anfaugszustand mit seiner C-Axe eine Kegelbewegnng um die Z-Axe 
beschrieben h&tte, der zweite dem, dass unter diesen ÜmstAnden 

seine C-Axe geruht liiitte. 

Man kann die letztere Formel anwenden auf die Lagenänderung 
der Krdaxe iu Folge der Elinwirknng der Anziehung von Sonne und 
Mond, auf die sogenannte Präcession und Nutation. Die Erdaxe 
rotirt um die Normale auf der Ekliptik, während sie mit ihr den 
nahe constauten Winkel Ton 23* 27' eiuschliesst, und vollendet 
einen Umlauf in ca. 25800 Jahren. Wie wir später sehen werden, 
kann für die Betrachtung der Rotation eines freien Kdrpers um 
seinen Schwerpunkt let ter. r als feststehend angenommen werden: 
wir können uns also für die Behandlung der Präcession den Erd- 
mittelpunkt ruhend und Sonne und Mond ihn umkreisend denken. 
Heren Massen dürfen dabei in ihren Scliwer|)unkten conrentrirt und 
deren Unilaufs/eitt u dann gegenüber der Umlaufszeit der Erdaxe als 
verschwindend klein angesehen werden, wie bei der Torstehenden 
Re< linuiig vorausgesetzt ist 

Die Hoohachtung zt igt, dass bei der Erde die zweite Wurzel 0« 
liültigkeit liat, die Krdaxe ohne äussere Einwirkung also im Räume 
ruhen würde. Bt*trachtet man ilie Erde als ein Rotationsellipsoid 
von den Halbaxen a und e und der üasse m, so ist nach (42'): 

und OH wird, wenn man die Wirkung von Sonne (Xasse in der 
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Entferming ») und Mond (Masse m/ in der £ntfemung e) za- 
sammeniiddirt: 

Den Werth der Constante f des Nswroii'schen Gesetzes werden 
wir weiter unten za 

bestiiiimeD, worin R den mittleren ErdradiuSi die Ton dem Ein^ 
fluss der Centrifugalkraft bereite Beschleunigung durch die Schwere 
bezeichnet; (a' — c*)/a* » <* ist das Quadrat der numerischen £jZG6n- 
thcität des Erdmeridians. 

Führt man noch die Umlaufszeit der Erde um ihre Aze r ^2 nip 
und die der Erdaze 29i/<t>, ein, so erhält man auch: 

T 16«* * (w ^» j • m V«'y « / 
Soll T sich in Jahren finden, so ist 

r - 3 J . und - 9,88 . (86 iOOf. (365)' 
zu setzen i femer ist: 

und Ar den Mond: 

^ = 0,0125, 6 = 384 000 km. üü, 

filr die Sonne; 

» 824 400, 149 000 000 km, « 23 300. 

in J» 

Rechnet man mit diesen Zahlen T aus, so erhält man den 
Werth 24 600 Jahre, der mit der aus der Beobachtung berechneten 
Zahl Ton 25800 JiAren soweit stimmt, als es bei den gemachten 
Vernachlässigungen zu erwarten ist 

§ 25. Allgemeinere Bewegungen eines stairen Körpers unter der 
Wirkung äusserer Krifte; ebene Bewegungen. 

l.xtl kein Punkt des bewc/^'tt'ii sLiincü K«»r|)ers It si^ehalten und 
dadurch als Aiifang<»pTinkt »les im K()ri)<T festen Coorilinatensyst43mes 
empfohlen, su wird man in dvn all^feiiiHinf!) Gleicliimirt'n (33) diesen 
Anfangspunkt passend in den Schwerpunkt des Körpers legen, also 

— ^ yo = r}, 
•etseiu Jene Formeln werden hierdurch: 

W. TOMT, XMtaanlk. MU» Attfl. ^ 
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•»;n- 1«' « - i>i - »'(T + «»• + n + ^(iiL' + f f«' + ^n) 

Setzt man in den letzten drei Gkiehnngen rochts 

WO nun ^, , r, . , die relativen ( ooniinaton iu Bezug auf den 
Schwerpunkt beieiclmen. so erhalt man in Uebereinstiminung mit 
«20) zunächst 

n. ^ t'.; bei Kinftihnmg der resnltirenden Drehnngsmomente L., 
M^, X um Pandlele zu den Coorainateiuxen dinrh den Schwerpnakt 
und bei Bemitziiiig der ersten drei Fanneln (108 > folgt hierans Mcb 

v; %^z^^ = + IM r'^.y - 

v; A\ - X, Z,^ = X + I- ( : - I i . (108") 

'\ — .h-V - -V *" ~ ' ' * 

Bezeichnet man auch die Tr{i^'"::e:;s- uad DeTutionsmomente 
um zu A'. Y, T- p;4nu'ele Axen durch den Scbwerpimkt mit 

dem unioren lr.>iox . snlt nach 3'» TJud ,^^1^ 

Beanui rnsn »r.e diese Ber:«hac^s. Tenrandelt sieb das 
SxMem *»i*> ai; 



(109, 
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§ 'iii. Allgemeinere Bewegungen eines Btarren Kdipen. 307 

Die BrebimgsgesclkwmdigkeiteiL X\ ti\ v beziehen sich hierin, 
wie froher, auf die dvrcli den An&ngspunkt des im Körper festen 
Cooidmateneystomes (hier also durch den Schwerpankt) gehenden 
Parallelen zu den X T Z-AxeUf daher auf dieselbmi Axen wie die 

— «) H«i Z.of —-0 f Ho ) Zo • 

Die Gleichungen (lü9) sind vollständig: allgemein, 
wenn man nur alle die Bewegungsfreiheit des Kor^iers be- 
schränkenden Bedingungen durch die entsprechenden Re- 
uctiuuskrüfte berücksichtigt Für einen freien Körper existiren 
derartige Reactiouen nicht 

Vergleicht man in letzterem, Fall die Formeln (1U9) mit den für 
einen Masseupunkt aufgestellten (30) auf S. 55 und den für einen 
um einen festen Punkt rotirenden Körper geltenden (88) auf S. 282, 
so erhält man den Satz, der nur eine andere Fassung der in § 15 
lur die Hew« gung des Masseninittelpunktes und für die Flächen* 
momente gefundenen Resultate ist: 

Ein freier starrer Körper rotirt um seinen Schwer- 
punkt ebenso aiswäre letzterer festgehalten und wirkten nur 
die Drehungsmomente der äusseren Kräfte um Axen^ die 
durch diesen Punkt gehen, während gleichzeitig der Schwer- 
punkt so fortschreitet, als wäre in ihm die ganae Masse 
concentrirt und griffen in ihm alleKräfte mit der gegebenen 
St&rke an. — 

Die Formeln (109) in ihrer allgemeinsten Bedeutung gestatten 
ans nun auch die Voranssetsungen genauer zu erkennen, welche zu 
erfüllen sind» damit ein Körper als materieller Punkt angesehen 
werden kann» d h. damit die Bewegung eines im Körper markirten 
Punktes, insbesondere diejenige seines Schwerpunktes Ton seiner 
Gestalt und seiner Znsanmiensetzung unabhängig ist 

In den drei ersten Oleichungen (109) kommt nämlich Gestalt 
und Zusammensetzung des EOrpeis im allgemeinen in den auf den 
rechten Seiten stehenden Ausdrücken yor; die Kräfte, welche ein 
Element des Körpen erfthrt, sind Ton uns als Functionen des 
Ortes und der Geschwindigkeit eben jenes Elementes zugelassen, und 
sie geben daher andere Oomponentensummen, wenn ihre Angriffspunkte 
geänderte Coordinaten imd Geschwindigkeitscomponenten erhalten. 

Es ergiebt sich somit sogleich der Satz: 

Ein starrer Körper lässt sich für seine fortschrei- 
tende Bewegung nur dann vollständig durch einen in 
seinem Schwerpunkt befindlichen Massenpunkt ersetzen, 
wenn die Gesammtcomponenten der auf ihn wirkenden 

20» 
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Kr&fte nur toh dem Ort und dem Bewegangsznstaad des 
Schwerpunktes abhängig sind. 

Was in Besag hienuif zunichst die direct gegebenen oder 
äusseren Er&fte angeht, so haben wir nns bisher zumeist snf 
den Fan besehrftnkt. dass dieselben stetige Functionen der Co- 
ordinaten und der Geschwindigkeiten ihres Angriffs- 
punktes sind; ihre seitliche Veiinderung kommt für uns hier nicht 
in Frage. 

Es lässt sich zeigen, dass in diesem Falle die Gesammtcompo- 
nenten A'. }', Z jederzeit allein durch Verkleinenmg der DimensioDea 
des Körper» in beliebiger Annäherung zu Functionen nur des Ver- 
haltens des Schwerpunktes gemacht werden können. 

BezeicLiicu wir uainlicL für die Kr^t A'^^ die relativen Coor- 
diiiaien des AoffritTspunktes gegen den Schwerpunkt wie oben mit 
> • ''k' 5^fc» ausserdem <eine relativen Geschwindigkeitscompoueutt-'n 
mii r,f'. r/. s<^' kixi.ii m:iu setzet;, da die Functionen A^^, 2^ 
innerhalb dea sUirrcn Korpers steüg smci; 

(109) 

Hierin bedeutet A'./ den Werth von A\, der n^-sultirt. wf^nn man 
au Stelle der Coortiinatcn und G^>chwindipkeitr:i des wirklichen 
Angriffspunktes von K^ di*^\eniiren dp« S*'hwrr|'unkte« einsetzt 
^ A\, ^ i\. ^ '^r. können himiuch stets dauu ais von der 
"i*!e>talt und Zusammensetzung des Körpers unabhängig 
ij. Itf n. wenn dessen Dimensionen so klein sind, dass es 
11, nefhalb der geforderten Annäherung gestattet ist, die 
Heiben mit dem ersten G'.ied abzubrechen. 

lües setzt mi Alli:« meinen vorans, dass schon die in 15^ ^ 
und 1^. t , . lUit-aren Glieder vernaoLlassigt werden müssen; nur 
in dem spene'.len Falle. d:iss die Khtfte den Massen proportional 
siud« verschwinden «iie Imeären iilieder wegen 

von St ibst, und hier sind erst die Glieder iweiter Ordnung xn ver- 
nachlässigen. 

VjS' gieht aoch specielle Kiutte, insbesondere die Einwirkung der 
GrsTitatum irc^ nd ei;.ts Masst'nsvs^t^^mes .^uf e;::e Kugel, die in con- 
centrisohea ^hichtcn honiiUK^n ist. bei denen die gante Beihe sich 
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Streng auf das erste Glied reducurt; in diesen F&Uen ist der be- 
Körper bei jeder Grösse als Hassenpnnkt zn betrachten. 
Im Gegensatz biersn sind magnetische Körper beliebiger Gestalt 
nntsr der Wirknng eines magnetiscben Systemes für ihre fort- 
lebreitende Bewegung niemals als Massenpankte zu bebandeln. 
Magnete lassen sich auffassen als Aggregate magnetisch ± geladener 
Punkte, die in jedem Volnmenelement eine Gesammtladung Null er« 
geben. Setzt man demgemftss 

80 sind S^t H^, allein Fnnctiotten der Coordinaten und es gilt 
desbab (=;j, = =:,... d (S^jd ^ = d S,ld^, . . . wobei . . . 
Functionen von |, ij, C allein bezeichnen. 

Hieraach liefert (100 ) 

Da nun aber V nach Obigem c^eich Null ist und ^ /u^ . . . 
Ton der Gestalt, Magnetisirung und Orientirung des Magneten ab- 
b&ngen, so wird ^ A'^ hier niemals allein durch das Verhalten des 
Schwerpunktes des Magneten bestimmt 

Ist . . . räumlich constant und befindet eich daher der Magnet 
in einem sogenannten homogenen Kraftfeld, so bewegt er sieh 
flberhaupt nicht, da ^ A'^ verschwindet; im anderen Falle bewegt 
er sich, aber seine Schwerpunktsbewegung ist von seiner Orientirung 
abh&ngig. 

Ganz besonders auflallende Erscheinungen verwandter Art 
Teranlassen gewisse aus Bedingungen folgende Beactionskräfte. 
In der That: so wie diese Wirkungen an einzelnen durch die Ge- 
stalt und die Massenvertheilung des Körpers bestimmten Punkten 
desselben angreifen und ihrer Grösse nach Ton denselben Umständen 
abhängen, ist es selbst bei Terschwindenden Dimensionen unmöglich, 
den Köiper in dem ausgesprochenen Sinne als einen materiellen 
Punkt anzusehen. Wir werden noch in diesem Abschnitt einige 
Beispiele behandeln, bei welchen dies hervortritt — 

Da das Problem der Botation eines Körpers um einen festen 
Punkt nur in gewissen spedellen Fällen der Analyse zugänglich ist, 
so gUt das Gleiche nach dem obigen Satz auch Är seine freie Be- 
wegung, und die meisten anderen Fälle bedingter Bewegung, bei 
denen jeder Punkt eine Baumcurve beschreibt, bieten der Behand- 
lung noch grössere Schwierigkeiten. 

Anders liegt die Sache, wenn wir uns auf die ebenen Be- 
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wegungen des Körpers bescbrftnkeii, d. h. auf diejenigen, bei welchen 
alle Punkte des Kdxpers ebene Bahnen beschreiben. 

Solche können in Wirklichkeit auf ▼erschiedene Weise hervor- 
gebracht werden, am einCschsten dadurch, dass man dem Körper 
eine Anfangsrotation um eine durch den Schwerpunkt gehende 
Hanpttrftgheitsiuce und eine Trsnslationflgeschwindigkeit normal zu 
derselben ertheiit, und weiter nur Kräfie wirken Itet, die in der 
sur Drehungsaxe normalen Ebene durah den Schwerpunkt liegen. 

Da fttr die Bewegung dann nur dieser Qaerschnitt und das 
Trägheitsmoment um diese Drehungsaze maasQgebend ist, so kann 
mau als Bepr&sentanten der ganzen Gatt an g von Er- 
sv-lioiniingen die Bewegung einer ebenen Scheibe in ihrer 
Kbeue betrachten, die wir zur ^F- Ebene wfthlen. 

Die fUr diese Ftobleme gültigen Gleichungen erhält man aus 
{109), indem man alle und wj^, sowie £' und H' gleich Null setzt: 
daraus t'c li:t dann ; = 0, und daher X^* s 0, » 0, 

und es bleibt allein fthrig: 

Hierin vertauschen wir 

f mit » « nut -ji , r mit , 

«netzen das constanle durch M and haben dann die Schlnas* 
f>rmela: 

- iV-sn. mJ;-.y.. (ho) 

Vewchviv.det das Äussere Momeni .Y,. wie z. B. wenn die 
:>ti*t.Ar.:e ;i;>r iusseivn Kräfte dumi den Schwerpuakt geht, so 
winl «ite Roution$^e>vbwindi4:keii it^ ii co:i>vaaL So. wenn eine 

>i::;w<f^f Ttrt.v'Älo Svhoi'tH' v.*::: t:nv V.M-u --:tik> Axe darch ihren 
S:hwtr*j unkt wibuKcstt^ virt hKv ia ^ia«r Ieioh:en Gabel befestigt 
ist« ii.e ir.rer^:;^ als t.ne Peadels?;ir.^v ^zi eiaer ebenfalls hori- 
j^^Tiu'j ^ ;vi'.s<:d* aaflie^ Di**^ Ptii.l- . srhw:::^ dann wie ein 
esr.:*v::> Vv^s *:t:rr L.^:.cc" jrl^ioh vii rj^ At^t^rvi der Drehongsaie 
d<fr S: :.:iit:.iir« ;^r.d d:e Houts^n: A<t Srieii^e ist ohne lubiflass auf 

Kir:i?p iT.:«rr«»*r.:* AswYai;ir^:L Gl ::r.-::|ren JIO) sind 
i'"'*l«tr..if« ■r^>vrsvr.-.z; s>f«i»?ri j*i::ic£3S Jk«täscheiben ron in 
<v!iv**r:r*rr<5 K 'i^.s ^VÄtar.wz *\chCAke;;«a tvvaas. ihre Resul- 
TATf aSer ri^-r c«'::: V^rs^t^^f-ie^ :^r::^«litar aaf Engeln oder 
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Fig. 80. 



1. Rollen einer schweren Kreisclieibe auf einer Tollkommen 

reibenden Bahn. 

Vollkommen reibend nennen wir eine Balm dann, wenn jeg- 
liches Gleiten anf ihr unmöglich ist, ein Körper auf ihr sich also 
nur durch Bollen fortbewegen kann ; 
TOD einer rollenden Beibung werde 
zonächst abgesehen. 

Habe die Scheibe den Kadius H 
und sei y — f{x) die Gleichung der 
festen Curve, auf der sie rollt, und 
die natürlich, nm das Hollen zu 
ermöglichen, nach der Seite der 
Scheibe einen Elrümmungsradins 
o > R besitzen muss, dann bewegt 

sich der Schwerpunkt auf der zu ^JT 

jenerCurve parallelen im Abstand/^. 
Während der Berührungspunkt den 
Weg ds zurücklegt, wandert, wie 
Fig. 30 schliessen lässt, der Schwer- 
punkt durch den Weg 

d(T=-ds^ NrfX, (111) 

falls dx = X — X den Zuwachs des Winkels x des Currenelementes 
mit der A'-Axe oder der Normalen mit der — F-Axe anf der Strecke 

da bezeichnet 

Damit ein vollkommenes Bollen stattfinde, ist nöthig» dass 

d*-Ä(rf9PH.<ir) (111') 

ist; dabei ist der Dreliungswinkel ff wie in der Figur 30 gezeichnet, 
also in negativem Sinne gezählt, nnrl es niuss das Drehun^snioment 
in demselben Sinne gerechnet werden. Die Summe beider Gleichungen 
giebt: 

d(T = Jld(f. (III") 

Die Kräfte, welche die Scheibe erfikhrt^ sind die Schwere 0 » mg^ 
die parallel der — F-Axe im Schweq)unkt angreift, der Beactions- 
druck N der festen Bahn, der in der Bertlhrungsstelle normal zur 
Bahn wirkt, also gleichfalls durch den Schwerpunkt Lreht, endlich 
die Beibnngskraft P., die mit unbekannter Grösse in der BerOhrungs- 
itelle parallel der Bahn wirkt and die wir parallel mit s positiv 
redinen. 

Wir machen uns von allem Anfang von dem Heactionsdruck X 
frsiy indem wir ans den beiden ersten Bewegnng8gleichungeu(110)die- 
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jenige bilden, welche die Beschleiinigtiiig des Schwerpunktes längs 
des Bahaelemeiites de bestimmt; sie lautet: 

. «-—^«-08111;^ + ^,. (112) 

Ein Diehnngsmoment liefert nnr die Beibang; dasselbe wirkt 
bei unseren Annahmen fiber und (p der Drehung entgegen; wir 
haben also statt der dritten Formel (110): 

M^--äP,. (IIST) 

Eliminiren wir hieraus die unbekannte Eeibung P^, so erhalten 
wir in Kücksicht auf (III"): 

Der Mittelpunkt der Kreisscheibe bewegt sich also 
ebenso wie ein Massenpunkt von der Masse (m + M/i^? 
die feste Bahn <r gebunden ist Ftthrt man den TrS^eiis- 
radius X ein, so giebt dies auch: 

^«*-Ösin;r. (113') 



Mail heiiierkt, tlass hier ein Fall vorliegt, bei welchem der 
Körper, auch wenu man seine Dimensionen beliebig klein wähit, 
sich niemals wie ein Massenpunkt verhält, in dem die ganze 
Masse tn vereinigt ist, uümlich nie eine von seiner Gestalt und 
Zusammensetzung unabhängige Bewegung annimmt, denn das Ver- 
bältniss x* ! R* ist von dem absoluten Werth der Dimensionen vull- 
ständig unabhängig, z. B. lur den Fall einer homogenen Kreisscheibe 
nach S. 219 gleich \. für den einer Kugel nach S. 220 gleich f. 

Ist die Baiin eine schiele Ebene, so ist x constant gleich a und 
da identisch mit ds\ es folgt demgemäss: 

(ff - qR' . 

Diese Formel entliält die Theorie der Fallversuehe Galilei's 
auf der sclneiöu Eben« . vorausgesetzt, dass jene voiikommen 
reibend war, falls man dann für m' den Werth f R* setzt, der 
em«.'r Kugel i-ntsjiriidit. Die Beschleunigung durch die ijchwere ist 
also bei der rollenden Kugel zwar constant, aber nur der § te Theil 
von der bti einem ohne Reibung irleitenden Punkt wirkenden. 

Ist die Bahn eine verticale Kreislinie vom Kadios {L + so 
ist (i« s 4- H^dx, also nach (1 11'): 
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daher aiicli nach (118): 

Man erkennt« dass man eine Pendelbewegong erhält mit der 
Dauer 



^^"^y — "I/jtp 



flAr die einCftohe Schwingung. 

Die Grösse der Inanspruchnahme der gleitenden Reibung be- 
stimmt sich aus (112) und (113): 

p ^^Msin/ öx sin/ ^ nmn 

sie ist also von der Gestalt und der Massenvertheiliiiig des be- 
trachteten Körpers abhängig, auch wenn derselbe unendlich klein 
ist, und hierdurch erklärt sich, dass die resnltirende Bewegung sich 
ebeoäu verhält 



-. Bewerbung einer 'schweren Kr^issclieibe auf h orizo utaler 
Ebene unter der Wirkung der rollenden und der gleitenden 

üeibung. 

Wesentlich an der Fassung des Problemes ist wiederum, dass 
die Drshnngsaze des bewegten Körpers horizontal und sieb selbst 
parallel bleibt; wenn dies erfüllt ist, gilt die erhaltene Lösung auch 
für die Bewegung einer Kugel oder eines RotationseUipsoides. 

Von der gleitenden Beibung haben wir bereits im ersten 
Tbeil gehaadelt und gesehen, dass dieselbe eine Kraft ist, welche 
in der BerOhrnngsstelle der Bahn angveift, der ikctischen oder nur 
erstrebten Bewegung des Körpers relativ zur Bahn entgegenwirkt 
und eine StSrke besitzt, gegeben durch die Beaction der Bahn gegen 
den Körper, multipticirt mit einem Factor », der zwischen den 
Grenzwerthen ± <>, je nach dem Grad der Inanspruchnahme, jeden 
behebigen Werth annehmen kann, v ist der der Natur der sich 
berührenden Körper individuelle Beibungscoöfficient 

Die rollende Reibung ist aufzufassen als eine Kraft, die 
dem Bollen eines Körpers entgegenwirkt, also zun&chst ein seiner 
Botation entgegenwirkendes Moment um eine Axe durch den Be- 
rftbrangspunkt austtbt^ das man ebenfalls gleich dem Product aus 
dem Normaldruck N des Körpers gegen die Bahn in einen Factor r 
setzen kann, welcher zwischen den der Natur der sich berOhrenden 
Körper indinduellen Grenzwerthen i: ^ je nach der Inanspmch- 
lukhme jeden Werth annehmen kann. 
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Da die gleitende Beibnng an dem Hebelann R angreifend ein 
Moment um den Schweipunkt ansttbi, so haben wir die folgenden 
beiden Bewegangagleichongen: 

tA'^J^NiRn-r), (114) 

Hierbei ist ^ in dem Sinne positiT gerechnet» dass es mit | 
wftchsty faDs der Körper rollt ohne zu gleiten; | rechnen wir positiv 
in der Bichtong der Anfangsgeschwindigkeit Wenn der Kdiper in 
positiver Bichtang gleitet, so ist n = + ir, wenn in negatiTer, 
so nss — p; bei reinem Bollen treten die zwischen diesen Grenzen 
liegenden Werthe ein. Wenn der Körper in positiv em Sinne 
rollt» ist r»-!-^, wenn im negativen» ist ri«»(>; bei reinem 
Gleiten treten die zwischen diesen Grenzen liegenden Werthe aa£ 

Wir setzen nun mg, M » m»* nnd haben: 

gn, «•^^«^(ÄÄ-r). (114-) 

Di* t Tstc Integration ^riel)t. soweit rollende und gleitende Keibimg 
Toü m Aiiaiiruch genomuieu, n uud r also constant sind, 

v^^^v.-^gni, x*to^M''^^^x'ü).+gtiRn-r), (115) 

falls die anftu^che immer positive Linear-, die anfltogliche 
positive oder negative Botationsgeschwindigkeit bezeichnet. Bechnet 
man | nnd ^ von den zur Zeit I «• 0 stattfindenden Werthen an, 
so giebt die zweite Integration das Besoltat: 

fwmvj — ^(jnt% x" (p — (ü^t ■\- \ge{Rn — r). (115) 

Für die Discassion nehmen wir specielle Fälle. 

a) Sei zur Zeit i^Q die Rotationsgeschwindigkeit tu 
positiv, aber kleiner als r«/i?, so dass also an der Berfthrungs- 
stelle die Bewegung des Körpers in positiver Richtung stattfindet. 
Dann ist rn+(» nnd es gilt san&chst: 

v^^^=^v,^gvi, Äa> = A'^*J=i?(u.+ (116) 

die gleitende und die rollende Beibung wirken im negativen Sinne 
mit voller Kraft 

Für den Fortgang ist wesentlich, ob im Laufe der Bewegung 
d^jit » V gleich oder kleiner als Rdtpldt = R«o, d. h. 

werden kann. Dies findet unter der gemachten Annahme > o»« 
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BOT stat^ wenn 

ist; aber da die rollende Reibung in Wirklichkeit viel kleiner ist, 
ah die gleitende, so kann man diese Beriebnng als stets «rfilllt 
ansehen. 

Die Gleichnngen (116) gelten also bis zu dem Augenblick 
wo « » Rat = «1 wird, der gegeben ist durch: 

zn diesem Zeitpunkt findet ein Rollen oluie Gleiten statt. 
Die gleichzeitigen Werthe v, und ro, sind gegeben durch: 

es ist bemerkenswerth) dass für Terschwindende rollende Beibung 
(C = 0) dieser Aosdrack zu 

also frei von der gleitenden Reibung wird. 

Da die Reibnng als eine Widerstandskraft nttr Geschwindigkeits- 
differenzen der reibenden Körper aufhebt, aber nicht solche her?or- 
TuSt, so kann das Gleiten, nachdem es einmal aufgehört hat, nicht 
wieder beginnen; es muss also nun dauernd Rm bleiben und 
die gleitende Reibung einen zwischen ± w liegenden Werth n be- 
sitzen, während die rollende Reibung mit voller St&rke wirkt, da 
ja das Rollen noch andauert Wir haben also in der tou t^it 
beginnenden zweiten Periode die Beziehungen: 

,„ - <J , üa, S^, + J('-0*t^"-ft ), (117) 

MS denen sich sowohl — i7a> als n, d. h. die Inanspruchnahme 

der Reibung, ergiebt Denn aus 

folgt 

und demgem&BS wird: 

.=Ä«,-..-»^<|-; , (1170 

die Geschwindigkeit nimmt gleichförmig bis zu Null ab und erreicht 
Werth zur Zeit t,, die gegeben ist durch: 
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Der ganie Voigang stellt sich ar.- 1 anlich dar in einem Coor- 
dinatensystem, das die zur Zeit t gehöiigen Werthe toh v und 
enthält (Figur 31> 

In der ersten Periode^ wo 0 < I < A ist, nimmt r gleich- 
förmig ab. Röi gleichförmig zu, und zwar wird, da x' erheblich 
kleiner als (fkkr die Kogel gleich iR\ für den Cjliiulvr gleich 

und ^ ebenfalls sehr 
klein neben Bp ist. die 
Schweqinnktageschwindi^eit 
r langsamer ahnefamen, als 
die Botaüonsgesch windigkeit 
Rm eines Bandpunktas za- 
nimmt. Zar Zeit i » ist 
JRt» B r und es nehmen too 
da ab beide c^eichmftssi^ 
aber viel langsamer, als m- 
Tor r, mit der Zeit ab. 
^ecielier einfacher Fall liejrt Tor, wenn anfangs gar keine 
Rotation stattfindet. &> also gleich Noll ist, wie dies stattfindet» 
wenn die Bewegung durch einen hoiiaontalen eentiischen Stoss 
herroiigebracht ist Dann gilt einfacher; 

r.J^ f , Ä ( r Ä - p) 




Für. 31. 



r, = ^w, « 



(118) 



and &Ils noch die roUende Beibnng mschvindet; 



Ik(ü^ — 



Für eine nicht rollende, s(mdeni nur gleitende Masse würde 
die Geschwindigkeit r nach einer Zeit I' » r. y r verschwinden; die 
Tergloichung dieses Besaitetes mit dem Toistehenden giebt einige 
einlebe S&ue über den Einflvss der Rotation. . 

b Sei zur Zeit t = 0 die Rotationsireschwindigkeit o), 
positiv» : r cr> >->er als r ;V; dann liüdtt die VerschieluiDg 
dvr VV.( :iu ,:r lios K n ot-> ;v.. v'u r H- rlhrungsst^lle nach der nega- 
tiven SoiU iäiiji - :..r.» : ;<r :zleioh — r werden, während r 
gii'ich + p hleibt> da du K*>t«nonsni hiuitg positiv ist. 

Wir hal'cii iiisö ji Ut; 



r " 



: R^.^ P^t^^l±.9l; (119) 

demgettAss wird hier die Rotationsgeschwindigkeit durch die Reibung 



ät 
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Terideinerl» die Schweipiuiktageschinndigkttt ▼ergrOBsert, und zwar 
entere in höherem Grade als letztere. Zu einer Zeit 



(Ä - Po) 



(119-) 



ist « s Rm und besitzt den Werth: 

t,,-/^ai. 

Hier wechselt plötzlich n Vorzeichen und Werth; es wird 
n= RqI {R' •\- X*) und bleibt des Weiteren: 



(119) 



(120) 



wie in dem Torigen Falle. Fignr 82 verdentlicht den Verlauf. 

Als interessanter 8pe- 
dalijall bietet sich der, dass 
mi Zeit / = 0 nur eine Bo- 
tationsgeschwindigkeit «u» vor- 
handen, also 9a B 0 ist Es 
gilt dann: 




Fig. 88. 



c) Sei zur Zeit 1^0 die Botationsgeaohwindigkeit 
aegatiT gleich — oi«, wo nun ai. > 0 ist» so gelten die Haupt- 
gleiehnngen aus a]^ nur ist a>« mit — s»« P nut ~ ^ zu vertauschen; 
also wird: 



r st 



^1 



v.~gptr Riü^ R^^^Rüf^-^Mgi^^t—' (121) 



Da V und Ra anfniv/- entgegengesetztes Vorzeichen haben, so 
masSy bevor sie einander gleich werden, entweder das eine oder das 
lodere durch Null hindurchgehen und sein Vorzeichen wechseln, 
ff wird gleich Null für 

(121') 



wird gleich Null für 



^9 



giRp + 9) ^ ' 

Sei zunächst i" < i\ erreiche also <o zuerst den Werth Kall. 
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80 kehrt im Zeitpnnkt I" mit der Rotation auch f «eio Vondciieii 
tun, Qnd es gilt von da ab: 

Von der Zeit <i ab, fiür welche v = Uta ist» tntt daseeibe Pbft- 
nomea ein, das unter a) discutirt ist (Fig. 33). 

Interessanter ist der Fall, dass /' < f" ist. aleo r eher Ter* 
schwindet» als ei. Hier kehrt sich mit der Bichtung der Schwer- 

pmktsg^hwiudigkeit die 




Flg. 33. 

wihrend r den Werth hat 



Hichtnng der gleitenden 
Eeibung nicht am, denn 
sie hingt nur ab ?on der 

Bewein L^riditnng der 
Theile des Körpers an der 
BerfihmngasteUe und diese 

ist positiv, so lange v > Em 
ist. £s gelten also die 
Formeln (121) unver- 
ändert, bis r = Ä ft> ist; 
dies findet statt zur Zeit: 



(123) 



der nach der gemachten Annahme T < negativ ist 

Von der Zeit ab findet die Bewegung nach dem Gesetz statt: 

Q Rftt- (123") 



= fu = 



s 

I 



nämlich mit negativer bis zu Null abnehmender Geechwindi|^t 

Der Vorgang ist in 
Figur 34 hinsichtlich des 
G^setzea derOeschwindig- 
keiten dargestellt Von 
I » 0 bis I » r geht der 
EOiper vorwärts mit rftck- 
Wirts gerichteter Rotation, 
sowohl gleitend als rollend 
linear* und Botationage- 
schvindigkeit nehmen dar 
bei ihrem absohiten Werth 
IV. s«. nach ab. 




x 
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Zur Zeit immfni die X/ineargeschwiiidigkeit v vernichtet^ und 
die aegfttiTej noch andauernde Botation bewirkt eine gleich- 
formig beichleiinigte Fortschmtong in negativer Richtung, d. h. 
rftdnviits, zusammengeaetzt aus Gleiten und Rollen; um die 
Zeit t, hat die Lineargeschwindigkeit dem absoluten Werthe nach 
ihr Mi«iinqin erreicht nnd nimmt nun bei einfachem Rollen gleich- 
armig wieder ab bis zu Null. 

Wird V und Roj gleichzeitig gleich Null, bo bleibt zur Zeit 
der Körper stehen; die Bedingung dafür ist 

diese! l)c wird fftr verschwindende rollende Reibung {g = 0) von der 
gleiteudeu Reibung ebenfalls unabbüugig und giebt x^tu, = 

§20. Anziehung raumlich vertheilter Massen nach dem Newton '- 
iok«n Oetetz; Wirkung auf einen ausserhalb gelegenen Maasenpunkt 
in dem lall grosser gegenseitiger Entfernung. 

Das NEWTON'sche Gesetz tür die gegenseitige Anziehung zweier 
Mnssen])uiikte m und m, in der Entfernung r ergiebt die Grösse der 
wirkenden Xraft 



und ihre Richtung zusammenfiEdlend mit der Richtung von r. Die 
Kraft besitzt nach S. 142 ein Potential 0, das bis auf eine will- 
kürliche additive Constante lautet 

0 SS — 

r 

ttud durch welches sowohl die auf m,, wie die auf m wirkenden 
Kraftcompoaenten sich nach den Formeln 

X^'-d^ldx, . . . X, — d0/da:„ ... 

bestiüiüieu, falls x, i/, x die Coordiiiateu von m und x^, y,, ^, die 
Ton m, bezeichncü. Diese Resultate bleiben uiigeäiuli rt, wenn die 
Massenpunkte ersetzt werden durch räumliche mit Masse erfüllte 
Volumenelemente dm und dm„ die klein gegen ihre Enttt rnuug sind. 

Gehört dm einem endlichen Kürpt r so ist die Resnltireude 
aus den von allen seinen Elementen auf w, uusgt lililcn Iviaften 
nach S. 51 zu berechnen, indtiu mau die parallelen Compünent'n 
A'^, Zf^ aller El< uientarwirkungen nach den Cuordinatenaxen 
summirt und (Ii»' so < rhaltenen Gesammtcomponenten A',. Y,, Z, 
:i;i< }i d« m l aiallrlogramin zusamnn nsct/t j^emüss dvm Schema: 

AV - A7 + + z:. 
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Für den Fall eines conti nuirllche» Körpen treten an Stelle der 
Summen Integrale Uber alle Volumenelemente. 

Besitzt wieder das Element im die Coordinateu x, y, z, die 
Masse m^ die Goordinaten y., x^, so wird nach dem Gesagten 
gelten: 

Xt — fm^ J * ^ ^fm^ 

Y,^fm,f^--^-^-dm, (124) 

Berücksichtigt man, dass 

- (a; - 05,)» 4- (y -y.)* + 

ist, dass also gilt 

dr ^ (9 - Xt) d r (y - yj dr _ _ {* — t^) 

80 erkennt man, dass man die Werthe X,, 1\, Z, auch schreiben 
kann: 



J dyi 



r.== + /t/^ l!L(im, (1241 



Z fm, iJLdm. 

Hierin kann man, wenn es sich um die Attraction von Punkten 
ausserhalb des Körpers handelt, wenn also r niemals unendlich 
klein wird, das Differentialzeichen unbedenklich vor das Integral 
ziehen — im anderen Falle bedarf es dafür eines besonderen Be- 
weises — und erhält: 

X,^-d(l>ldx,, y, ^-ö^/o»//,, Z,^^d0ldz,\ (125) 

di«' auf den Masspupu n kt m, wirkenden Kraftcomponf nton 
sind also auch jetzt gieicb den negativeu partiellen Diffe- 
reutialqaotienten eines Poteutiales 

das nach dem eingangs Gesagten die Summe aller Nbwton*- 
schen Kl* mentarpotentiale ist, welche die einzelnen 
Massenelemente dm auf «it, ausüben. 
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Interpreiirt man die in (125) aaftretenden Diffurentialquotienten 
ib die auf die Läogeneinlieit reducirten Aenderungen von 0, welche 
(otsteheoy wenn der Massenpirnkt tn^ parallel der + X-, + Y-^ 
+ Z>Aze Terecboben wird^ während der Körper m ruht» bo kann 
mao in demselben Sinne für die nach einer beliebigen Richtung s, 
genommene Componente Si auch schreiben 

Die letztere Formel wuIlen wir insbesondere auf die Linienelemente 
dt, anwenden, die der Punkt znrttcklegt, wenn man ihn bei un- 
g^nderten Abständen n^, von den Coordinatenaxen in Bezug 
aaf letztere um die unendlich kleinen Winkel dl,, dji,, d i\ dreht 
Daon liefert sie die Componenten A'_^, A',^, Ä^, welche der ^hissen- 
pimkt in den Richtungen erfahrt, die zugleich normal zu dem Radios- 
vector e nach dem Coordinatenanfangspimkt und zu je einer Coor- 
dioatenaxe stehen, gemäss den Formeln 

jr =-ö0/ri,c!/.., a; =t-da>/» öjti,, A". =-öa>/>/ öv.. (i25") 

Nun sind aber n^, ii^, die Hebelarme, an denen jene drei 
Componenten um die Coordinatenaxen drehen und wir erhalten so- 
mit nach {H") für die Drehungsmomente L,. J/„ N„ die der Punkt »t, 
seitens des Körpers m erleidet, die Ausdrücke 

L^^^d^iöK, M^^^dfl^ldfi,, iV; = -ö0/dv (125") 

Ebenso wie fttr den angezogenen Masseupunkt t»i die 
Componente nach einer beliebigen Richtung aus dem 
NEWTON'sehen Potential durch eine Verschiebung des 
Punktes nach dieser Richtung abgeleitet werden kann, 
bestimmt sich das Drehungsmoment um eine beliebige Axe 
mit Hülfe einer Drehung des Punktes um jene Axe. 

Von den vorstehend erhaltenen Formeln können wir noch eine 
andere Anwendung machen. 

Da die NBWT0N*sche Gravitation mit gleicher Wirkung und 
Gegenwirkung in der Verbindungslinie ausgettbt wird, so sind nach 
S. 171 und 178 ihre Gesammtcomponenten und -momente innerhalb 
eines Systemes gleich Null. Auf unser System von nur zwei Körpern 
angewandt folgt hieraus, dass die Componenten und Momente 
nach den Coordinatenaxen, welche der Körper m you dem 
Punkte m, erfährt, denjenigen entgegengesetzt gleich sind, 
die er auf ihn ausübt 

Bezeichnen wir die Componenten nach den Coordinatenaxen, 
die der Körper m eriährt, durch A', F. Zy so ist nach dem Gesagten 
zunächst 

W. Voi«T, VMhaoJk. Zwrtl« Aafl. 2t 
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dabei beziehen sich die DifferentiaLquotienten auf ilie Aendenmg 
Ton 0 bei einer Verscbiebung des Fnnktes parallel zur + A-, 
reep. znr 4* T- und + Z-Axe bei festgehaltenem Körper m. Da 
aber ^ nur von der relativen Lage von m gegen m. abhängt, 90 
wttrde es sich in gleicher Weise ändern, wenn man den Punkt tHi 
festhielte und den Körper m ohne Drehung parallel zur — X-, resp. 
zur — Y' und — Z-Aze verschöbe. Misst man eine solche Ver- 
schiebung an der Aenderang dx^, dy^, d»o der Coordinaten desjenigen 
Punktesi der ursprünglich mit dem Coordinatenanfaug zusammenfiel, 
so erhält man ebenso auch 

X^-d^jdx., 7^-d0ldy., Z^^d^ldz^, (12ti) 

Filr die Drehungsmomente M, N, die der Körper m erleidet» 
erhält man zunächst 

Da aber die relative Lage des Punktes gegen den Körper sich in 
derselben Weise ändert, wenn um dieselbe Axe der Punkt in posi. 
tiver, oder der Körper in negativer Richtung gedreht wird, so erhält 
man bei Einführung der Drehungswinkel K Ih * ^'^^ Körpers um 
die Coordinatenaxen 

L^Jd0idXy if--d«>/dj», jv--d0/a». (m") 

Da 0 hiernach ebensowohl die Wirkungen bestimmt, welche 
der Massenpunkt wi,, als die, welche der Körper m erfährt, so be- 
zeichnet man auch als das Potential der Wechselwirkung 
zwischen dem Körper und dem Massenpuukt. 

Ziehen wir noch die Willkürlichkeit der Coordinatenip:en in 
Betracht, so können wir folgenden Satz aussprechen: 

Die Gesammtcomponente nach einer beliebigen Rich- 
tung und das Drehungsmoment um eine beliebige Axe, 
die ein Körper nach dem NEwroN'schen Gesetz seitens eines 
Massenpunktes erfährt, bestimmen sich ans dem Potenttal 
ihrer Wechselwirkung durch partielle Differentiationen, 
die resp. eine Verschiebung des Körpers parallel jener 
Richtung und eine Drehung um jene Axe darstellen. 

Die Gültigkeit dieser Resultate ist nicht auf den uns zunäch'^t 
allein interessirenden und weitaus wichtigsten Fall der Newton- 
sehen Attraction beschränkt, sondern gilt überall, wo es sich um 
wechsehvirkende Kräfte zwischen den einzelnen Hassenponkten 
handelt» die ein Potential besitzen. — 
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Die Ansrechnuiig entweder der Integrale für X, Y, Z oder des 
einen Integrales ftür <P bei gegebener Gestalt nnd Massenyertfaeilnng 
des anziehenden Körpers ist nnr in wenigen Fftllen mit Strenge 
durchilüirbar. Ehe wir einige solche f^e behandeln , geben wir 
eine Beihenentwickelung ftLr jene GrOasen, welche nnr voraussetzt, 
dass die Dimensionen des Körpers klein — wir sagen klein 
?on erster Ordnnng — sind gegen seine Entfernung von dem 
angezogenen Massenpnnkt 

Legen wir den Coordinatenanfang in's Innere des Körpers, so 
sind die Coordinaten x, » von derselben OrÖssenordnnng wie seine 
Dimensionen, also klein gegen r, und wir können demgemäss in dem 
Werthe für 0 die Grösse 1 fr nach dem Mao LACBnr'schen Lehrsatz 
entwickeln. 

Dabei beachten wir zur Verein&chnng der Rechnung, dass 
Xftf,»in 1 /r nur in den Verbindungen x — x^f y^y„ »'^Zi vor- 
kommen, nnd dass deshalb z. B. 



ist, falls e den Werth von r bezeichnet, der den Coordinaten x^Q, 
y a 0, « » 0 entspricht, d. h. falls e den Abstand des Massen- 
Punktes i»i vom Coordinatenanfang bedeutet DemgemSss wird: 



Benutzeu wir die früheren Be/eiL-liniingon ^, ^, ^ für die Scliwer- 
punktiicoordinaten E, H. Z uiul £ , H , Z für dir Trä^'h^its- und Dcvia- 
tionsmomente des Körpers um die Coordiuatenaxeu, so giebt dies: 





dm. 



(127) 




(1270 
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Dioser Ausdruck wird Tereiiifacht, wenn mau den Coordiuatcn- 
anfangspunkt in den Scbweiptmkt legt, also | = 0, = 0, w = 0 
macht-, hierdurch TerBchwinden in ihm nämlich alle Glieder erster 
Ordnung. 

Lässt man weiter die Coordiuatenaxen mit den HanpUrägheits- 
axen dorch den Schwerpunkt zusammenfallen, so wird 

H'-O, H'==0, r-O, = = A, H = B, z^r, 

unter A, B, f die Haupttriiglieii*.iiiomente für den Schwerpunkt ver- 
standen. Benutzt man noch endlich, dass aus = x* + + folgt 



6 3a^' 1 



öas.» «• «•/ By 

60 hndet man i i i 

t5'- ö'T 



+ ...= + .7^-0 (127-) 



Bx* byr dx,' 
und erhält dadurch schliesslich 

Da A/e', B/c", T/«* nach unserer Festsetzung neben m klein 
Ton zweiter Ordnung sind, so ergiebt diese Formel den Satz: 

Das NBWTOK'sche Potential eines endlichen Körpers m 
auf einen äusseren Massenpunkt wird, bei Vernach' 
lässignng der Glieder zweiter Ordnung in Bezug auf das 
VerbältnisB aus den Dimensionen des Körpers und der 
Entfernung seines Schwerpunktes von i»„ gegeben durch 
— fmm./e, ist also dasselbe, als wäre die ganze Masse des 
Körpers in seinem Schwerpunkt vereinigt 

Die Beibehaltung der Glieder zweiter Ordnung er- 
gänzt das Potential um einen Ausdruck, der allein Ton 
den Hauptträgheitsmomenten des Körpers m in Bezug auf 
seinen Schwerpunkt und von den Ooordinaten des Punktes 
m, gegen die Hauptträgheitsaxen abhängt. 

Zwei Körper von gleicher Masse und den gleichen 
Hauptträgheitsmomenten um den Schwerpunkt liefern aUo 
bis auf Glieder dritter Ordnung exclusive auf gleiche 
^fasst iii)iinkte hei gleichen Lagen gegen die Hauptträg- 
heitsaxen durch den Schwerpunkt auch gleiche Potentiale. 

Die Trägheitsmomente spielen hiernach noch in einem ganz 
anderen Gebiete, als in dem sie zunächst eingeführt waren, eine 
weseutUche Rolle. 
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In speciellen FftUen Tereinfachen sich diese BesultAte weiter. 
Beätit der K5iper drei gleiche Hauptträgheitsmomente B, T um 
den Schwerpunkt, so zerstören sieh nach (127'") die Glieder 2weiter 
Ordnung gegenseitig; dies gilt z. 6. für alle regul&ren Polyeder. 
Ist die Ifasse des Kdrpeis Überdies in Bezog auf seinen Schwerpunkt 
derartig symmetrisch Tertbeilt, daas sich an gegenflberliegenden 
Iqoidistanten Punkten gleiche Massen befinden, so sind alle Inte- 
grale von der Form fa^äm, fa^ydm, ... gleich Null, so fehlen 
also in dem Ansdmck (128) ^e Glieder dritter Ordnung und die 
aofl der Betrachtung der Glieder zwmfer Ordnung abgeleiteten 
Sitze gelten bis auf irierte Ordnung exdnsiye. 

Bei Ht'SL'hräukuug auf die Glieder zweiter Ordnung nimmt 0 

die Gestalt au: 



0 = - 



(128"') 



—e"- - i^i^^^^'-^*) + B(3y;-a*) + r(3V-e')]) (128') 

oder bei Einführung der Cosinus u = x.je, ßs^yje, y = «i/« der 
Winkel, welche e mit den Hauptträgheitsaxen einscbliesst: 

0 = - (« - ^ [A (3«*- 1) + B ^a^- 1) + r (ay-- l)]) . (128") 

In Rücksicht auf den Werth, welchen das Trägheitsinonu ut M 
um die Richtung von e nach Formel (36") besitzt, schreibt sich 
dies auch: 

0 « - /•-'^(m + ^,(A + B + r - 3M)), 

wobei 

M^Aa'+B/J'+r/. 

Nach dem S. 136 Gesagten bieten die Flfichen constanten Po- 
<entiales ein bequemes Mittel zur Veranschaulichung der Yerthei* 
lang der Kraft in einem Kraftfeld. Üm die Gestalt dieser Flftchen 
leicht zu erkennen, berdcksicbtigen wir, dass nach der gemachten 
Annahme das zweite Glied in der Klammer klein zweiter Ordnung 
gegen das erste ist Wir erhalten sonach eine erste Annäherung, 
wenn wir dasselbe Temachl&ssigen. Hier liefert die Gleichung 0 » o 
ihr t einen constanten Werth g ^ — fmmjc, also Potentialfl&chen 
Ton Kugelgestalt Bei Berücksichtigung des jetzt vernachlässigten 
Gliedes werden wir also Warthe a erhalten, die sich Ton einer 
Constanten nur um eine Grösse zweiter Ordnung unterscheiden. 
Setzen wir demgem&ss in Gleichung (128 " ) fUs^c und e = q + $, 
worin von erster Ordnung neben Eins ist^ so erhalten wir: 

<f + *-»[l + -.-„-J ^ (A + B + r - 3M)). 
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Nun ist aber das zweite Glied in der Klammer rechts selbst von 
zweiter Ordnung : die ßeibelialtuDg von b in demselben würde somit 
ein Glied vierter Ordnung liefern, das nach der einmal einge- 
führten Annäherung vernachlässigt werden muss. Wir erhalten so 
schlicsslieli für die Abweichung < einer Potentialfl&che Ton einer 
Kngelfläche mit dem Badius q den Auadmck 

' = r«7'A + B + r-3M). 

Hierin ist nur M (nnd zwar nach der in (128''') enthaltenen Formel) 
Ton der Richtung von « abhängig; es resultirt somit der Sats: 

Die Potentialflächen der NswüON'schen Wirkung eines 
Körpers m auf einen fernen Massenpunkt in zweiter 
Annäherung sind symmetrisch in Bezug auf die Haupt- 
trägheitsaxen des Körpers durch seinen Schwerpunkt Sie 
schneiden auf einem RadiusTector um so kürzere Strecken 
ab, je grösser das auf diesen Badius bezogene Trägheits- 
moment des Körpers m ist; der Unterschied ist um so ge- 
ringer, je weiter vom Schwerpunkt ab die Potentialfl&che 
liegt und yerschwindetimUnendlichen; benachbarte Flächen 
liegen einander also am nächsten auf der Aze kleinsten, 
am weitesten auf der Axe grössten Trägheitsmomentes. 

Es ist leicht zu erkennen, was sich hieraus f&r die Grosse und 
die fiichtung der Kräfte qualitativ folgern lässt — 

Die quantitativen Gesetze der seitens des Köipers m auf den 
Massenpunkt m, ausgeübten Kraft JT, sind sehr compHcirt; relativ 
einfache Werthe besitzen indessen die Gomponenten von Kt nach 
gewissen speciellen Bichtungen. 

So findet sich für die Gomponente Bi parallel zu dem Badius- 
vector da M von » unabhängig ist, aus (128'") sogleich 

/2. =- ^^^^ ^^ [m + ^(A + ß + r - M)). (129) 

Um die S. 821 besprochenen Gomponenten K^, h'^, normal zu e 
und zu je einer Goordinatenaze zu bilden^ muss man zunächst andere 
Goordinaten in den Ausdruck (128') einführen. Setzen wir 

ce Ä cos ß s=s sin »^^ cos t^, / =» sin »9" sin 

80 ist i7 drr Winkel /.wischen e und der A'-Axe, i" dci jeuige zwischen 
der Ebene durch e und die A-Axe und der A' i- Ebene, und wir 
erhalten 

0„_Z^^wi- 2^ A(3cos'i9^- l) + B(38in'^cos>- 1) 

4- r (3 sin' sin' w - l)j]. ^^^'^ 



Digitized by Google 



§ NiWToir'sche AttxActiou eines KQrpen auf einen fernen Punkt $27 



Da nnn identisch ist mit dem oben eingefährten Drehimga« 
Winkel dX„ und da esin & ^ $yi ^ identisch ist mit dem nor- 
malen Abstand % des Punktes von der X-Aze, so erhSlt man 
aogleich: 

= - erin^ay = "V - ^) sin t// cos t/;, 

Ihnliche Resultate gelten für und K,, 

Diese Ausdrucke sind sämmtliob neben i?, klein TOn der oben als 
tweiten bezeichneten Ordnung; Oleiches gilt somit von der Ge- 
sammtcomponente von JK; normal xu s, als deren Gomponenten 
sich die drei K^, A^, auffassen lassen. Da nun weiter gilt 
£;* « + St% so ist JT, nur um eine Grösse vierter Ordnung von 
Terachieden, die innerhalb der eingeführten Annäherung ver* 
Dschlftssigt werden muss. Da femer der Winkel zwischen JT^ und e 
gegeben ist durch die Formel tg (IT,, »)^ SJBt,^ ergiebt sich der Satz: 

Die Gesammtkraft JT,, welche der Körper m nach dem 
KxwTON'sohen Gesetz auf den Punkt m, ausfibt, kommt bis 
aaf Glieder vierter Ordnung mit deren Gomponente JR^ in 
der Richtung des Radiusvectors e nach dem Schwerpunkt 
Ton m überein und weicht in ihrer Richtung nur um einen 
Winkel ans « ab, der klein von der zweiten Ordnung ist 

Eine andere Darstellung der Verhältnisse erfaSlt man durch 
Einführung der Gomponenten X^, Tt, der Kraft iT» nach den 
Hauptträgheitsaxen. 

In dem Ausdruck (126') für 0 kommen die Goordinaten 
einmal explidte und sodann in e vor; man kann daher schreiben 

Ä. — -?*=- - . (18UJ 

' dx, De d«, ' ^ * 

wobei die D riirtcrentiationcn bezeichnen, bei denen a-,, y„ ^, und 
c die ünubhüntriijjen sind. Beachtet mau, dass d e'd x, = xj e — a 
ist, und kürzt man —D0jDe in Ä.', 3fmje* in A- ab, so erhält 
man 

X, = - Ä A) «, 1\ « {E: - k B) ß, = (//; - k f) y. (i 30') 

Die Gomponenten A', r„ Zt bestehen hiemach ans zwei Theilen, 
die, für sich je zu einer Resultirenden zusammengesetzt, eine merk- 
würdige Zerlegung der Kraft liefern, die der Hassenpunkt 

Der erste Theil von hat die Gomponenten R^a, Bt' ß, 
H^ff liegt also parallel mit e und besitzt die Grösse J2,'; der zweite 
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Theil A',' hat die Componenten —kf^a, —JcBß, — ^T;', er i=Jt 
nach dem Werth von k gegenüber dem ersten klein von zweiter 
Ordnung und weicht aus dem Radiusvector e ab. Ueber seine 
Richtung ergiebt die auf S. 294 eingeschlagene üeberlegung das 
Resultat dass K," normal zu der Tangentenebene liegt, welche das 
Hauptträgheitsellipsoid des Körpers in dem Scbnittptmkt mit dem 
Vector e berührt. 

Das vorstehend über die Kräfte erhaltene können wir in folgende 
Sätze zusammenfassen. 

Die Kraft, welche ein Körper w nach dem NEwroN'schen 
Gesetz auf einen fernen Massenpiuikt m. ausübt, hat bis 
auf Glieder vierter Ordnung ezclusive die Grösse 

(«+-^(A + B + r-M)), (18(n 

wobei 6 die EntfernnnL' von dem Schweri)unkt bezeichnet; 
sie variirt also auf einer um den Schwerpunkt von m con- 
struirten Kugel wie OM, wobei P und Q Constauten 

bezeic h nun. 

Ilire K'iehtung weicht jederzeit aus dem Radiusvector * 
in demselben Sinne ab, wip die Normale auf der Elien»'. 
welche iu dein Sclinittpunkt s'on ^ mit dem Hauptträgheits- 
ellipsoid dieses letztere berülirt. 

Für die Drehung:smoniente um die in die Hauptträgheitsaxen 
gelegten Cüordinatenaxeu, welche der Punkt m, erleidet, folgen aus 
(129") mit Hülfe der Ueberlegungen von S. 321 die Ausdrücke 

A = -^(B - nßr, - -^(r - A)y«f, 

Bfm ) 

Die Componenten und Drehungsmomente, welche der Körper m 
seitens des Punktes m, erleidet, sind nach S. 322 den Torstehend 
zusammengestellten Werthen entgegengesetzt gleich. Bildet man 
insbesondere hiernach aus (13(X") die Momente L„ M^-^ 

N^ — Nif 80 erh&lt man die Ansdrttcke, Ton denen S. 802 unter der 
Bezeichnung F, 0, H Gebrauch gemacht worden ist 

§ 27. Anziehung" räumlich vertheilter Massen nach dem Newton'- 
Bohen Gesetz; Wirkung' auf emen innerhalb ^ele^enen Massenpiinkt, 
Die Gesetze der Anziehung einer in cont^entrischen Schichten homo- 
genen Kugel auf äussere und innere Punkte i daa Oesetz der 

Schwerkraft. 

Das Newton'scIic Gesetz für die Wechselwirkung zwischen zwei 
Massenpunkten von endlichen Massen m und m, 
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liefert für die Kratt A' einen unendlich grossen Wertli, wenn die 
Entfernung r der beiden Massen unt iullidi klein wird. Olifrleich 
man insgemein alles l'ncncllichwfrden physikalischer (Trossen, als 
in der Natur nicht vorkommend, aussch1ie«*st, so ist do( h an dorn 
vorstehenden Resultat ein Anstoas nicht zu neliincn; denn das Ge- 
setz wäre in dem Falle einer unendlich kieinen Entfernung r über- 
haupt nur duuu anwendbar, wenn beide Massen selbst Räume er- 
füllten, deren Dimensionen klein gegen r waren. Dies letztere 
kommt aber in der Natur nicht vor; das Verhältniss von Masse zu 
dem eingenommenen Raum, die Dichte, folgt eben seinerseits auch 
der Re^ol, endliche Beträge nie zu tiberschreiten. 

Indessen genügt schon, dass die eine der beiden wechsel- 
wirkenden endlichen Massen eine endliche Dichte besitzt, also einen 
eodlicheu Kaum einnimmt, um ein Unendlich werden der Kraft bei 
beliebiger Annäherung des angezogenen Massenjiunktes an diesell)e 
aufzuheben. Wegen gewisser Anwendungen verdient dieser Fall 
eine nähere Untersuchung. 

Wir knüpfen dieBelbe an die völlig allgemeinen Formeln (124) 
fiUr die Kraftcomponenten A',, Y„ /, an, die wir nur dadurch um- 
g^alten, dass wir den Massenpnnkt zum Coordiuatenanfangs- 
punkt wählen und demgemäss s= 0, s 0, » ü setzen, wodurch 
r* den Werth annimmt 

Wir erhalten 80 zunächst 

X, = dm^ ffn,f^^^li:^J± u, B. f. (131) 

Hierin wollen wir dm durch das Product tdk aus Dichte und 
Eftiperelement ersetzen und darnach dk in Polarcoordinaten dar- 
stellen. Dazu denken wir Ton m, aus nach allen Seiten feine Kegel 
Ton heliehigem Querschnitt construirt, welche den ganzen Raum 
erfüllen; schneidet einer derselhen ans einer Kugel vom Radins Eins 
tun m, ein Flächenelement dt» aus, so sprechen wir ihm eine Oeff- 
nnng too der Grösse dto zu. Diese Kegel zerlegen wir dann 
durch unendlich viele um m, construirte Kugelflächen im gegen- 
seitigen Abstand dr in Volumenelemente dk. Eines dieser Elemente, 
das in einem Kegel tou der OeCfnung do> und in der Entfernung 
r von m, liegl; hat dann die Grösse dk » r^drdio. Hiemach nehmen 
die Ausdrücke für die Componenten X^, F^, Z, die folgende Ge- 
stalt an: 
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Xi^s f m,JJ e cos (r, sc) dea dr, 

T, aa f n^iJJ € COS (r, y) do) dr, (131') 

Die Integrationeii emd hierbei so zu Tersteheiiy daas zunächst über 
dr, d. h. fSiber den Tbeil eines Elementarkegela summirt wird, der 
innerhalb des Ton dem Körper m eiDgenommenen Volumens liegt, 
und sodann Uber dtat d. h. über alle Kegel, welche jenes Volumen 

schneiden. 

In der vorstehenden Form erkennt man nun ohne Weiteres, 
dass die Componenten X^, auch dann endlich bleiben, wenn 

man den Körper m dem Massenpunkt beliebig nalie rückt: (l*>nn 
die Integrale sind Ober Ausdrücke zu nehmen, die hierbei endlich 
bleiben. Gleiches gilt — und zwar noch in erliöhtem Maasse — 
wenn bei stetiger Dichte a der Punkt in das Innere des Köq)ers 
m zu liegen kommt; denn in diesem Falle heben sich, wie die 
directe Anschauung zeigt» die dem Punkt rings direct benachbarten 
Massen in ihrer Wirkung auf. 

Die Formeln ergeben dasselbe; beschreiben wir nämlich um 
eine Kugelfläche mit einem so kleinen JEUdius r, dass man innerlialb 
dessenien die Dichte des Körpers constant setzen kann, so ergiebt 
die Integration nach r ftU* den Antheil X'. den diese Kugel an 
der Componente liefert, allgemein den Ausdruck 

X* = fiu.Br f cos (r, x) den. (131") 

Liegt der Punkt m, im Innern Ton m, so ist das Integral wegen 
des wechselnden Vorzeichens von cos (r, «) identisch gleich Null, liegt 
er an der Oberfläche, so hat es einen endlichen Werth; im ersten 
Falle ist somit AV identisch gleich Null, im zweiten Falle unendlich 
klein von der Ordnung von r. Letzteres gilt ofl^enbar auch dann, 
wenn der Punkt m, in einer Fläche liegt, in welcher die Dichte a 
sich sprungweise ändert, z. B. in der Grenze zwischen zwei Ter« 
schiedenen homogenen Körpern, die sich berühren. 

Es mag besonders darauf aufmerksam gemacht werden, dass 
diese Deduction zu den letzten Resultaten nur deshalb führt, weil 
das Gesetz für die Kraft im Nenner keine höhere als die zweite 
Potenz der Entfernung enthält Wir sprechen daher den folgenden 
Satz aus: 

Körper von endlichen Dimensionen und endlichen 
Dichtigkeiten üben nach dem NswTOM^schen Gesetz anf 
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Massenpankte von endlicher Masse, mdgen dieselben ausser- 
halb, anf der Oberfl&che oder innerhalb der Masse liegen, 
jederzeit Kraftcomponenten von endlicher Grösse aus. — 

Wenn nach dem Yoistehenden die unendlich nahen Theile 
eines Körpers m auf einen Massenpunkt bei endlicher Dichte 
nur nnen^ch Ideine Antheile zu der wirkenden Kraft liefern, so 
kano man sie offenbar ohne Aenderung der Wirkung auch ganz 
beseitigen, d. b. um den Punkt einen Hohlraum und m, daher 
unter allen Umständen ausserhalb der wirkenden Masse bringen. 
Hieraus folgt dann, dass man an die Ansdrilcke (1 24) für die Kraft- 
eomponenten X, Y, Z ebenso für innere, wie ftlr äussere Massen- 
ponkte die S. 320 da^estellten üeberlegungen anknttpfen und die- 
selben durch ein Potential 0 von dem in (125 ) angegebenen Werth 
darstellen kann. 

In der That besitzt der Ausdruck 



die oben an den Kraftcomponenten nachgewiesene Eigenschaft, bei 
endlicher Dichte durch die dem angezogenen Massenpunkt un- 
endlich nahen Massen nur unendli«^ kleine Beiträge zu liefern, in 
noch höherem Maasse als jene; denn da der Nenner unter .dem In- 
tegral die nur erste Potenz der Entfernung r enthält, so ist der Antheil, 
den z. B. eine um construirte kleine Kugel zu <l» liefert, in Bezug 
asf den Kugelradius r nicht nur von erster, sondern sogar von 
zweiter Ordnung. Es bestätigt also auch diese üeberlegung, dass 
man bei Anziebungea nach dem NBWTOH*schen Gesetz durch An* 
bringung eines kleinen Hohlraumes um den angezogenen Massen- 
punkt letztere jederzeit ohne Aenderung der Wirkung von einem 
inneren zu einem äusseren machen und demgemäss die auf ihn 
wiikende Kraft durch ein Potential darstellen kann. 

* Die Kraftcomponenten, welche ein Massenpunkt m, mit 
den Coordinaten x^t y^t ^> nach dem NEWTOK*schen Gesetz 
seitens eines Körpers von endlichen Dimensionen und end- 
licher Dichte erfährt, sind far alle Lagen desselben durch 
das Potential ^ . 



darbteilbar nach den Formeln 

In wie weit andere Kraftgesetze analoge Resultate liefern, lässt sich 
nach dem Torstehend Entwickelten in jedem einzelnen Falle leicht 
feststellen. — 
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Wir wenden uns nun znr Bestimmnng des NBWTOv*schen 
Potentiales einer homogenen, unendlich dannen Hohl* 
kngel oder Kngelscbicht anf einen im äusseren und einen 
im inneren Räume liegenden Massenpunkt m,. 

Sei Q der Radius der Kagelschicht^ & ihre oonstante Dicke, 
e ihre oonstante Dichtigkeit» e der Abstand des angesogenen Hassen- 
punktes Tom Eugeicentrum. 

Wir zerlegen die Eugelschicht nach dem 8. 209 angewandten 
Verfahren in Volumenelemente, deren GrOsse 

ist, und erhalten, da die Entfernung r von dk nach gegeben 
ist durch 

« 4- «■ — 2^scos^, 

den Werth: 

2 .T .-r 

1>~-fm.fi^.-fn^f'{,.f,l f - 4" ■ (132) 

J r J J e - 2tieaos(f 

0 0 

Hierbei ist zu bemerken, dass die VV'urzelgrösse, welche deu 
Werth der Entfeniung r darstellt, stets positiv zu nehmen ist. 
Wir erhalten durch Integration: 

ff = 

Bei Ausfühning der Wurzelzeichen sind die Fälle zu unter- 
scheiden, dass der Punkt ausserhalb oder innerhalb der Kugel- 
flftche liegt, also Q^e ist 

Fflr äussere Punkte gilt 

• also a*^--lIliiiiLel£i«_i:^, (132) 

wenn die Mfisse der homogenen Eugelschicht ist 
FUr innere Punkte gilt 

e>Q, also 0^=,_/'m,4«(>d6 = -^"^-^. (132"1 

(iij^ ist demnach unabhängig vom Orte des angezogenen Punktes m,. 
Wir erhalten somit den Satz: 

Das NEWTON'sche Potential einer homogenen unendlich 
dünnen Eugelschicht oder einer materiellen Eugelfläche 
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auf äussere Punkte ist dasselbe, als w&re ihre ganze Masse 
in ihrem Mittelpunkt vereinigt, das auf innere Punkte ist 
eoDstant 

Die negativen Kraftcomponenten bestimmen sieb aus dem Po- 
tential durch Differentiation nacb den Coordinaten des angezogenen 
Ponktes m,, die gesammte resultirende Kraft nacb S. 136 durch 
Differentiation nach der Normalen n auf der Fläche constanten Po- 
tentialesy welche durch bindurcbgehti diese Normale positiv ge- 
rechnet im Sinne fallender Warthe 0. 

In unserem Falle sind die Potentialfläcben mit der gegeiienen 
ooncentrische Kugeln, ihre Nonnale fällt in die Richtung tob — e\ 
fertanschen wir ein&cb n mit —6, so bezieben wir die Kraft 
iQgleicb auf die vom Kngelmittelpunkt hinweg positiv ge- 
rechnete Richtung. 

DemgeiiKtss erhalten wir die Grosse der Kraft für äussere 
Punkte, wo e > (> ist: 

fiir innere Punkte, wo e < ist: 

A; = 0. (133) 

Eine homogene unendlich dttnne Kugelschicht wirkt 
nach dem NEwroK'schen Gesetz auf einen äusseren Punkt 
ebenso, als wäre ihre Masse in ihrem Mittelpunkt ver- 
einigt, auf einen inneren Punkt wirkt sie überhaupt nicht 

Durch Vorstehendes erledigt sich sogleich auch die Frage nach 
der Wirkung einer in concentrischen Schichten homogenen Kugel- 
Bchaale von endlicher Dicke, deren Radien wir mit und und 
deren Masse wir mit bezeichnen, auf Punkte des äusseren und 
des Hohlraumes; denn wir kttnnen die Schaala in Schichten der 
Torhin betrachteten Art von der Dicke &^ do zerlegen und deren 
Potentiale und Attractionskräfte einfach summiren. Es ergiebt 
sieb so: 

fmAnJ^^dr. (134) 

a; - - i^'^^j^ , a; = o. (134 ) 

Vorstehender Satz gestattet fOr Punkte im äusseren 
und im Hohlraum unmittelbar die Uebertragung auf Kugel- 
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schaaleii von endlicher Dicke, welche in concentrischen 
Schichten homogen sind. 

Anders, wenn der angezogene Pankt m, innerhalb der Masse 
selbst liegt. 

In diesem Falle legt man durch m. eine zn den begrenzenden 
coneentrische KogelflächCi die also den Badios 0 besitzt; für die 
innerhalb derselben liegende Masse mt ist der Punkt dann ein 
äusserer, sie giebt also zu dem Potential einen Antheil sa — fmrfnile\ 
für die ausserhalb liegende Masse ist m. ein innerer Punkt» 
jene giebt also zu dem Potential einen Antheil: 

Also hat das NEWxuN'sche Potential einer in concen* 
trischen Schichten homogenen Hohlkugel für einen Funkt 
innerhalb der Masse den Werth: 

e 

0isa — fmi^^-^4!nj6fidgj, wobei mi = 4^J a^*d^ (134") 

ist; die auf ihn ausgetLbte Kraft hat die GrOsse: 

A'^ = _ . (134'") 

Diese Formeln werden auf den Fall einer in concentrischen 
Schichten homogenen Vollkugel vom Radius R angewandt, indem 
man in ihnen Ri = 0, B^ — R setzt. — 

Besonders einfach werden die Resultate, wciui die ganxe Kugel- 
seh;ialti von gleicher Dichtigkeit ist. Hier ist, falls J/^ ihre Masse 
bezeichnet: 

% = - 2 ;r « (/?; - Rr) , (1 35) 

= ' = 5 ^a---,J, A^»0. 

Die für eine homogene Yollkugel gültigen Werthe erhält man 
daraus, indem man mit 22, mit M yertauscht und JS« ^ 0 
setzt; sie lauten: 

= _ Z-^JL. = _ i^Llül (3 - . 
A, = ^— , 
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Von den oben gefundenen Werthen der Anziehung einer in 
coDcentrischen Schicliten homogenen Kugel auf einen Massenpunkt 
kann man eine Anwendung machen, um die Gesetse absuleiten, nach 
denen die Schwerkraft mit der Entfernung des Beohachtungsortes 
Tom Erdcentrum varürt Wir betrachten hierbei die Erde als eine 
Kugel der beschriebenen Art yon der Masse M und sehen ?on ihrer 
Rotation und von der dadurch herrorgenifenen Centrifugalkraft ab. 

Dann gilt für Stellen ausserhalb der Erde nach (134'), dass die 
Beschleunigung nach dem Erdcentrum hin 

9a (136) 

ist, demnach ebenso mit der Entfernung variirt, als wäre die ganze 
Masse der Erde in ihrem Mittelpunkt vereinigt Ist e = R + h, 
wo also h die Höhe über der Erdoberfläche bezeichnet, und ist h 
ho klein gegen E, dass man (A/JS/ neben Eins vernachlässigen kann, 
so ergiebt sich: 

falls /= fMjR* die Grösse von g an der Erdoberfläche selbst — 
d. h. im Meeresniveau — bezeichnet. 

Im Innern der Erde gilt unter den gemachten Voraussetzungen 
nach (134"'): 

^*=C= vT"'^''^^» (137) 

0 

worin in. die Masse innerhalb der Kugel vom Radius c bezeichnet. 
Setzt man liicrin e = h' — wo also k die Tiefe unter dem Meeres- 
niveau bedeutet, entwickelt nach Potenzen von k und beschränkt 
sich auf das erste Glied, so erhält man: 

+ *[/^'- ■•".])' <*"■) 

hierin bezeichnet wieder M die Erdmasse, ilire Dichtigkeit an der 
Oberfläche. Unter Benutzung des Wertbes g'^^fMlK lautet diese 
Gleichung: 

Sie zeigt, dass heim Eindringen in die Ek^e die Schwerkraft 
anfangs zu- oder abnimmt» je nachdem 

-H^^-^1 (188) 
ist Ftthrt man die mittlere Dichte der Erde durch die Beziehung 
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lf«-^"6.5* (138') 
ein, BO lautet die obige Bediogniig 

und diese sagt: 

Je nachdem bei einer in concentrischen Schichten ho* 
mogenen Kugel die Dichtigkeit der Oberflächenschicht 
kleiner oder grösser ist, als zwei Drittel der mittleren 
Dichtigkeit der ganzen Kugel, nimmt die NEwroH'sche An- 
ziehung innerhalb der Oberfl&chenschicht von anssseu 
nach innen zu oder ab. 

Bei einer homogenen Kugel findet das letztere statt, denn 
hier ist = e^y in Folge dessen nimmt auch die Anziehung mit 
wachsender Tiefe unter der Oberttäche ab; bei der £rde gilt das 
Umgekehrte, aJso muss hier, soweit man die obigen Ueberlegungen 
auf diesen Fall anwenden darf, im Mittel e„ - : i sein. 

Die Beobachtung der Zunahme der Schwerkraft beim Eindringen 
in die Erde kann unter der gleichen Annahme zur Bestimmung des 
Verhältnisses e^/e^ benutzt werden. Nennt man g* den Werth von 
welcher der Tiefe k euUpricLt, so gilt nach den Formeln (187") 
und (188'): 

oder 

Die praktische Anwendbarkeit dieser Formel erscheint ;ilKr- 
dinL'> zweifelhnt't, einmal, weil die Tiefen, in welcli»' man in di«' Knie 
eindrinu:>'ii kann, nicht so bedeutend sind, dass man ilim-n L'egeu- 
üher die l iiri izrlmussigkeiten der Gestalt der Erdobertiäche ver- 
naclilässi^'fii k.nnite, sodann, weil irerade dit- Oberfl iichen schiebt 
drr \\rdv (schon allein durch die Oitierenz d< r Diclite von Land und 
Meer) w.'it entt'cint ist, der bei der mathen)atischcn Behandlung 
gemaeliUn Voraussetzung einer coustanten Dichte zu entsprechen. 

In Bezug auf Letzteres zeigt zwar eine genauere Analyse, dass 
die Formel (130') auch im Fall) einer inhomogenen Oberflächen- 
Bchicht gültig bleibt, wenn ihre Dichte nur in einem Bereidi um 
die Beobachtungsstelle, das gross ist gegen die Tiefe des Ein- 
dringens, merklich coustant ist; aber selbst dies ist schwierig tu 
coDStatircn. 

AiRY hat in Harton die Beschleunigung durch die Schwere an 
der Erdobertiäche und auf dem Grunde eines 888 m tiefen Schachtes 
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beobachtet und ((/'— t/)//— 0,000 052 geiundeu. Nimmt man hiiizu, 
dass B = G 367 OOU ni ist. so erhält man für 3 €^/2 den Werth 0,567. 
Um hiiTiuis e zu berechnen, muss miiii <ii'n Werth von « ktMinen; 
AiRY nahm au, dass man hierfür die mittlere Diclitigkeit der (Jber- 
tliich.'iischicht der »de in der Nähe des i:<eübachtunfz;s()rtes ein- 
Srfzrii dürfe, die er auf 2,5 schätzt(^ Wendet man diesen Wertli 
an, so erhält man «^^= 6.C2 — eine Zahl, welclie geijenühcr den 
nach später zu bespreckeudeu anderen Metliodeu erhaiteueu sehr 
gross t rscheint. 

Es ist hiemacli wahrscheinlich, dass die oben ercirterten Voraus- 
setznnj^en für die Anwendung' von Korniel (189') wenig genau er- 
hilJt gewesen sind, oder die Dichiu 6,, zu gross gesehätzt worden ist 
Nimmt man z. B. = 2,0, so tindet sich der besser bestätigte Werth 
f 5,3; in jedem Falle aber erhält man einen Werth, der darauf 
hinweist, dass im Krdinnem Stoffe von grösserer Dichte erheblich 
häufiger vorkommen, als an der ErdoberHäche. 

Verbinden wir dw oben erlialtenen Resultate (130') und (137 ") 
für die Aendening der Beschleunigung der Schwere beim Fort- 
schreiten längs des Badius nach aussen und innen ^ nämlich die 
Formeln 

mit dem froher S. 88 erhaltenen, welches die in Folge der Centri- 
fogalkraft an der Erdoberfläche statt^ndende Aenderimg mit der 
geographischen Breite tfß giebt, nftmlich mit 

9=S.{i j^}. 

so erhalten wir das Gesetz, nach welchem die Schwere auf einer 
kugelförmigen und in coucentrischen Schichten homogenen, rotirenden 
Hrde mit dem Ort variiren würde, x stellt die \\ inkelgeschwindig- 
kiii der Krdrotation dar, g„ die Beschleunigung durch die Schwere 
im Meeresuiveau am Pol, wo die Centrilugalkraft nicht wirkt. 

Da bei der Ableitung der drei Einzelgesetze vorausgesetzt war, 
dass das in der Klammer neben Eins stehende Glied so klein ist, 
dasa sein (Quadrat vernachlässigt werden kann, so werden sich in 
der Endformel die wegen der Höhen- und Breiteuäuderung auge- 
brachten Correctionen einfach addiren. 

In derselben Annäherung kann mau die letzte Formel auch 
schreiben: 

W. VoioT, MechaaÜL Zweit« Aufl. 22 
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worin die Beschleimiguiig der Schwere im Meeresniyeau unter 

dem Aequator bezeichnet. 

Da die Erde die im Vorstehenden Aber Gestalt und Masseu- 
▼ertheilung gemachten Annahmen nicht streng erfüllt, so sind die 
aus jenen folgenden Formeln auch nur Annäherangen; begreifhcber 
Weise zeigt sich besonders die letztere durch die Beobachtung nur 
nnvollkommen bestätigt, da der Einfluss der geographischen Breite 
den der Höhe in der Praxis bedeutend überwiegt Der Coefficient 
▼Ott sin'i^f nämlich 

IbP An' R 

9. ^ 9. r * 

worin die Umdrehnngszeit T 86 164 Secuuden beträgt» da die ab- 
solute Drehung nnd nicht die gegen die Sonne maassgebend ist, 
bestimmt sich zu etwa 1 /283 0,00353. Die Beobachtungen lassen 
sich angenähert wiedergeben durch die Formel: 

p*« 978,1 (l + 0,00529 sin»; 

die Vergleichung mit dem nach der Formel berecliiieteu Kesultat 
/.ei{jjt, dass der von uns vernachlässigte EinflusH der ellipsoidischen 
Gestalt der Erde auf das Gesetz von / ein sehr bedeutender ist. — 

§ 28. Wechselwirkung zwischen räumlich vertheilten Kassen nach 
dem He wton' sehen Gesetz; Fall grosser gegenseitiger Entüsnmng; 
gegenseitige Ansiehung zweier Kugeln. 

Von den Kraftcomponenten, welche ein Massenpunkt seitens 
einer lUumlich Tertheilten Masse fn erfährt, kann man sogleich den 
Uebergang bilden zu den Gesammtcomponenten und den Drehung8> 
momenteui die ein endlicher Körper mi erleidet Versteht man 
nämlich unter AV> F/» Z/ die Componenten, welche von m auf die 
in dem Punkte y„ befindliche Masseneinheit ausgeübt werden 
wflrden, so sind AV^Im,, Ytänit, Z^dvt^ die dem Element tfm, an 
eben jener Stelle zukommenden, und die Gesammtcomponenten 
{Xt)f {Yt)f (Zi) auf die endliche Masse bestimmen sich durch die 
Formeln 

(A.) = J a; dm,, (i'O = j IVdm., (Z,) « J Z:dm,. (140) 

Zugleich erhält man für die Drehungsmomente um die Coordinaten- 
axen in analogen Bezeichnungen 

(L.) « J l: dm,, (Jf.) « Jm: dm,, {X,) = J dm, . (140^ 

Diese Formeln gelten für jedes Gesetz der Wechselwirlrong. Haben 



üigitized by Google 



§ 28. NBWTOM'Bche Attimelioa swiacheii inrei Kdrpera. 389 



Bpeciell die Kräfte ein Potential^ und wird das Ton m auf die 
Ibuseneinheit an der Stelle X„ auegettbte mit 4^ bezeichnet, 
80 gUt nach (125) und (125'"): 

X: ^-^dW^/dx L.' « - ö 0'/^ ; (140") 

daVtei luzieiien sich die t)iiierentiationeii auf Verschiebuntren und 
Drt'huiigeu des Massenpunktes an der Stelle x^f y^, wäkieud die 
Masse m rnht. 

Wir wollen diese Ausdrücke auf die Elemente dttt, des oben 
betrachteten Körpers anwenden und dabei allen Elemeuten die 
gleichen Verschiebuniren parallel zu den Coordinatenaxen . resp. 
die gleichen Drehungen um dieselben ertlieilen, — d. h. die Masse 
bei den DiÜerenliationen wie einen starren Körper bewen:t denken. 
Die Verschiebuiiijen messen wir dann in Uebereinstininmng mit 
früher Festgesetztem durch die Versclnelnmg eines belieliicen in 
festgelegten Punktes, am bequemsten des vSchwerpunktes mit den 
Coordinaten 17,, Wir erhalten dann zunächst: 

(X,) SM — f-^Q-j-- <i«t» . - • (!»,) " *~ C ^"*« • • • • 

Die Aenderunf^en d . , . und d ).,,... sind dabei für alle Ele- 
mente ?n, von gleicher Grösse; im Falle der NEWTox'scben Attrac- 
tioü dürfen wir nach Ö. 331 unter allen Unistünden die Düiercntial- 
zeichen vor das Integral ziehen und tinden so 

(X,)~--^f(l/4m (L.)-- /^J'K'rf«.,... (141) 

W&ren wir, statt von einem Körper /// und einem Punkte a 1, 
Ton einem Körper tu, und von einem Punkte m = 1 ausgegangen, 
80 wAren wir zu den Formeln 

- y| J (l^:dm, . . . (L) -^'^j^ JfA'dm, . . . (141 ) 

gelangt, In denen 0/ das Potential der Masae m, auf dem Punkt 
m « 1 bezeichnet und (X), . . . {L), ... |, . . . A, . . . den oben mit 
dem Index , eingeführten OrOssen für den Körper m entsprechen. 
Nun ist nach der Definition 

^^fj^. *; = /^/^, (142) 

also 

J'^-d m,^ffdfn,f - ff dmf^=f<i>:dm^ (0) (142*) 

worin f<P) eine in Bezug auf die Massen m und m, symmetrische 
iTunction ihrer relativen Lage, das Potential ihrer Wechsel- 
wirkung darstellt 

82* 
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Wir erhalten somit: 

\^\) » — ^ ^ » • • • — — Q ^ , . . . 

Bedenkt man noch die Willkürlichkeit der Coordinatenaxen, so 
kann man hiernach folgenden Satz aussprechen: 

Die Gesammtcomponente nach einer hestimmten Rich- 
tung und das Drehungsmoment um eine bestimmte Axe, 
die ein Körper nach dem NEWroN'schen Gesetz seitens eines 
anderen erfährt, bestimmen sich aus «lern Potential ihrer 
Wechselwirkung durch partielle Differentiationen, die 
reap. eine Verschiebung des betrachteten Körpers parallel 
jener Richtung und eine Drehung um jene Axe darstellen. 

Die Componenten nach denselben Richtungen, sowie die Momente 
um dieselben Axen haben für die beiden Körper entgegengesetzt gleiche 
Werthe, da ((1^) eine Function allein der relativt n Lage der beiden 
EOrper ist, die sich bei einer Verschiebung oder Drehung des einen 
ebenso ändert, wie bei den entgegengesetzten des anderen. Die^ i>t 
eine directe Folge des in § 15 nachgewiesenen Verschwindens der 
Gesammtcomponenten und Gesammtmomente solcher inneren Kräfte 
eines Hassensystemes, welche Gleichheit von Wirkung and Gegen- 
wirkung ergeben und in der Verbindungslinie ausgeübt werden. 

Die vorstehenden Resultate sind nach der Ableitung nicht auf 
den Fall der NsMnoK'scben Attraetion In^t hränkt^ sondern sie gelten 
stets, wenn es sieb um Kräfte handelt, die zwischen den einzelnen 
Elementen der Köq^er wirken und ein Potential haben. Wenn die 
beiden wechselwirkenden Massen ganz oder theilweise denselben 
Baum erfüllen — ein Fall, der z. B. vorkommt, wenn es sieb um 
das in der Gleichung der lebendigen Kraft auftretende innere 
Potential eines Systemes Ton Körpern handelt — sind die vor- 
stelienden Ueberlegungen nur dann anwendbar, wenn das Elementar- 
potential ein Gesetz befolgt, welches die oben benutzte anah^sche 
ünifrirmnng der ursprünglichen aligemeinen Ausdrücke gestattet. — 

Die durch (142) gegebenen Componenten und Momente (A'), ... 
und (L), . . . sind positiv, wenn ((U) bei der Verschiebung oder Drehung 
des Körpers vi abnimm t^ d. b. sie wirken in diesem Falle im Sinne 
der Verschiebungen oder Drehungen, im anderen Falle ihnen ent- 
gegen. Die Componenten und Momente verschwinden, wenn (Mp) 
sich bei diesen Bewegungen nicht ändert. 

Hieraus folgt wegen der allgemeinen Gleichgew ichtsbedingusgen 
(46) auf S. 225 für einen starren Körper der Satz: 
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Ein Körper, der unter der Wirkung eines Potentiales 
(0) steht, ist im Gleichgewicht in einer Lage, welche ((I^j 
zu einem Maximum oder Miniraum macht, und zwar ist 
ääs Gleichgewicht ein stabiles im Falle des Minimums, 
ein labiles im Falle des Maximums. — 

Das Potential (fJ)) der Wechselwirkung zwischen den Körpern ?« 
tmd «, entwickeln wir vollst&ndig zunächst wieder unter der Voraus- 
setsiing, dass die beiden Massen sich in einer gegenseitigen Ent- 
femang befinden, die so gross gegen ihre Dimensionen ist, dass wir 
Glieder von der Ordnung der dritten Potenz ihres Verhältnisses 
neben Eins Temachläseigen können. Wir sprechen dies kurz aus 
in der Annahme, dass wir uns auf die zweite Annäherung 
beschr&nken wollen. 

Wir erhalten dann, wenn wir mit |, w und |„ die Co- 
ordinaten der Schwerpunkte beider Körper, mit ^, r/, l:' und |/, t],' ^/ 
die relativen Ooordinaten der Elemente dm und dm' gegen diese 
Schwerpunkte bezeichnen, für die Entfernung r zwischen ihnen: 



ftr die BntfemuDg E der beiden Schwerpunkte hingegen: 



Entwickeln wir in dem Ausdruck (142) für das Potential (U*) die 
Grosse 1 /r nach Potenzen von f f/, ^' und fl,', ^/ und beachten 
die Relationen, welche den Schwerpunlct deiiniren, nämlich: 



r' = 1.') - (I + (('/.+ 'h) - u + fiiY 



(143) 



(143') 




so erhalten wir innerhalb der festgesetzten Ann&hemng: 




(144) 



2 i 2 d'ii,' 2 
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Nun ist aber nach dem Werthe von B 
ferner 

daher schreibt sich Torstehendes Resultat unter Einf&hning der 
Trägheits- und Defiationsmomente beider Körper um die Parallelen 
2U den Coordinatenazen durch die reep. Schwerpunkte auch: 

1 



/th) A^!^ — (m,£-t-mSj ^ E _ (iw.H + mH.) ^ E _ fm,Z4- wZJ 

1 1 1 \ (1^^ ) 

a»-^ a*-^ 

-(«•.='+ m=/)^^^: d;raT. ö^^öj" 

Ferucr gilt 

öia;." "ü^ ' a;,d>," ' afd?» * 

oder, wenn man die Ooeinus a', ß', / der Winkel etnftlhrt, welche 
E — ^etcfaTiel in welcher Bichtuug positiv gerechnet — mit den 
Cooidinatenaxen einscUiesst, 

a"f/~ • 9^^ ^ ~ £* ' a;.« ~ ^ ' 

- ^ -*JL - JL 

^ E $^y' ^ K _ 3 y n _^E ^a]£ 

Wir erhalten demgemta: 

- ^ ^ v3ir"- 1)+(».H + mHO v3pr- 1) + C». Z+ 1* 2.) (^^ 

+ \"«, H" r / i + V'**» H + «♦ H, i C ; if -ir ^w, Z -r w Z. ) 6 a'^J > 

odi^r» wenn wir nach ^^5^ die IVi^eitsmoffiente M und M, der 
beiden Massen m und »n. um die Richtung der TerfaindungBlinie E 
ihr^r Schwerpunkte eintuhren und die Beziehung ^37") berQek- 
sichti^Q, 
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^^ = - T + äi* 1^'"» (A + ß + fj + iA. + B, -f r.) 

-3(m.M + mMa)]), ^^^^^ 

worin nun A, B, f, A,, B , T, die Hauptträ^heitsmomeiito der hciden 
Körper für ihre resp. Schwerpmiktr, also von ihrer gegenseitigen 
Lage gänzlich nnabhäii<^fie Consta nt»'n bezeichnen. 

Die Träi:lieitsmomente M 'nid M: lassen sicli ^leiclifalls <hircfa 
ihe Hauptträ^dieitsmomeiite ausdrucken, wenn man die Tctsinus der 
\\ Ulk« 1 der HaupttrS^heitsaxen gegen die Richtung einführt. Be- 
zeichnet man dieselben mit y und c^,, (i^, y,, so ist näDilich 
nach (36"): 

M =A«* +B.^* +r;'S . 
M. = A.«.' + B./9/ + r.;'/. ^ 

Der Ausdruck (145) für ((Ui enthält hiemach von Variabein nur die 
gegenseitige Entfernung E der Schwerpunkte der beiden Körper und 
die Winkel ihrer TrägheitsaaEen gegen die Richtung Ton K 

Dreht man die Körper um die Richtung der VerbiDdangsUme, 
90 ändert sich ffi)) nicht; dies giebt den Satz: 

Zwei ferne Körper, welche uach dem NBWroN'schen Ge- 
setz auf einander wirken, üben in zweiter Annäherung 
aat einander niemals ein Drehungsmoment am die Ver- 
bindungslinie ihrer Schwerpunkte aus. 

Sind die beiden Körper nm ihre festgehalteneu Schwerpunkte 
drehbar, oder ist der eine fest, der andere drehbar, so werden sie 
nach einer gegenseitigen Lage hinstreben, welche das Potential ffl>) zu 
einem Minimum macht, d. h., da E constant angenommen ist, nach 
einer solchen, die m.M+mMi ZQ einem Minimum macht Daher 
folgt der weitere Satz: 

Ein nach dem NEWTON'schen Gesetz von einer fernen 
Masse angezogener Körper, der um seinen Schwerpunkt 
drehbar ist, befindet sich im stabilen Gleichgewicht, wenn 
die Axc des kleinsten Trägheitsmomentes in Bezu^j auf 
-■ inen Schwerpunkt in die Verbindunij:~»linie der beiden 
Schwerpunkte fällt, — im labilen, wenn dasselbe mit der 
Axe des grösateu Trägheitsmomentes stattfindet 

Geht der anziehende Kdrper m in einen materiellen Punkt 
über, so wird für ihn A, B, T nnd M verschwinden, und wir er- 
halten fUr diesen Fall: 

^ ^ " ~£ + + + - 3 M.)) , 

eine Formelt die mit (128''') gleichwerthig ist; dies ist selbstverständlicb. 
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da wir erkannt haben« dass (U») das Potential der Wechselwirkung 
9Swisohen den Körpern m und m, darstellt Die Torstehenden Sfttxe 
sind auf diesen Fall ein&ch zu übertragen. — 

Die strenge Berechnung des Potentiales der Wechselwirkung 
zweier Körper ist nur in wenigen F&llen durchfthrbar. 

Ist der eine der beiden Körper, z. B. m, eine in concentrischen 
Schichten homogene Voll- oder Hohlkugel, so ist das auf ihn bezQg- 
liehe Integral in dem Werthe des Potentiales 

nach den früheren Bechnungen sogleich auszuffthren, denn in Bezug 
auf diese Entwickelung ist es ToUkommen ^eichgültig, ob das ange- 
zogene Hassenelement äm^ für sich Torfaanden ist» oder einem Körper 
angehört 

Wir erhalten demgemass, wenn ganz ausserhalb m liegt: 

(0)^-fmP'^, (14«') 

w orin -» die Kntteruung des Elementes d w von dem Mittelpimkl 
der Kugel oder KnuelsebaaJe und m deren ganze Masse liezt iclmet 

Pas l*otential der Wechselwirkung eiT)« r m roncon- 
trisohen Schichten homogenen Kuir»'! oder K moUcliaale 
und eines beliebigen ausserhalb gelegenen Körpers ist 
dM?!s»*nu'. :^ls wäre die ganze Masse der ersteren in ihrem 
Mu'i !i unkt vereü.iuM Gleiches gilt von den zwischen 
beiden wirkenden Kräften. 

Betrachtet man also die Krde als eine iu concentrischen Schichten 
luMU0i:ene Kuijel. so kann m«!i lü» auf ieden beliebigen äusseren Körper 
ausgeübte An iehuiii: als vom Knimiitelpunkt ausgehend ansehen. 

Ist auch die Masoie '•. e;ne s<^khe Ku^el oder Kugel?cbaale. 
so iliä»! ^cb auch die xweite Intefratiou Auattthreu und ergiebt 

worin K \Wn Abstand der Mittelpunkte der beiden Kaceln bezeicbnet 
Pa« r«>;eätiAl der Wechsetvirkung xweier in concen- 
trischeu $\'h:obcen homogenen Kugeln oder Kuf elschaalen 
is) ia$$elb;f, «*$ virtr d:e >la$$e e:ner jeden in ihrem 
M:::e!vuzk5 Tereiui^::; v,?Ie:cbe$ filt :ir die zwischen ihnen 

V'-t yiti^izi ^tt ^'^.t:^:t:j^r: A'^i^'vis^ zweier Metallkageln 
bas ji'-ss i i^y.N-^.^H :i?>\ *vJk:er Ry::» :n?T XS49\ BaiLT 
vVx>v u i yir.ijp K. t» ;.>^4 a-d Ba^ry {1896) 
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benntzt, am die Gonstante f des NBwroN'schen GeseUes, und mit 
ibnr Hülfe die mittlere Dichtigkeit der Erde za bestimmen. 

Dies letztere ist deshalb möglicb, weil die Gonstante f sich 
doieh die Beschleanigaog der Schwere, den Radios und die Di<^te 
der Erde ansdrllckeD Usst Die Anziehung, welche die Erde auf 
eine Hasse ^ an ihrer Oberfläche ansttbt} ist nämlich gleich fM^ / /T, 
wenn M die Masse, R den Radius der Erde bezeichnet; die Be- 
schleanigimg g, die sie ihm ertheilt, ist daher gleich fMl R\ und 
somit gilt 

vUtrend die Dimensionalgleichung für f lautet 

[f]«[/+»r*T»-i]. (147'} 

Die Anziehung A' zwischen zwei Kugeln Ton den Massen m 
«od m,, deren Centra sich im Abstand E von einander befinden, 
ist demgemftss gegeben durch 

woraus i'olgt: 

f- K-i'^^'^- (i4n 

Fm die Kraft A' zu messen, wurden zwei Bleikugeln mittelst 
' iüt's leichteu horizontalen Stahes an einem oder au zwei Fiideu 
»0 aulgehangen, daas das ganze System um eine verticale Axe dreh- 
bar war. Bei einer Ablenkunt,' um einen kleinen Winkel (p aus der 
Kuhelage, welche es, sich Selbst überlassen, annahm, wurde in der 
Aufliiin^rung ein mit (p proportionales Drehungsmoment — D,<f er- 
regt: die Ton^tinte /), desselhen Hess sich nach der auf 8. 256 be- 
sprochenen ileiliüde durch 8chwingun^'sl)e(^l)achtun,jren liestinmien. 

Wiirdt^n nun grosse feste Kugeln in der Nähe der liewefjlichen 
geeignet aulgestelit, so übten sie ihrerseits ein DreliunizsnioiinMit 
aaf den beweglichen Tlieil ans, und die RuhfnfiL'e, die der» il»e in 
Fol?e dieser Wirkung annahm, war dadurch heatimmt, dass die 
heidm Momente sich aufheben mussteu, also 

war Die Messung des Ablenkungswinkels ip gestattete somit bei 
b^anntem A das Moment der Attractionen N zu bestimmen, und, 
da die Hebelarme bekannt waren, an welchen sie wirkten, auch die 
KrSfte selbst 

Die neuesten Beobachtungen haben für f etwa den Werth 
6,(t6.10~^ f&r den Werth 5,53 ergeben. 
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§ 29. ümadlioli kleine itetige Yeirftekmigeti in einem defennir* 

bereu Körper; BeformationeiL 

Als starre Körper haben wir im vorigen Theile solche he- 
zeichiiet, deren Masseneleniente (uler Punkte ihre ijegenseitige Lage 
während der Bewegung nieht andern und d^l! i nur Verrtickungen 
von den Ijc^lininiteu Eigensehalten erleiden können, weiche wir im 
16. Ahsehnitt entwickelt hal>en. 

Unter niehtstarren oder det'ormirbareu Körpern werdtii 
wir denientsi)rechend /.nnäehst allgemein solche verstehen, deren 
Masseiielemente Aendernngen ihrer gegenseitigen Lage und daher 
Verriickungen auch anderer Art, als oben behandelt, gestatten; aber 
wir wollen, sclion um einen Körper von einem System discreter 
Massen punkte zu unterscheiden, die vorstehende Definition dahin 
einschränken, dass wir den Verrückungen die Eigenschaft beilegen, 
sirh innerhalb des Krapt rs stetig mit dem Ort zu ändern. Dadurch 
sind dann zugb udi alle die Fälle auscesehloNsen. wo in Folge der 
Bewegung im Inneren des Körper» Spalten aultreten oder die zu 
beiden Seiten einer Flitelie berindlichen Massen sich in einander 
schieben. Drücken wir die Vernickung eines Massenpunktes p durch 
die Zuwaehse S x, <3>y, öx seiner Coordinaten i aus, so enthält 
unsere Aüuaiime die Festsetzung, dass die Verrückungscompo - 
uenten tix. Sit, ()t stetii:. Functionen von r, v. - sind. 

Für ciUiU Massenpunkt / des Körpers, 'wrlcher dir Coordinaten 
X = X -f- |, f/, = f/ + x. ■= i -r ^ besitzt, iiabeii die Zuwachse 
aadere Werthe <y.r,, <)v^. die wir aU Funetionen von x + 

y + 'v» ' -r > gemäss dem TAYi nK^scLen Satz nacli P<it««nzen von 
ij, ^ entwickelt denken könneu; es gelten dann Formeln von 
der Ucstult; 
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in denen die Werthe der DiüereiitiaUiUotienten im I*uüi».Le y zu 
uehmen sind. 

Wir bezeichnen als das Bereicli B des Punkte» p ein 
um denselben abgegrenztes Volumen von solclier Grösse, 
dass in ihm innerhalb einer festgesetzten Genaaiizkeits- 
greuze die Glieder zweiter Ordnung dieser Reihen gegen 
die erster vernaclilüssigt werden können. 

Je nach den Uniständen kann das Bereich B sehr verschiedene 
Ausdehnung haben. Sind die zweiten und die höheren Differential- 
quotienten der Sx, öy, Sx nach den Coordinaten gleich Null, d. h. 
sind fix, Sy, 5x lineare Functionen von x, y, x, so kann dem Be- 
reich B eine beliebige endliche Grösse gegeben werden; findet dies 
aber nicht statt, so ist dasselbe klein von bestimmter Ordnung za 
wählen. Demgemäss werden auch die weiterhin zu ziehenden Fol- 
gerungen je nach Umständen nur für ein derartig kleines oder aber 
(Ur ein beliebig endliches Bereich gelten. 

Die nach dem Gesagten filr das Bereich 8 des Punktes x, y, x 
ftehenden Beziehungen: 

bilden die Grundlage für die Untersuchung der Bewegungen in 
einem deformirbaren Körper. Dabei sollen die innerhalb B constauten 
DÜFerentialquotienten döxjdx, . . ., welche ersichtlich reine Zahlen 
sind, neben Eins als kleine Grössen erster Ordnung angesehen und 
demgemäss alle sie enthaltenden Formeln mit den Gliedern abge- 
brochen werden, welche in Bezug auf sie von niedrigster Ordnung 
nnd. In diesem Sinne bezeichnen wir die döxjdx, . . ^ wie aucli 
ihnen an Grössenordnung gleiche Ausdrücke kurz als unendlich 
klein. Ueber die Grösse der 8x, Sy, Hz selbst brauchen wir za- 
oicbst beschränkende Annahmen nicht zu machen* 

Die Ausdrücke (1) für die Verrücknngscomponenten 6x^, Öy^ öx, 
lassen sich in Tbeile zerlegen, welche man so wählen ka&n, dasB 
sie resp. drei Verschiebungen des Bereiches parallel den Co- 
ordinatenaxen, drei Drehungen am zu jenen parallele Axen 
nnd drei gleichförmige Dehnungen nach drei zu einander 
normalen Bichtungen von bestimmter Lage darstellen. 

Was die ersten beiden Theile anbetrifft, so sind es diejenigen 
Bewegungen, welche bei starren Körpern allein möglich sind, und 
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wir haben in § 16 gesehen, dass sie rieh darstellen durch die Wertbe 
der Goordinatenändernngen 

für die Verschiebungen, und 

{öx,),^^dfi-fidv, (Jfx,).^näX^iäfi (H 

für die Drehungen; in diesen Formeln sind x^, y„ %^ die Coordi- 
naten des Punktes |bO, ^«0, ^»0, und SX, Sft, Sir die (unend- 
lich kleinen) Drehungswinkel um Parallele zu den Coordinatenaxen 
durch diesen Punkt 

Was die Dehnungen oder Dilatationen anbetrifft, so sprechen 
wir zun&chst (in Uebereinstimmung mit S. 10) folgende Definition aus: 

Ein EOrper heisst nach einer Ooordinatenaze gleich- 
förmig gedehnt, wenn die ihr parallelen Goordinaten aller 
seiner Punkte um denselben Brnchtheil ihrer L&oge Tcr- 
grössert sind. 

Sind afb,o die Goordinaten eines Punktes des Körpers bezogen 
auf ein JBC-Goordinatensystem, so stellen hiemach die Zuwachse 

Sa^apt, db^bQ„ So^eg, {2) 

ein System von Verrückungen dar, welches dem Körper nach den 
Axen Aj B, C die sogenannten (specifischen) linearen Dila- 
tationen (>,, (>, ertheilt; denn die Goordinaten a, 6, c werden 
dadoFch in a(l + (>,), b{l (>,), c(l + (>,) verwandelt. Negative Werthe 
der pf^ entsprechen Verkftrzungen oder Compressionen. 

Man bemerkt, wie auch bei gleichzeitiger Dehnung Miach allen 
drei Coordinateoaxen der Coordinatenanfang an seiner Stelle bleibt 
und Punkte der Coordinatenaxen auf diesen Linien verharren. 

Liegt der Anfangspunkt des Systemes ABC an der Stelle x, y, 
deren Bereich wir untersuchen, und gelten demnach zwischen den 
auf das XYZ* und ABC-By%\/dm bezogenen relativen Goordinaten der 
Stelle x^, y,, X. Beziehungen von der Form 

Vi aß, + hß, + cß,, (2-) 

C = o/, 4- hy, 4- cy„ 
so werden die Dehnuij^ren parallel den Axen A, B, f Veränderungen 
der Coordinaten — x ^, ~ y -\- fj, — t ^ liefern. weK he, 
da sie y, und die ß^^ y^ nicht berühren, gegeben sind durch 

ai? ^ aß,Q, + hß^o, + oß,Q,, {TT) 

oder bei Einfiüirung von |» 17» ( durch 
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= + «./^.(^. + «.Ap.) + + + A'p.) (2"') 

Diese Formeln zeigen, Terglichen mit (2), daes die angenommene 
Dilatation nach den Axen A^B^Ö nicht zugleich eine Dilatation nach 
den Azen X, F, Z darstellt» denn die Sii^ 9^ sind nicht resp. 
nur je mit |, i}» ^ proportional Demgemftss nennt man die Bich* 
tnngenjf, £^ Cdie den gegehenen Dehnungen entsprechenden Haupt- 
dilatationsazen und (», die (ihnen parallelen) Hauptdila- 

tationen. 

Identificirt man nun gemftas dem oben Gesagten ^| mit(^j;,)„ 
^9 mit (9y^f 8^ mit bildet darnach die Summen aus den 

drei der Verschiebung, Drehung und Dehnung entsprechenden Ver- 
rackungacomponenten. und setzt sie den durch (1) gegebenen gleich, 
nach dem Schema 

+ «,), + (J x,)„ 

so erhUt man, da diese Formeln für alle i, C galten müaseni 

folgende Beziehungen: 

^ ^X 1 . • . 1 

-g^ = + r* 9t + y. C.I 

~dx ~ 
d Alf 
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Diese Formeln zeigen, da.ss das l'rol)lein der Zerlegung 
der durch (l) gegebenen Vcrriukung iu Verschiebung. 
Drehung und Delmnn^ eindeutig liestinimt ist. 

l>ie ersten droi 1 ormeln (3) geben nämlich die Verschiebuugs- 
compoueuteii parallel den Coordinatenaxen 

Sx^'mdXf By^^9y, öx^^Bt^ (3") 

gleich den Yerachiebungen, welche die Stelle x, x> seihet eiletdet; 
fUr die Drehungswinkel folgt ans den letzten sechs Gleichungen nach 
Elimination der n 



h 



"^-HT^--Bi)' ''-iCr^-'^)- 

und für ilif Giosm» »kr l>ilatatit»n»'!i n . n . n, und die La?e ihrer 
Kuhtuiiu'' n gelten die nach Elimination der dl, J/i, Öp erhalteneü 
Gleichuugeu: 



(3") 



Hey -r j ^ -r «tp'.t't -r cf,p»,(>.» 

v«lche mit den sechs tvtschen den .i^» heslehenden Belationen 
« • -r «r,' + «r; = l . ; - ß ; . -r . = 0. 

• -r ß: = 1. r t:. - r -f^t ^ ; = c», 

r.'it d *. >\>:t::u .; 4> r.i.d .47 a;:: "JS. so enfe*vn sich wichtiire 
Iv::. '•.uiu': rw.s u d- :\ tVuh^rvr. all^ict-in^o Kat«ick<eiangen mid 

uar» *ic'*>ea o: .^rAx.er >. <> b- r pvUrrr Vector di* V, r- 

Ye^:-r: ■ e rr^^;::;^ *T it* i - rt v : _>:r;i:rt gedachten 
Fer?:c;;^> S — * i^- v ."tKMts i. } ^ Ferner exi- 
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Btirt in jedem Punkt ein Tensortripel» dessen Gomponenten 
erster Art durch 

und dessen doppelte Gomponenten zweiter Art durch 

3Äy öd; _ _ döx ddx _ ddx ddy__ _ .... 
Bx V + dz -^y-y*^ 

gegeben werden. 

T^. . y^. . . sind hierbei Abkürzungen, die deu Aufbau der 
betreffenden Grössen Teranscbaulichen iind die wir weiterhin stets 
benutzen werden. Bass nicht die Hälfte der letzteren Ausdrückef 
also die Tensorcomponenten zweiter Art selbst» mit . . . bezeichnet 
sind, entspricht dem Gebrauch und hat gewisse weiterhin hervor- 
tretende Vortheile. 

Welche Bedeutung das Tensortripel selbst besitzt, ergiebt die 
Tergleichung der Formeln (3"') mit dem System (38) auf S. 20 bei 
Berücksichtigung der Ausdrücke (31) und (34) auf S. IS für die Gom- 
ponenten erster und zwnitor Art. Da a^^, ßj^j die Richtungscosinus 
der drei Dilatationen {h = 1, 2, 3) darstellen, so ist (3'") mit (38) 
TöUig gleichgebaut, und es folgt das weitere Resultat: 

Dur mit dem betrachteten Vfctorft ld an jeder Stelle p 
gegebt' iit' Tensortripel ist das Tripel der Hauptdilatationen 
des ebenda construirt gedachten Bereiches B. Seine Gom- 
ponenten x^, y^, z^y \y^y \%^, werden daher als die Dila- 
tationscomponenten an der Stelle p zu bezeichnen sein. 

Wir wenden uns nunmehr zur Deutung dieser Componenten. 

Fohren wir die Abkürzungen (4) und (4) in das Sjstem (2"') 
ein, so erhalten wir: 

= \ly, 4- + (6) 

Diese Fonneln drücken die Componenten des allein auf der Dila- 
tation beruhenden Thciles der VerrUckung durch die Gompo» 
nenten der gesammten Verrücknng aus. 

Wenn wir diese Tln ilconiponenten weiterliiii für sich betrachten, 
80 beziehen wir damit das Bereich B auf ein Coordinatensystem 
s,t H, Z, dessen Anfangspunkt in das Massentheilchen p i&llt und 
das in seiner ursprünglichen Lage zu dem absolut f. steii Coordi-» 
natensjstem Y, Z parallel ist» das aber mit dem Bereich dii^jenige 
parallele Verschiebung und diejenige Drehung erfahrt, welche durch 
die Antheile (HiX, (<)>,)« (*«»X «ad {px^ (^y,)„ {Sx^ der gesammten 
Verrftckung gegeben sind. 
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Die Coordinaten ^, 17, ^ des Massenpnnktes q werden in Fol^ 
der DilatationsTerrUckungen ^17, die Werthe l', 1^', T 
nehmen, gegeben durch: 

Bildet man die Gleichnugen (5 ) anaaer ftlr den Pnnkt 9 noch 
(Hr einen zweiten mit den Coordinaten |„ 17,, der gleichfalls 
innerhalb B liegt, bezeichnet mit /^;, die Coordinaten von 9, 
nach der Dilatation nnd zieht dae neue System von dem alten ab^ 
80 erhftlt man 

Ute l'oruieln tiir du relativen ( '»»onlinaten ^ — i und ^' — 

sind jiNo Wieder von der iicstalt (5). Hieraus folfirt. da«8 das 

SvNtt'iu :r>"^ Tuit iltMist'llieu Cot-fficienten x r tür jeden 

iuUi'i'haH» B liegeiitliMi L'o»trdiiiateiianfani:s}iuiikt gilt 

Au^ den so in ihi t r Aiiwriiduni: orweiterit n Fonueln (ö ) ergiebt 
sieb zunächst leicht die geoiuetri>oht BeileutuLL' «l--r (Tfo-sen t^... 

Ein Mjis*.eupunkt (»• . 0, 0) der i-Axe, d. h. t-m solcher mit den 
ursprünglich»^!! Toordmatcn ^ = r . 1 =0, ^« U. besiut gemäss (5) 
nach der Deiormation die Coordinaten: 

f I* — V l + j > . = I r. y^, Jr, 

ein iveiter (0. 0> der U^Axe die Coordinaten: 

ein dritter \0. 0. r.\ der Z-Axe die Coordinaten: 

* =s i. f •* » := t r I, r I .U- • 1 

>i — I ' :* •■ — J — 'is' 1 »j.» 

l^'.e KAdioiwectoren nach den neuen Lagen haben die Längen 
^. ^. ••4. wyeiche ge^'ben smd daivh 

• « • , "T V» — *j ^ t » 

ttn^l wt\'t >•-.:; w-^vu il,r c.-u :;r>Uc*:cl:ci: Kleinheit toü jt. ... 

F<rr^v-k-$:ch:ut n^Jis :;.vh di« cb«s aach^vi^seae WiUkfirhch* 

Aii'arjniy*i:is,:^s c^r ^ 1^ «rtili man 6tm Satz: 
*' f I^^ t j» '.'.^j.^riy." Ä^n:*:: erster Art jr^. geben 
i e *vfvi::*c'.er: r.iuzien ::r'r Strecke »ü. vesn dieselbe 
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Die Cosinus der Winkel zwischen den BadienTectoren r^r,',r.' sind 
cos^r., r,; - y^j^^ ^ u. s. I., 

oder wegen der Kleinheit der . . . auch 

C09 (r/, rO - y,, cos (r,', r/) » OOS (r/, r,') « »j,, (ÖT 

Bedenkt man, dass je zwei der Kichtungen vor der Deformation 
den Winkel ^Tt mit einander einschlossun, so kann man cos(r,', r^') 
mit sin [(r^, r^) — (r^', r^^')] oder auch mit {r^ rj — (rj^', r^') selbst ver- 
tauschen und erhält so 

«, r;) - (r« r,) = - y„ (r,', r/) - (r„ r.) - 

(r/.r;)-(r„n)«-«^. ^ 

Dies liefert wegen der Willkürlich keit des Antangspunktes der 
|, Ii, y den weiteren Satz: 

Die doppelten Dilatationscomponenten zweiter Art y^y 
t^, sind die negativen Werthe der in Folge der Defor- 
mation stattfindenden Aenderungen der Winkel zwischen 
den Richtun<ien, welche ursprünglich den positiven Seiten 
der Coordinatenaxen parallel waren. 

Daher bezeichnen wir die ?;erhs rrrössen x , . . . x auch als die 
neformationsiirüsseu an der Stelle x, y, x oder im Bereich B 
und nennen specieller 

die Axendehnuugen, 

y-.^ ^x» 

die Axen winkelünderungen. 

Die Deforraationsgrössen sind in einem nicht homogen defor- 
mirten Körper Functionen des Ortes; ausserdem sind sie aber stets 
abhiingig von der Lage des eingeführten Coordinatensysteiues. Die Art 
dieser Abhängigkeit ist aus den Grleicdiungen (3" ) ersichtlich. Letztere 
ergeben u. a., dass die Axenwinkeländeruugen //^, gleich Null sind, 
wenn die Coordinatenaxen //, Z irgendwie mit den Hauptdilatatious- 
axen .4, U, (' zusammenfallen, d. h. wenn drei der Kichtungscosinus 
t^h* Vh g^<^i<^'' VÄn^ sind und die anderen verschwinden. — 
Das Verhalten des Bereiches B bei der (in ihm gleichförmigen) 
Deformation lässt sich noch weiter als l»ishor veranschanlichen. 

Lösen wir die (ileichungen (5 ) nach |, t/, C auf, was wegen 
der Kleinheit der x^ . . , einfach dadurch geschieht, dass wir in den 
mit ihnen mnltiplicirten Gliedern |« 17, ^ mit ^, f/ ^ vertauscheD» so 
erhalten wir: 

W. Tom, MaduntlL 2vb1m AaO. 28 
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Fttr die nächsten Anwenduuguu wollen wir diese Gleichnngen 
abkürzen zu 

und bemerken, dass in ihnen die p,^ stets positiv und zwar bis auf 
Grössen erster Ordnung gleich Eins, die 7,, selbst klein von erster 
Ordnung sind, alle aber mit dem Coordiiiateusystem variiren. 

Erfüllt ein in dem Bereich B gelegenes System von Punkten 
Tor der Versrhiebuug irgeu*l eine Oberfläche, so dass ihre Coordinateu 
der Gleic Illing 

^(1, 'h :) = 0 

genügen, so liegt dasselbe nach der Detormation auf einer auderej» 
Fläche, deren Gleichung mittelst der Ü übst iiution (7') aus '/> = ^ 
hervorireht. 

Hieraus folgt eine Reihe von eiutachen Sätzen. 

Ebenen nnd Gerade bleiben innerhalb B auch nach der 
Deformation ehen und gerade. 

Dies folgt daraus, das8 eine lineare Gleichung ihren Grad durch 
eme lineare »Substitution nicht ändert. 

Parallele Ebenen und Gerade bleiben innerhalb ß auch 
nach der l)efornintiou einander parallel. 

Zwei paraiicie Ebenen werden nämlich gegeben durch die 
Gleichungen 

«1 + + = + rC- 

und die Substitution (7') führt dieselben anf die gleiche Form zu- 
rück. Zwei parallele Gerade sind aber gegeben durch die Schnitt» 
linien zweier paralleler Ebenen mit einer dritten Ebene. 

Eine Kugelfläche innerhalb B verwandelt sich in ein 
im Allgemeinen dreiaxiges EUipsoid. 

In der That wird aus der Gleichung einer Kugel 

r + + r « (ß) 

durch die Substitution (7 ) die Gleichung eines Ellipsoides: 

man nennt dasselbe das erste Dilatationselüpsoid. Setzt man 



üigitized by Google 



§ 89. Die DUatotioDseUipsoide. 



855 



worin fl^, ß\ / die Cosiiiiis der Winkel sind, welche der Badius- 
Tector / mit den Coordinntenaxen einscUiesst» 80 erhSlt man 

ms abgektot werde in: 

^« + + « ^ . (8"') 

Um die Bichttingeii der Hauptaxen zu beBtimmen, babeu wir 
die Bedingangeu des Maximums und Minimums von r oder R* ir^ in 
Bezog 2^aS. •/ aufzostellen, w&hrend die Beziehung gilt« dass 

+ + 1. 

Um diese Bediiiguni:' n zu bilden, fügen wir nach einer be- 
kannten Regel aus der Tiieohe der Maxima und Minima den Aus- 
drack 

so B^\t'* hinzu, wobei q' einen unbekannten Factor bezeichnet, 
differentüren das Resultat, als wftren i/, / von einander unab- 
hängig und setzen die drei Differentialquotienten gleich Null. Wir 
erhalten dadurch: 

j,J4-jE),Z? + ?.C-t//r = 0, (9) 

Diese Gleichungen werden identisch erlüllt duicii die Bezieh- 
ungen: 

B+(>/9' = 0, Q=-\-Q\ (9') 
C7+(>/ = 0; 

denn setzt man die hieraus folgenden Werthe fUr C7 in (9) ein, 
so reduciren sich die Gleichungen (0) auf (9'). 

Diese letzteren Gleichungen folgen aber durch die Anwendung 
deeseiben Verlahreos, das von (ö") auf (9) führte, aus der J<ormel 

P.«^* + P./?" + r + 2 c^.;' « + 2 ^.«'^ = (10) 

sie bestimmen somit die Hauptaxen des durch (10) gegebenen EUip- 
soides, welches das zweite Dilatationsellipsoid genannt wird. 

Das erste und das zweite Dilatationsellipsoid haben 
also gleiche Axenrichtungen. 

Das zweite und somit auch das erste Dilatationsellipsoid sind 
auf ihre Hauptaxen bezogen, wenn 9., ^, verschwinden. Nun ist 
aber nach (7) und (70 9i » ^ ^y.» = — 9» — itnd das 

23* 
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Verechwinden dieser GrdBBen ist nach S. 358 fUr die Hauptdilatation»- 
axen charakteristisch; somit folgt der weitere Satz: 

Die Azen der beiden Dilatationsellipsoide fallen in 
die HauptdilatatioDsaxen; daher bleiben die Punkte dieser 
Azen bei der Dilatation auf den betreffenden Riebtungen. 

Die £inftihrung des Coordinatensystemes der Uauptdilatations- 
axen sei durch die Anbringung des Index ^ an den dadurch ge- 
&ndertcii Grössen angedeutet Zieht man noch die aus (?) und {!') 
folgenden \\ orthe i>, — 1 — J>t 1 — y,» P« 1 — », heran, so er- 
hält man die auf die Uauptdilatationsaxen bezogenen G-lei* 
chungen der beiden Dilatationsellipsoide in der Form: 

1. «'•(! - + ,i ^ (1 - y;r + / Hl - vr = ^ . 

^^^^ 

wegen der GrössenordnuDg der x,, y^, iässt sich hierlür 
auch schreiben: 

^» 17" i*' 

r« ^'t V**/ 

^ 1. ^ J. » ^ 1 

Ä'd+y,') Ä'u+«»*i 

Die Hauptaxen des zweiten Dilatationsellipsoides sind 
also den (Quadratwurzeln aus denjenigen des ersten pro- 
portional. 

Da r . 1/^, als sehr klein neben Kiii> v(»raiisi,'»*><'t/.i siiu\. so de- 
geuerircn die beiden Dilatationsellipsoide ni^^malszu Hy)ierbol«udrn. — 

Es erubn<it noch die l'ntersucimiig. .v*4rhe Wt-L^e die eiuzelueu 
Puukte der KugelrUiche (8) bei der Detorniau«»ii ziirückiieleirt haben, 
oder welche Punkte des ersten Dilatatioiisellij)soid<'s und der Ku|j;cl 
eii»ander entsprechen. Bei der Beantwortuni: dieser Fra;^^ gewinnt 
die Einführung des zweiten Dilatatiouseilipaoides erst ihre rechte 
Begründang. 

Unter der soeben gemachten Voraussetzung, da&s die Coordi- 
nateuaxeu in den Hauptdihitationsaxen liegen, wird das System (5') zu: 

r = (i + « = (1 + V). r - S(i + V)- (12) 

oder bei Einführung von Polarcoordinaten in: 

rV=r«0+jr,^ r^ = r^(l+yn, rV = r;- (l + i/); (12') 

daraus folgt tur die Cosinus der Winkel, wflrhe d»^r RaditKrpct'^r 
vor und nach der Detormaiion mit den HauptdüatatiouäajLen eiu- 
scblie^t» die Beziehung: 

«• : ^ : / = a (l + x;) : ;^ (l + V) = r (1+ V)' i^^) 
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Dies ist dieselbe Relation, welche die ebenso detinirten Richtungs- 
cosinus cf', ff, y' eines Radiusvectors nach einem beliebigen Punkt q 
des zweiten Dilatationsellipsoides verbindet mit den Cosinus a, y 
für die Normale anf der durch 7 an dieses 
Ellipsoid gelegten 'J angentenel>ene. Hieraus 
folgt die Regel, welche Fig. Ho verdeutlicht: 

Um die Stelle zu finden, welche 
ein Punkt 7„ der in dem Bereich B con- 
struirteu Kugelfläche 

r + 1?* + r - 

nach der Deformation de» Körpers 

einnimmt, construire man die zuge- 
hörigen beiden DilatationsellipBoide I 
and IT, lege an das zweite eine Tan* 
genteuebene, welche normal steht zu 
fiem Radius pq^ und ziehe durch den 
Berflhrnngspunkt q einen Kadiusvec* 
tor pqt welcher das erste Dilatations- 
ellipsoid schneidet; der Schnittpunkt^, 
ist dann der gesuchte Ort. 

Diese Construction lässt erkennen, dass das ganze System der 
Verschiebungen symmetrisch in Bezug auf die Hauptdilatationsaxen 
hegt, und dass, wenn die Hauptdilatationen rerschieden gross sind, 
keine anderen Punkte als diejenigen der Hanptazen in dem Badins* 
vector selbst Terschoben werden. — 

Wir wenden weiter die Formein (5) noch dazu an, die Ver- 
grn<:!;f>rung einer im Bereich B liegenden Strecke, einer 
Fläche und eines Baumes durch die Deformation zu berechnen. 

Legen wir, was nach S. 352 keine Bes( brilnkung der Allgemein- 
heit enthält, den Punkt p mit den Coordiuateo x in den einen 
Endpunkt der Strecke r, und verstt hen unter os + l, y -\- Vt » + ^ 
die Coordinaten des anderen Endpunktes, so Terwandelt sich 

« r + + r 

durch die Deformation in 
Es ist dann 




Fi(r> 85. 



(13) 



die (specifische) lineare Dilatation, durch Kntwickfdnng Yon r 
nach den Formeln (ö) in erster Annäherung gegeben durch: 

? - ^(P*. + n'Vy + r«. + flfy, + + (13) 
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Ffihrt man die Cosinus a, ß, / der Winkel ein, welche r, also 
die nrsprttnglicKe Bichtang der Streckei mit den Coordinatenaxen 
bildet» so findet sieh: 

p = «f'»^ + ß*y,j + 7*^,-^ ßry, -\-rf^% + ^ß^y- (13") 

Da die Deformationsgrössen a;^^, . . . ar ebensowohl positiv als 
negativ sein können, so kann auch g sowohl positiv als negativ sein, 
und zwar kann sogar bei einem und demselben System x^, . . . fi\r 
gewisse Bicbtungen das Eine, für die übrigen das Andere statt» 
finden. 

Trägt man P =s l j} ± (> vom Punkte p aus als Strecke auf die 
Richtung Ton r auf, so erfüllen die Endpunkte der allen möglichen 
Richtungen zugehörigen P eine Fläche zweiten Grades, die für stets 
positive oder stets negative p ein dreiaxiges EUipsoid ist, fi'ir theil- 
weise positive, theilweise negative p aber aus der Combination 
eines ein- und eines zweischaligen Hyperboloides besteht. Die Kicli- 
tnngen der Hauptaxen dieser Flächen fallen in diejenigen der oben 
besprochenen Dilatationsellipsoide; ihre Grössen sind resp. I/Vdrx/, 

l/V±y-% 1/V±V» ^x* V' dieselbe Bedeutung haben, 

wie in den Gleichungen (11) und (11'). — 

Das Flächens tück, welches wir betrachten, sei ein Rechteck 
mit den Kanten a und 6; wir legen den Punkt p in die eine Ecke, 
die A- und Y-Axe in zwei Kanten. Durch die Deformation sind 
die Längen der Kanten nach dem letzten Satz (18") zu 

a'«a(l 6' - 5(1 + 

geworden, der Cosinus des zwischen ihnen liegenden Winkeis ibi 
nach (6 ) 

cos(a', b') = x^. 

Da parallele Oerade innerhalb des Bereiches B sich parallel 
bleiben, so ist aus dem Rechteck von der Fläche f=ab ein Par- 
allelogramm von der Klin lic — a' b' 8m{a\ b') geworden, und die 
(specifische) Flücheudilatation findet sich bei Beschi&nknng 
auf die niedrigste Ordnung: 

^ = ^«y = ^, + t/,. (H) 

Da jedes andere ebene Fl&chenstQck innerhalb des Bereiches B 
sich in rechteckige Elemente zerlegen Iftsst, so giebt {x^ + sl) die 
Grösse der specifischen Dilatation auch fdr dieses, wenn dieXF-Ebene 
des Goordinatensjstemes der Fläche parallel gelegt wird. Die Rich- 
tung der X' und Y-Axe in der Ebene ist dabei gleichgQltig, and 
man erhält somit nebenbei den Satz, dass die Combination + y 
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ihren Werth nicht ftndem kann« wenn man die X- und y-Axe in 
der XF- Ebene beliebig Terschiebt und dreht 

Liegt das Flachenstftck nicht in der X r-£bene, so kann man 
den Werth seiner Verpösserong bestimmen, indem man ein X' T /E- 
System einftUirt, dessen X r-E3»ene mit der Ebene des Fl&chen- 
it&ckes zusammenftUt; es ist dann wieder «r x^' + und indem 
man diesen Ausdmck auf das System XYZ transformirt, erh&lt man 
anch a auf letzteres System bezogen. Die hierzu nöthigen Formeln 
sind weiter unten zusammengestellt — 

AlsYolumen, dessen spedfischeBilatation wir bestimmen wollen» 
w&hlen wir ein rechteckiges Prisma von den Kanten a, hy e und 
legen die Coordinatenazen seinen Kanten parallel Die Betrachtungen 
auf S. 352 u. 858 ergeben, dass die Beformalion das Prisma in ein 
schiefes Parallelepipedon verwandelt ron den Kanten 

welche Winkel einschliessen, gegeben durch 

cos (//, c) — y^, COS (c', a) = z^, cos {a, b') = , 

Während das ursprüngliche Volumen 

k s abe 

ist» beträgt das neue 

k' = db'c\l — cos'(f'',c')— cos'[c',rt')— cos'(a', 6')+2cos(//,c')cos(n', a')cos(a' ,6'). 

Setzt man die obigen Werthe ein und beschiänkt sich hinsicht- 
Uch der unendlich kleinen Grössen auf die niedrigste Ordnung, so 
findet sich die (specifische) Volumendilatation & 

^«*:z*»^^a;. + |^, + V (15) 

Da man jedes andere innerhalb B liegende Volumen in prisma* 
tische Elemente mit FUtohen parallel zu den (üoordinatenebenen zer- 
legen kann, so giebt die obige Formel den Werth der specifischen 
Volnmenftnderung auch für dieses au ; x^i- + % muss demgemäss 
fon der Lage des CToordinatensystemes unabhängig sein. — 

Die Formeln für die Transformation der Deformationsgrössen 
• " ursprüuglichen Ooordinatensystem A', Y, Z auf 

ein neues A", Z' ergeben sich unmittelbar aus der oben he* 
sprochenen Thatsache, dass x^, y^, i^, l y^, | Tensorcompo- 
nenten sind, denn üir solche sind die Transtbrmationsformeln auf 
SL 22 in voüständiger Allgemeinheit aufgestellt 

Definiren wir die relati?e Lage der beiden Coordinatensysteme 
durch die Formeln 
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+ + (1«) y ^ u,x + ß.y y,x' , (16) 

X* = y.r + ;%// -fr.-' ^ - «.-i^' + ß^y + 
80 liefern die Gleichongen (42) auf S. 22 aamittelbar 

r, = «: x; 4- //; + V + ß, r, /// + r, + ar;, 

« -f ß: //; + ;v : ; + .1 ;% .v; + ? ; + A j-;. 

^ « + .'/,; + y'' j / + ß. + «, -r ßt j-, , (i s 

Diese Beziehlingen gelten in gleicher Weise, wenn die beiden 
Coordinatens^rsteme Terschiedene Äniangsponkte besitzen. 

D« in den bucIi x'. y. t' aufgelösten Fonneln (10) er,, er,, or, . . . 
dieselbe Stelle einnehmen wie in den nach x. y. t aut>eIosten (16'; 
ff»* ; .... so fügt man leicht zu tlT) ein analoges Svstem ron 
der tvestalt: 

'« = * * -t- y, -t- «1' -r «,«,y, -r «,«, i, -r «»«.Jf, iL s. f. (17) 

Man ec^enut ans diesen Svstemen die Richtigkeit der oben 
gemachten Behauptungen, dass f^ + v. Ton der der «T- und 
T-Axe in der .VF- Ebene und d^ x,-ry. *r«, fibethaapt Ton der 
Ijure des C<N>nliiiatensv!^temes UD:»bha:;dg ist. 

PäJIt 0:1$ Axenkreuz .V. F. Z mit den Hauptdilatationsaxen zn> 
SAnxmea. so sind •.. t.'. x/ cleu'h Null gi<?ich den Haupt- 

d:Jktat:oaen i«^ . . xi^n Hier nehmen dbu die Formehi 

die e:ntaichere Ft>rai 3 ^ an. ~ 

Wir su^'.ten soblit^^V.oh civh eine Fetrachtons an Uber das 
Yerbalter. der Versobieban^en an der Oberfliche eines 
de: ^ruxirbirea KC^rrers^ 

An* o«'r r-i r-r.de «eltf^te:; AnciLuie, dass die Verradcnngen 
sut .^e Fu::.':: 'r.fa ocr vVor^iiza;«':: si*.:.L i:A dass dieOberdiche 
c^s K.r.vr* ir-^/ r ro-^ o.erLÄ'/.<a M*S!»^zti:r:'.ji:t'n cebüdei werden 

i.'-^-fr. «:r u.:.s «:z B ^11 dir.:: ecae näe^dKch Ufline 

K.:c*- -r- t ä'.> K\T,ir':i':z, c^'7.>:ra:r: i:t«e verwandelt sich, 

xr,< » r c.^T. ri^*>;r- «^t» -js e v. Vr. si;« w als Centram — 
jrvr Ti i.v - a*" r.;? *•* • ■-rr- «elangeo. 
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Ist nan die Gleichung der im aUgemeinstea Falle mit der Zeit 
ferilnderlicheu Oberfläche 

■ F{x,y,z,t) = 0, 

80 muss, wenn der Punkt x, y, % zur Zeit i '\- 8i nach der Stelle 
j 4- ^r, // + <)'//, z + gerückt ist, auch dieses System von Variabeln 
der Gleichung jP » 0 genügen, d. h. es muas gelten 

^Ä, + _|^5, + 4^<,j+|^,-. = 0. (18) 

Diese Gldchung stellt ^ wenn Bx^ Sy, 8z als Functionen von t ge- 
geben sind, eine partielle Differentialgleichung itir F dar; sie be- 
stimmt» zusammen mit einem für einen bestimmten Zeitpunkt Torge- 
acluiebenen Werth Ton F, diese Function und hierdurch eine Fläche, 
welche dem bewegten Körper als Begrenzung zu dienen Termag. 

Ist umgekehrt F Torgeschrieben, d. h. Form und Bewegung der 
Oberfl&cbe gegeben, so giebt (18) eine Bedingung für die Geschwindig- 
keiten dxjöty dyjdt, özjdt an der Oberfläche. EnthjÜt die Zeit 
nicht, d. h. ist die OberflSche unYerftnderlich, so Iftsst sich nach 
Division durch: 

i/(¥H4?H¥]' 

die vorstehende Gleichung schreiben: 

ö X cos (n, x) + öy cos (», y) + dx cos = 0 , (1 8') 

worin n die Normale auf der festen Fläche bezeiphnet und der ganze 
Ausdruck links die Componente der Verschiebung in der Grenze 
nach «lieser Normalen bedeutet 

Haben zwei nichtstarre Körper ein Stück ihrer OberHäche ge- 
meinsam, so muss für die Verschiebungen ö^x, df^tf,S^z und ^,^0^ Sf^]f,Sj^» 
in beiden die Bedingung (18) gelten. Die DiÖ'erenz der entsprechen- 
den Gleichungen giebt wie vorstehend behandelt: 

{d^ x — \x) cos {n, x) -f {8^y — y) cos (n, y) + (rV^ r — x) cos («, r) = 0 , (1 8") 

uud Hio^e K()riat4 sagt aus. <l'ass in diei^cm t'aiie die VerriirkiiriGrs- 
cnupuiicnteu nach der Nonnalcn in beiden Afedien an der (iren/e 
glei< li werden müssen. Hie ('onipoueiiten parallel der (irenze k<")nnen 
im All^fiiieinon veri>ciiieden sein: nur in dem spceicllt-n Kal!f\ dass 
die Körptr lest zusammenhängen, wie z. R. /wri /u^anmieiigelüthete 
Metalle, müssen die Verrlirkuncrf'n zn lu iden Seitt n völlig überein- 
stimmen; die letzte Bedingung ist in diesem Falle mit 

d^x^S^x, S^y^S^y, d^%^b^% (18") 

zu. vertauschen. 
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§ 30. Draokkräfte in defonnirburen KöiptriL . 

Dass die Tbeile eines Körpers in der eigenthfimlichen Verliin- 
dung mit emander stehen» die wir wahmehmeD, erklären wir durch 
die Annahme von (inneren) Kräften, welche sie auf einander ausQben. 
Bei den starren Körpern, deren Theüe in imverftnderlicher gegen- 
seitiger Lage verharren, so dass die Bewegung eines EHementes die- 
jenige des Ganzen bestimmt, war es möglich, zu den Tollstftndigea Oe- 
setzen der Bewegung dnrch die Elimination jener Wechselwirkungen 
aus den Beweguugsgleichangen zu gelangen; bei den deformir- 
baren Körpeiii. deren Theile gegen einander innerhalb gewisser 
Grenzen Terschiebbar sind, so dass durch die Bewegung eines Ele- 
mentes das Verhalten der Übrigen nicht bestimmt ist, müssen sie in 
Rechnung gezogen werden. Wir wenden uns jetzt zur Besprechung 
der Eligenschaften, welche wir ihnen beilegen, und der Gesetze, welche 
hieraus für sie folgen. 

Die Beobachtung zeigt, dass die Anziehung, welche ponderaUe 
Massen auf einander austtben« bei grosser Annäherung derselben erst 
schneller wichst, als das NBwrosi'sche Gesetz der Gravitation ergiebt, 
hierauf abnimmt, in einer gewissen EIntfemung veischwindet und 
sdüiesslich in eine Abstossung übergeht, die der weiteren Annäherung 
einen Widerstand entgegensetzt Wir schliesseo aus diesen Erschei- 
nungen, dass die Gravitation nur den einen Theü der Wechselwirkung 
darstellt, welcher in merklicher Entfernung altein merklich ist, dass 
aber noch amlere llieite extstiren, die bei unmerklicher Entfernung 
jenen weitaus überwiegen. EHese nennen wir die molecularen 
Wirkungen, ohne mit diesem Namen eine bestimmte Hypothese 
über die Constitution der 3(aterie aussprechen zu wollen, bloss um 
(ladttivh Krift<> anzudeuten, welche ansscUiesslicfa zwischen den 
einander unendlich nahen kleinsten Theüeu der Xaterie statt» 
ändi^n. 

Welchen iiuaatitativen Gesetzen diese Wechsetwirkungen folgen, 
ist un^i durchaus unl»ekannt: aber für die Anwendungen^ die wir in 
«ler M<>oh^uik der nicht^itairen Korper von ihnen machen, genfigt 
d;e Annahme etui^r weui^r au$ der Beobachtung abgeleiteter Eigen- 
schaften. In erste Linie stellen wir die Annahme, dass die Wechsel- 
wirkuui? zwischen ^«et kleinsten Massentheilchen nur in 
Katternus^en nterkltoh ist. welche unendlich klein iweiter 
i^rd::u' ät :»i!:d. l'ies I^^t sich a3:h so &saen. dass wir ihre 
W:rk-::*.^t'lijin^ ron ilcrk*lbea Ordaui;^ ucendUch klein gegen die 
i'i tvtnbcbtev Jea Voi*^si^:;fU'Xt ::te der K*'^rper annehmes, ab diese 
<t uiitsi.u'h k*^:a sviva die Dix<rÄ?:c!:«*u der KSrpa- sind. 
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In Folge dessen betreffen die Molecnlarwirkangen, welche ein 
Volumen des Közpera von den benachbarten Massen erleidet» nnr 
dessen unendlich dünne Oberflftchenschicht; dasselbe erleidet, wie 
man kürzer sagt, nur Oberflftchendrncke von den Nachbar- 
massen. 

Constmirt man über einem beliebig durch den willkürlichen 
pQnkt^ des Körpers gelegten ebenen Fl&chenelement / einen geraden 
(^linder auf der Seite, nach welcher man die Normale nza f positiv 
rechnet, und nennt man ein Massenelement innerhalb dieses Cylin- 
den im,, eines jenseits der Grundfläche / aber dm, so bezeichnet 
man als Componenten des Moleculardrnckes gegen die durch 
die Coordinaten x, » und die Normale n in ihrer Lage 
definlrte Fl&che f die Summen über die bezüglichen Com- 
ponenten für alle Kräfte, welche die Massen von den 
Kassen 3m erfahren. Dividirt man diese Summen noch durch die 
Grüsse «des Flächenelementes f, so erhält man (bei Voraussetzung 
eines mit dem Ort stetig wechselnden Zustandes) die auf die 
Flächeneinheit bezogenen Werthe der Gomponentensummen, 
d. L diejenigen, die statt6nden würden, wenn die MasseuTertheilnng 
über der ganzen Flächeneinheit dieselbe wäre, wie Über dem Flächen- 
element f. 

Die hierdurch definirten reducirten Werthe, welche, als auf die 
Flächeneinheit bezogen, eigentlich specifische Druckcomponen- 
ten heissen mfissten« nennt man kurz die inneren Druckcompo- 
nenten des Körpers, und bezeichnet sie durch JIT,, 1^ Z^, wenn sie 
den Coordinatenaxen Xy Yj Z parallel genommen sind. Der Index n 
deutet nach dem Obigen diejenige Seite der Nonnalen an, auf 
welcher die Masse liegt^ gegen welche der Druck stattfindet 

Ist SmitmiF{r) das £lementargesetz der Wechselwirkung £j 
welche zwischen 9m nnd Sm, stattfindet, so ist nach dieser Definition: 



^ » = ^ 2 ^ ^'W cos (A', y), 





(19") 
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Es fällt also die Bichtung des Drockes im Allgemeinen keines* 
wegs mit der Normalen n zusammen. 

Die Dimensionen der speci&iehen Dmcke • * . sind nach dem 
Vorstehenden die einer Kraft, dividirt durch eine Fl&che, das heisst, 

[PJ = [ij = [ij = [^J = [«.r'r'j; an 

die Einheit des Druckes ist diejenige, die erhalten wird, wenn die 
Krafteinheit auf die Flächeneinheit ausge&ht wird. Die in der Technik 
gelegentlich gebrauchte Einheit, nämlich der Druck eines Gewichtes 
fon 1 Kilogramm auf die Fläche eines Quadratmillimeters, ist, da 
das Gewicht eines Grammes 981 unserer Krafteinheiten hetrftgt, 
gleich 96100000 unserer Druckeinheiten. Eine andere praktisdie 
Drnckeinheit werden wir weiter unten kennen lernen. 

Die Componenten X^, Y^, sind zwar zunächst nur Bechnungs- 
grössen ohne die mechanische Bedeutung von Oesammtcomponenteut 
da die Einzelwirkungen, die sie zusammensetzen, nicht auf d^e Theile 
eines starren Körpers ausgeftbt werden; da aber die Massentheilchen, 
auf welche sie stattfinden, dem Flächenelement / unendlich nahe 
liegen, so treten sie in die Beweguugsgleichungen doch ebenso ein, als 
hätten sie einen gemeinsamen Angrifispunkt und könnten demgemäss 
für jede Stelle zu einer Besultirenden zusammengefasst werden. ~ 

Um die allgemeinen Eigenschaften dieser Druckcomponenten ab- 
zuleiten und die Bolle zu erkennen, die sie bei den Vorgängen der 
Bewegimg und dee Gleichgewichtes deformirbarer Körper spielen, 
gehen wir von denselben Sätzen über die Bewegungsgrösse und das 
Flächenmoment eines Massensystemes aus, welche die Grundlage für 
die Behandlung der starren Körper bildete und welche in den Glei« 
chungen (100) und (102) auf S. 171 und 173 ausgesprochen sind. Um 
sie anwenrlen zu können, müssen wir bezüglich der inneren Kräfte der 
deformirbaren Körper die weitere Annahme machen, dass ihre über 
einen beliebigen Theil des Körpers summirten Componenten und 
Drehungsmomente nach den Coordinatenazen verschwinden, was sich 
am einfachsten durch die Festsetzung erreichen läset, dass bei 
den Wechselwirkungen zwischen zwei kleinsten Massen- 
theilchen Wirkung und Gegenwirkung gleich sind und beide 
in der Verbindungslinie der Theilchen stattfinden. Hiermit 
ist sehr wohl vereinbar, dass grössere Massen, z. B. die Elementar* 
theile eines Krystalles, complicirtere Wirkungen auf einander ausüben. 

Nach dieser Annahme treten in jenen Fundamentalgleichungen 
bei Anwendung auf einen beliebigen Theil eines deformirbaren Kör- 
pers nur die von aussen auf denselben wirkenden Kräfte auf. 
Letztere zerfallen in zwei Gruppen; die erste Gruppe umfasst die 
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Fernwirkungen wie insbesondere die GraTitatton oder die Schwer- 
kraft» die zweite die 51olekularkräfte der umgebenden Massen. 

Die Fernwirkungen werden auf innere Punkte des betrachteten 
Bereiches ausgeübt; sie sind im Allgemeinen stetige Functionen des 
Ortes und lassen sich demgemäss auf die Volumen- oder Massen- 
einheit beziehen. Wir bezeichnen weiterhin die Oomponenten 
der auf die Masseneinheit an der Stelle 2, y, % bezogenen 
Fernwirkungen mit 7, Z, benutzen diese Buchstaben also 
weiterhin in einem anderen Sinn als in den früheren Entwickelungen. 
Die Molekttlarwirkungen der das betrachtete Bereich umgebenden 
Massen erstrecken sich nach dem S. 363 Gesagten nur auf t inc un- 
endlich dünne Ohertiilclienschicht und comhiniren sich deshalb zu 
den auf die Oberfläclie des Bereiches wirkenden Druckcomponenten 
-Y^, y , Z,, die oben deünirt sind. Dit stMi Fiilchenkr&ften stellt 
man die Oomponenten X, Y, Z wohl auch kurz als r&umliche 
Kräfte gegenilber. 

Bezeichnen wir nocli mit dk das Kaum-, mit dn das Ober- 
tlächeuelement des betrachteten Ben iches, mit t die Dichte an der 
Stelle X, t/, so schreiben sich die beiden Systeme (100) und (102) 
in folgender Form: 

j\ '^'^^ dk = J eXdk + Ja; r/o, 

J e "^^fräk^f tYdk+f Y,da, (20) 
J,^dk= j\zdk+ Jz^do, 

Jt{z^^x^^)dk^ j,{xX-xZ)dk-t fizX^-xZJdo, (21) 

j\{x^^^^y^^]dk=J,{xY-yX)dk+J {xY^^yX^do. 

Die Druckcomponenten X^, Y^^ Turiiren, wenn wir bei un- 
geftnderten Axenriditungen Ort und Lage des Flächenelementes 
ändern, auf welche sie sich beziehen. Wir können in Bezug hierauf 
eine Reihe TOn Sätzen ableiten, indem wir die Torstehenden Glei- 
chungen auf Bereiche von bestimmter Form innerhalb des EArpers an- 
wenden. Fttr diese Untersuchung ist der folgende HQlfssatz von Nutzen. 

Bezeichnet <p eine eindeutige stetige Function der Coordinaten 
jr, y, t, 80 lässt sich das über einen beliehigeu Raum k zu er- 
streckende Integral 



Uiyitized by Google 



366 



Mechanik deformirbwer KOq»er. 




■*X 



nach X ausführen und ergiebt 

JjI^^ ^jj (- ^«u + - + ^p*. i • • 

wo die rechts auftretenden Werthe von ip sftmmtlieh für dasselbe 
y und Xf aber für diejenigen Werthe x zu nehmen sind, welche die 
Integrationsgrenzen flb* x hilden (Fig. 36). Diejenigen, welche sich 

auf die unteren Grenzen 
Ol, o.... beziehen, sind mit 
ttegativem, die, welche sich 
auf die oberen 6„ fr« . . . 
beziehen, sind mit pori* 
tirem Vorzeichen versehen. 

Die Integration über 2 
&8Bt alle Volumenelemente 
zusammen, die einem par- 
allel der X-Aze yer- 
laufenden Elementarfaden 
▼om Querschnitt dyd» an- 
gehören; die beiden nocli 
übrigen betreffen alle Ele- 
mentar&den, in die sich der ganze Raam zerlegen lAsst Mau kann 
daher das zunächst erhaltene Doppelintegral in die Form eines Ober* 
flächenintegrales bringen. 

Führt man nämlich die Richtung der inneren Normale n ein 
nnd beachtet» dass dieselbe mit der +X-Richtung an den unteren 
Grenzen r/^ einen spitzen, an den oberen Grenzen einen 
stumpfen Winkel einschliesst, so kann man dydz als die Projection 
von OberHächenelementen do^ und do^, welche an allen Stellen 
und bj^ durch den betrachteten Elementarfaden aus der Oberflftche 
ausgeschnitten werden, betrachten nnd setzen 

dydz do^ cos (n^, x) 
=s — da^ cos («1^, x) 

und erh&lt so: 

Der hierin rechts stehende Ausdruck bezieht sich in seinem 
ersten Theile auf alle nach der *-X-Seite liegenden Oberflachen- 
elemente do., in seinem zweiten auf alle nach der +'^*Seite liegen- 
den do^\ beide zusammen erstrecken sich auf die gesammte Oberw 
fi&che und unser Besnltat Iftsst sich daher schreiben 



^^■dk = — J (f cos x) do, 
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wo ^ kurx den in rlem Oberflächenelement do stattfindenden Werth 
Ton (f bezeichnet Denkt man eine der vorstehenden entsprechende 
Operatioa mit drf idy und dfpjdx Torgenommen, bo gelangt man 
zn dem gesuchten Hülfssatz: 

Für eine eindeutige stetige Function (f der Coordinaten 
x^y, X gelten zwischen den Integralen über einen beliebigen 
Raum k und denen über seine Oberfläclie o die folgenden 
Beziehungen, in welchen n die innere Normale bezeichnet: 

J"|^ rfft _ J*^ cos x) dOf 

= - f(f cos {n,y)do, (22) 

— — Jff cos [n, x) do, 

Vertanschen wir in diesen drei Gleichungen ip resp. mit dif fdx, 
d^/dy, dtp /dz, addiren sie darnach und setzen knrz 

io eriialten wir: 



J^tf dk = -Jll'lg cos(»,x) + I J coi4(fi,^) + cos (n, i)j (io. 

Nun ist die Klammer auf der linken Seite die Aenderung. 
welche ^ erleidet, wenn man Ton do in der Bichtung der inneren 
Normale um dn fortschreitet, und zwar durch dn dividirt; bezeichnet 
man diesen Werth, wie frfiher, durch dq jön, so kann man das 
letztere Resultat auch schreiben: 

fj<pdk fi^do, (22") 

Dit'se Folm'nuij^ aus unserem Hülfssatz, weli-lie voriiusbetzt, dass 
Off c.'.r. (j<i jfnj. dff idi innerhalb k eindeutig und stetig sind, ist 
Ton vifclfacliem Nutzen. — 

y>if Gnind^rlpichungen (20) und (21) sollen mni ;nif oinipo inner- 
halb oder au der ( )bertlilohe des betrachteten deformirbareu Kru pers 
abgegrenzte Volumina von sperieller Fnrm nnfiewandt werden, welche 
eine oder mehrere unendlich kleine 1 »imensioiien besitzen. Dabei 
fassen wir die (.Jr()sseuordnun<: der verschiedenen in ilmen entli:tlt»'T!,>n 
(•iliefler in Betracht; falls einiu^e von ihnen bich vnn luiberer urJ- 
nung klein erweisen, als die iihriuen, so werden wir schüe^srii. dass 
die letzteren sieb jrei^enseitig bis auf (-irösseu der hrdiercn OninuiiL' 
zerstören, d. h. also [\m Vcriiacidiissit^iiiii; von unendlich Kleinem 
nt^ben Endlichem) in der öumiue Null geben müssen« 
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Bei der Ausweithung der Grössenordnung setzen wir das £r- 
fahrnngsresultat voraus, dass sowohl die Beschleunigungen, als die 
räumlichen Kräfte, als anch die Drucke in Wirklichkeit immer end* 
lieh sind. 

Femer werden wir, wie bereits früher, so auch weiterhin die 
Drucke innerhalb eines Körpers als stetige Functionen des Ortes 
betrachten, also den Gesammtdruck gegen ein unendlich kleines 
Fläcbenelement äo jederzeit gleich P da setzen und denselben wie 
eine im Schwerpunkt von do angreifende Kraft behandeln. 

Wir wenden die drei Gleichungen (20) zuerst auf ein Volumen an, 
welches die Form eines geraden Cylinders hat, dessen Höhe d/i un- 
endlich klein gegen seine Querdimension ist Setzen wir dk = dkdo, 
so erkennen wir, dass die Kaumintegrale wegen des Factors dh un- 
endlich klein von der Ordnung von dh werden; es folgt daraus, dass 
die Oberriächenintegrale ebenfalls einen von der Ordnung dh un- 
cudlieh kleinen Werth besitzen müssen. Letztere zerfallen in drei 
Theile, die sich auf die Cylinderflärhe und die beiden Gruudtiächen 
erstrecken. Der erste Theil ist mit dfi proportional; es müssen dem- 
nach die letzten beiden, filr sich endlichen, zusammen ebenfalls von 
der Ordnung von d h sein. Da die inneren Normalen für die beiden 
Gruudtlächeu entgegengesetzte Richtungen haben, so können wir die 
eine mit + n, die andere mit — n bezeichnen und erhalten, wenn 
wir mit einen endlichen Factor bezeichnen: 

Y_^do^Udh. 

f(Z^,'hZ_^)do^f,dh; 

die Flächenlntegrale sind über die eine Grundfläche zu erstrecken. 

Da über Gestalt und Grösse der Grundfläche o gar nidtts 
vorausgesetzt so müssen diese Gleichungen bei jeder Veränderung 
derselben bestehen bleiben, d. h. es müssen, fär je zwei sich ent- 
sprechende Punkte der beiden Gnind flächen genommen, die Summen 
der im allgemeinen endlichen Druckcomponenten 

▼on der Ordnung ihres Abstandes dh sein. 

Hieraus schliessen wir, indem wir unendlich Kleines neben End- 
lichem vernacldässigen, den Satz: 

(legen zwei Flächenelemente, welche durch denselben 
Punkt mit entgegengesetzter Richtung der positiven Nor- 
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malen gelegt sind, wirken gleich grosse und entgegen* 
gesetzt gerichtete Drucke; es ist nämlich: 

^^%« = -^-«» I^-„> ^ + » = --2^.. (23) 

Die Gleichungen {21}, auf dasselbe Volumen angewandt, fahren 
zu denselben Beziehungen. 

Wir wenden femer das System (20) auf ein kleines Tetraeder 
SD, das hp<^enzt wird durch drei durch x, y, z gelegte Parallele 
zu den Coordinateuebenen und eine jene schneidende Ebene, dcron 
äussere Normale mit n und deren Grösse mit do bezeichnet werden 
mag. Die in den Gleichungen auftretenden Baumintegrale sind 
ausser mit do^ proportional mit der normal zu do^ gemessenen Höhe 
dh iU'< Tetra (Hier??, die OberHächenintcgrale aber nur mit den 
Flächeneleni. nten do^, do^, do^, da^, die unter einander gleiche 
(rrossenordnung haben; die letzteren müssen sich demnach in der 
Sunme bis auf Glieder von der Ordnung von dh gegenseitig zerstören. 

Da die inneren Normalen auf den vier Seitenflächen resp. 4* 
+ y« + — A sind, 80 geben die Integrale Uber die Gesammtfläche 

d<»* + rfo, + -X, do^ 4- do^ = f: dc^dh 

u. 8. f., wobei /",' einen endlichen Factor bezeichnet; da ferner 

<i = do^ cos (», x)t do^= do^ cos y), do^s= do^ cos (», 
und nach (28) 

^-«---^•» Y_^^—y^f z_^^~z^ 

ist, 80 erhalten wir auch bei Vernachlässigung von unendlich Kleinem 

neben Endlichem: 

A'^ cos (n, x) + A'^ cos (n, //) -|- X, cos (n, x) = X^, 
i',C08(n,ic) 4- rjC08(»,y) -f r,C08(»,;^) }\, (24) 
Z,cos(fi,d;) + ZyCOs(fiyy)+ Z,cos(«,»)« Z,. 

Die Druckcomponenten X^j l\, gegen ein Fl&chen« 
element mit der Normale n bestimmen sich je durch die 
parallelen Componenten X,, X^, A, resp. y^, y^, r. und 
Z^, Z , Z,, welche theils normal, theils tangential gt^gen 
Flftchenelemente wirken, deren Normalen in die -\-X-j + Y-, 
+Z-Axe fallen, indem man Bepr&sentanten der letzteren 
auf den bezüglichen Axen aufträgt und ihre Projectionen 
auf die Richtung von n summirt 

Dieser Satz bestimmt den gegen ein beliebiges Flächenelement 
ün Punkt jc, y, z wirkenden Druck r\ nach GrOsse und Richtung 
durch die nenn filr dieselbe Stelle geltenden speciellen Druckcom- 
ponenten X,, X^, A',, i;, 1'^, \\, Z^, Zy, Z,. Die Drucke be- 

W.Vowt, MMhMdk. Z««lto Aat. 84 
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traebten wir als innerhalb desselben Körpers eindeniig and stetig 
und können deshalb den HUlfssatz (22) auf sie anwenden. Bildet 
man also das Integral 

für die Oberfläche eines beliebigen Volumens iiiuerhalb des Körpers, 
80 kann muü die rechte Seite schreibeu 



J \dx ^ dy ^ öx 



und erhält beim Einsetzen dieses Ausdruckes fUr fX^do in die 
erste Gleichung (20): 

r( i(Px , O.Y, , ^A* , dX.\,. ^ 

Da die Gleichung für jedes Volumen gelten soU, so miiss der 

Factor von dk unter dem Integralzeif b' i) verschwinden, und man 
erhält indem man / Y^^do und f Z^do in gleicher Weise behandelt» 
hierdurch die drei Gleichungen: 

ipx dx. dx^ dx, 

— » —- — ^ — 

d^ dx dy d» ' 

Die Gomponenten der Beschlennigungen nach denCo- 
ordinatenazen, multiplicirt mit der Dichte 9, sind fttr jeden 
Punkt des deformirbaren Körpers gegeben durch die auf 
die Volumeneinheit bezogenen Gomponenten der äusseren 
Kräfte» weniger den Differentialqnotienten der parallel 
wirkenden Drucke gegen die Goordinatenebenen nach deren 
Normalen. 

Dieses System liefert, wie wir sehen werden, die Bewegnngs- 
gleichnngen fbr deformirbare Körper. 

Es ist nützlich, sdion hier zu beachten, dass in den Gleichungen 
(25) die Differentiale der Coordinaten x, y, » in doppeltem Sinne 
auftreten, links als die Aendeningen der Goordinaten des Maasen- 
dementes in Folge der Bewegung, rechts als willkürliche Zuwachse^ 
denen Aenderungen der Ton Ort und Zeit abhängig gedachten Drock* 
componeiiten entsprechen. Bei der Integration der Gleichungen 
wird dieser doppelten Bedeutung Rechnung zu tragen sein. 

Setzt man die durch (25) gelieferten Werthe yon tify/df und 
B^zjdi* in die erste der Gleichungen (21) ein, so eih&lt man: 
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oder, anders geecliriebeii: 

NdyZ dyZ, .dyZ, BxY, d x Y, dxY,\,. 

Das erste Kauminten^ral liisst sich nach dem Hültssatz ,22) um- 
formeü und giebt dann unter Riicksiclit auf (24) f^crade das folgende 
OberHächenintegral mit uegativttm Vorzeichen. Es bleibt demgeuiäss 

eine Oleichun-^, die für jedes beliebige Volunten k nur dann erfüllt 
sein kann, wenn der Factor von dk verschwindet Hierdurch und 
durch ähnliche Behandlung der zweiten und dritten Gleichung (21) 
erhiUt man das Kesultat; 

n--^,» ^y^K' (26) 

Far zwei durch denselben Punkt normal za einander 
gelegte Flftchenelemente sind diejenigenTangentialdrackei 
welche normal zu der Schnittlinie der beiden Flächen- 
elemente stehen, onter einander gleich. 

Die Bedeutung dieses zunächst aberraschenden Satzes wird 
Uar, wenn man Überlegt^ wie sich nach den Formeln (21) eiu pris- 
matisches unendlich kleines Volumen innerhalb des Körpers hin- 
sichtlich der wirkenden Drehungsmomente verhält Wiederum sind 
die Raumintegrale, endliche Beschleunigungen und Kräfte Toraus- 
gesetzt, als in Bezug auf die Dimensionen des Prismas vom dritten 
Grade, unendlich klein gegen jedes der Oberflächenintegrale, so dass 
diese sich gegenseitig bis auf ein Glied niederer Ordnung zerstören 
müssen, wenn nicht die Rotationsbeschleunigungen unendlich gross 
werden sollen. In den Oberfläehenintegralen heben sich aber die 
auf gegenüberliegende Flächen wirkenden Normaldrücke gegenseitig 
auf, da sie an gleichen Hebelarmen wirken und entgegengesetzt 
gleich sind; die bezüglichen Tangentialdmcke aber haben verschie- 
dene Hebelarme und können sich demnach nicht in derselben Weise 
aeswtOren; damit nicht unendliche Beschleunigungen eintreten, mflssen 
«ich daher die auf Terschiedene Flächenpaare wirkenden Drucke, 
welche um dieselbe Axe drehen, compensiren. 

Durch den letzten Satz wird die Anzahl der für einen beliebigen 
Punkt Ton einander unabhängigen Druckcomponenten auf sechs 
redneirt 

«4» 
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Sind also f&r eine Stelle p die drei Normaldrocke 
T^fZ^ und die drei Tangentialdracke Y^^Z^, Z^^X^, X^^Y^ 
gegen Parallele zu den Ooordinatenebenen gegeben, so ist 
dadurch der gegen ein beliebig durch p gelegtes Fläcben- 
element wirkende Druck nach Grösse und Richtung toIU 
ständig bestimmt 

Wir wollen schliesslich Toraussetzen, dass das körperliche S^rstem 
aus mehreren homogenen oder stetig Terftnderlichen Tbeilen brätehe^ 
welche eine gemeinschaftliche stetig gekrümmte Grenzfläche besitzen, 
und wollen die Formeln (20) auf ein Volumen anwenden, das begrenst 
wird durch zwei Oberflächen, welche beiderseitig in sehr kleinen Ab* 
ständen parallel der Grenzfläche zwischen zwei solchen Theüen ge- 
legt sind, und durch irgend eine auf beiden normal stehende Mantel- 
fläche. Unterscheidet man die Werthe der Componenten f&r beide 
Medien durch die Indices h und k und versteht unter den Normalen n 
die inneren bezüglich des betrachteten Yolumenelementes, so erhält 
man durch Anwendung der S. 368 benutzten Betrachtungsweise 

("Y). + (A'J, = 0, (y)„ + (y), = 0, {ZX + (ZX = 0, (27) 

wo der über dif ßuchstabeu gesetzte Strich ;iinitMiten soll, dass der 
Werth uiieiidlicli nahe an der < ! reu/liaclie /.u nehiiien ist: die Nor- 
malen sind iür die /us.'iiiiineiisto^senden Krir[)er die äusseren. 

In der Grenze zweier Medien niiissen die Drucke, 
welche von heiden St iteu .iregen das Grenzflächenelement 
ausgeübt werden, sh'Ii zerstören. 

Ein h;iutiL:»*r Fall ist iler, dass die Kralt, wclclir von der einen 
Seite ^'egeii «hiö ÜberHächenelenieut aubgeiiht wird, direct gegeben i>l, 
so, wenn eine Flüssigkeit in einem Cylinder durch einen lielasteten 
Kolben couijuimirt oder ein Draht durch ein angeli:üi;,'te^ (^ewiciil 
gedehnt wird, in diesem Falle bezeichnen wir die, ei>eiiüO wie A' . 
y , auf die Einheit der Flache hezogencTi, gegeben eri äu>sereii 
Druck componenten mit JT, Y, Z und haben dann statt (27) die 

Form: 

:y+.V = 0, y>r=0. Z^+Z^ü. (27) 

In den Flächenelementen, für welche die äusseren 
Druckcomponenten Y, Z gegeben sind, müssen diese 
die Werthe der inneren Druckcomponenten X^ y^, Z^ unter 
n die äussere Normale des Körpers Terstanden, zu Null 
ergänzen. — 

Bs ist Ton grosser Bedeutung, dass sich der Beweis filhren läset» 
dass in den Torstebend abgeleiteten Sätzen (23) bis (27) über die 
Druckcomponenten Alles enthalten ist» was sich aus den Gleichungen 
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(20) und (21) durch Anwendang aof irgend welche einfache oder 
iQSftmmeugesetzte Körper finden ISssi. Dies leisten wir, indem wir 
teigeo, dasfl die Gleichungen (20) und (21) 80 ▼ollst&ndig in unseren 
Sfttsen aufgegangen sind, dass wir sie aus ihnen im allgemeinsten 
TorsQSgesetzten Falle mit Strenge wieder ableiten können. 

Wir betrachten dazu ein ans beliebig vielen homogenen oder 
itetig verftuderlichen Theilen bestehendes körperliches System und 
«enden auf einen Punkt desselben die erste Gleichung (25) an, mnlti- 
pliciren sie mit dem Raumelement dk, integriren sie ttber den ganzen 
homogenen Theil Jkj und sommiren sie darnach ttber alle Tbeile. 

Wir erhalten so: 



die Anwendung des Hfllfssatzes (22) auf das letzte Integral ergiebt 
in Rflekaicht auf (24) 



wo das ObeHiÜchenintegral lAmmtliche Obertlächeuelemente aller 
Theile betrifll und n die innere Normale auf ihnen bezeichnet. 
Uiej^nigen Kiemente dOf welche der G-renze zwischen zwei Theilen 
angehören, kommen auch zweimal vor, und die sie betrettenden 
Glieder heben sich nach (27) hinweg; es bleiben sonach nur die 
Glieder, welche sich auf die äussere Begren zun ^ des betrachteten 
körperlichen Systemes beziehen. Damit ist aber die erste Gleichung 
(20) in allgemeinster Fassung zurück^ewonneni und in gleicher Weise 
l&BSt sich die zweite und die dritte bilden. 

Fassen wir hingegen die zweite und die dritti^ Gleichung (25) 
mit den Factoren — x und -f zusammen und integriren sie Uber 
das betrachtete körperliche System, so ergiebt sich: 



«) <i) Iii 






oder wegen (26) auch: 





0X 



' fly ' / \ dx Oy dn, II 
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Hier iSast sich das letzte Integral durch den Hlil&satz (22) um- 
formen, 80 dasB man unter Bttckdcht auf (24) erhftlt: 




Von fleiu 01)erfiächenintegral bleibt wc^'en (27) nur der Theil, 
welcher sich auf 'liV äussere Begrenzung des betrachteten Systemes 
bezieht, und demnach stellt die erhaltene Gleichiiii!]^ die erste des 
Systemes (21) in all^^emeinster Fassang dar; ebenso können die 
übrigen m l)ildet werden. 

Hiernach sind die Gleichungen (20) und (21) in der 
That vollständig in die Sätze (23) bis (27) aufe^c^janfren, und 
diese entlialten Alles, was allgemein über die Drackcompo- 
nenten ausgesagt werden kann. — 

Wir ziehen aus denselijen nun einige Folgerungen, welche die 
Art der Yertheilung der Druckkräfte um einen Punkt zu veran- 
schaulichen geeignet sind. 

Sei durch die Stelle r, v. die wir kurz den Tunkt p mannen 
wollen, ein Flächeneleraent gele^^t, dessen Orientining durch die Cosinus 
C08(w, r) = a, cos(«, y) = S. cos(«, — y der ^^'iukel bestimmt ist, 
welche seine, wie oben festgesetzt, positiv gerechnete Nonnale n mit 
den Coordinatenaxen einsehliesst; der Druck P . welcher gegen das- 
selbe ausgeiiht wird, schliesst dann Winkel mit den Coordinaten- 
axen ein, deren Cosinus a\ ß', /' nach (19 ) gegeben sind durch: 

Denkt man sich eine den Druck repräsentirende Länge r auf 
der Richtung dieses Druckes aufgetragen, so hat der Endpunkt dieser 
Strecke nach den letzten Formeln die Coordinaten |' = A'^, */'=T'^ 
^=Z^^. Wechseln wir die Orientirung des Flächenelementes, d. h. die 
Richtung von n, so ändern sich A'^^, und demnach die Coordi- 

naten fj'f ^] der Endpunkt von beschreibt dabei eine Ober- 
fläche, deren Gestalt wir jetzt untersuchen wollen. 

Wir haben nach (24) und (28) zunächst» da r » gemacht ist, 

ß'P^^fl'^ Y^u + Y^ß + r.y, (28-) 

und erhalten hieraus die Gleichung der Oberfläche^ wenn wir c, ^, Yi 
die sich auf eine bestimmte Lage von n beziehen, unter Znhfllfe* 

nähme der Beziehung 

eliminiren. 
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Dies geschieht, incleni wir die lileichungen (28') nach ac, ßy / 
aaf lösen, wodurch die !t'oriueln 

(28") 

entstehen mögen, und die Summe ihrer Quadrate addiren. Wir er- 
halten 80 die Gleichung: 

1 « (/>. r + 7. n + q. rr + te. r + p. n + r)* 

in der die und allein von den Druckt oiii{ioneTiten A'^, . . . A'^ 
Qud mit ihnen von der Orientirung des Coordinateii.svstemes ab- 
hängen. Hieraus ergiebt sich der folgende Satz: 

Legt man in einem deformirbaren Köriier durch einen 
gegebenen Punkt Flächenelemente in allen möfjlichen Lagen 
ünd trägt für die gegen sie wirkenden Druckkräfte Re- 
präsentanten auf deren Richtungen auf, so erfüllen die 
En«hiunkte dieser Strecken ein dreiaxiges Ellipsoid, welches 
üiaii als das erste Druckellipsoid bezeichnet. 

Richtungen undGrössen derDrucke verhalten sich hier- 
nach symmetrisch in Bezug auf drei zu einander normale 
Richtungen, in welchen sie die grössten, resp. kleinsten 
Werthe annehmen; diese Richtungen heissen die Haupt- 
drackaxen für den ^^egebenen I'uukt. 

Die Lage der Hauptdruckaxen bestimmt sicli durch dasselbe 
Verfahren, wclcln^s S. 855 /.ur Bestimmung der Haupldilatations- 
axen angfwandt wordm ist 

Führt man gemäss (28') Polarcuordinaten durch die Furmehi 

S^r'a, n'^r'?, ^^rf 
ein, 80 erhält man aus (29): 

(c>. ^ ß'q, + y%r («V, -h ß'Pr 4- y W + + + y W = pi , (290 
was wieder abgekürzt werde in 

Ä'+B'-^C'^pi' (29") 

Diese (Th^ichungi'n unterscheiden sich von (8") und (8" ) nur da- 
durch, dass auf der recliteu Seite 1 an Stelle von R~ steht. 

Die a, S', '/', welche die Richtungen der Hauptdruckaxen be- 
itimmen. berechnen sich deuigemäss, wie oben, aus den Gleichungen 

^ + 4- 7, C — nee = 0, 
7,^ + />.ß+ 7 =0, (SO) 

q^A + q,D + i^,6* — (»' y' = 0 
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unter Rücksicht auf die Beziehung: 

a" + /^" + /'= 1. 
Letztere Gleichungen werden aber identisch erfüllt durch 
A + Qt/ = 0, 

sie bestimmen demgeraäss zugleich die Lage der Hauptaxen für die 
Fläche zweiten Grades 

P.u -i- p.ß'^ + p.r" + 2g./?y + 2j./«' + 2q,a'ß'^± ^, (31) 

welche kori das zweite Druck ellipsoid genannt wird, obgleich sie 
nicht stets ein EUipsoid zu sein braucht, da p^, Pt, grösser und 
kleiner ab Null sein können; R bezeichnet eine willkürliche Constante^ 
Das erste und da« zweite Druckellipsoid sind also coaxiaL 

Das zweite Druckellipsoid erscheint auf seine Hauptaxen bezogen, 
wenn durch die Wahl des Goordinaten^ystemes, was wir wieder durch 
den Index * andeuten wollen, q*^ q^^saq*^ 0 gemacht ist 

Setzen wir dies voraus, so wird das System (28^^ zu: 

««P.*r, ß = p:'v', r = p:^-> (31) 

die Einführung dieser Wertbe in (28') ergiebt: 

da aber dies System für alle t]', T f^eltea soll, so folgt liienius, 
dass für ein mit dem System der Hauptdruckaxen zusammenfallendes 
Coordinatensy Stern gilt: 

Pi* = • Pt — -yr t P% — » (31") 

aber 

r;«o, ^,'-0, (sn 

Fallt'ii die Coordinatenaxeu in die Hauptdruckaxen, so 
veibchwinden die ge^^en die Coordinatenebenen wirkenden 
tangentialen Druckcomponenten, und es bleiben nur die 
normalen übrig. 

Auf die Haui)t«lrucka xcn bezogen werden daher die 
Gleichungen der beiden H auptdruckeiiipsoide: 

^1 ^»» V,***/ 
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die Azen des zweiten sind also den Quadratwurzeln aus 
denen des ersten proportional 

Man erkennt, dass das sogenannte zweite DmckeUipsoid zu einem 
Hyperboloid wird, wenn eine der Grössen X^, Y^ , negativ ist 
Dsmit auch in diesem Falle der Punkt p rings von der bezüglichen 
Fliehe umhüllt werde, ist erforderlich, dass man die beiden Vor- 
seichen von R benutzt^ also die Drackfläche aus dem ein- und dem 
zweischaaligen Hyperboloid zusammensetzt — 

Das zweite Druckellipsoid gewinnt seine eigentliche Wichti^eit 
erat bei Beantwortung der Frage nach der Lage der resultirenden 
Druckkraft P,, welche gegen ein gegebenes Flüchenelement wirkt 

Denkt man die Hauptdmckaxen zu Coordinatenazen gewShlt, 
80 gelten zwischen den Bichtungscosinns a, ß, y der Normalen auf 
dem Fl&chenelement und den Bichtungscosinns ^, / der Druck* 
kraft nach (280 (^1'") die Beziehungen: 

«p=«A';, ^/^. = /^r;, /i', = /^;, (33) 

ans denen folgt: 

aA'/:/? r;:yZ;. (33) 

Diese Formeln haben dieselbe Gestalt wie (12"); man kann 
also, das aus jenen gezogene Resultat den hier Torliegenden Um- 
ständen anpassend, folgende Regel aussprechen, welche durch die 
S. 357 gegebene Figur 85 erl&ntert wird. 

Um die Richtung und die Grösse des Druckes zu finden, 
welcher in einem gegebenen Medium an der Stelle p gegen 
ein gegebenes Flächenelement wirkt, constrnire man die der 
betreffenden Stelle entsprechenden beiden Druckellipsoide, 
lege an das zweite eine Tangentenebene parallel dem ge- 
gebenen Fl&chenelement und ziehe durch die Berührungs- 
stelle q einen RadiusTector Ton p bis zu dem ersten Druck- 
ellipsoid; die hierdurch abgegrenzte Streckep^^repr&sentirt 
nach Richtung und Grösse die gesuchte Druckkraft 

Diese Construction ergiebt unmittelbar, dass im Allgemeinen 
nur gegen FlSchenelemente, welche normal zu den Hauptdmckaxen 
stehen, die Drucke senkrecht wirken* 

Ueber den Sinn, in welchem man hierbei die Druckkraft rechnen 
rnnss, entscheidet am einfachsten die Anwendung auf die speciellen 
FUle^ dass die Normale in eine Hauptdruckaxe ftUt Ist z. B. X*< U, 
so wirkt, wenn die Normale in die + '^-Richtung ftllt, die Druck- 
kraft pandlel der — A-Axe und das FlJIchenelement erleidet eine Zug- 
knft; ist X* > 0, so wirkt im gleichen Fall die Druckkraft parallel 
der -|-X>Axe und das Flächenelement erleidet eine Druckkraft. 
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Die Anwendimg dieser Regel wollen mr an der Betrachtang 
des Schnittes beider Dmckfl&chen mit der JSTr- Ebene zeigen ftr 
den Fall, daes X*>0, Yy^<0 ist, also die Schnittcnrve des zweiten 
sogenannten Dmckellipsoides zwei Hyperbeln giebt (Fignr 87). 

Wir geben von der Lage 
der Nonnale in der +A'-Axe 
ans, welcher eine der Nor- 
malen fi, parallele Kraft P, 
entspricht; der zugehörige 
Schnittpunkt ist in der Figur 
mit (1) bezeichnet Drehen 
wir die Normale in positiver 
Richtung, so wandert der 
Berühningspunkt der zü ihr 
senkrechten Tangentenebene 
und mit ihr die Richtung der 
Kraft in entgegengesetzter 
Richtung; P, un<l », ent- 
sprechen dem Berührungs- 
punkt (2). Wird das Flächen- 
element der Asymptote par- 
allel, so rückt der Schnitt- 
punkt (3) in's Unendliche; 
Fig. 87. ihm entspricht P, und Bei 

weiterer Drehung gelangt 
man zu dem Punkte (4), zu welchem P^ und n, gehören. Liegt endlich 
die Normale in der + 7«Kichtung, so fällt der Schnittpunkt (5) 
in die — F-Axe und ihr parallel wird die Kraft P^, in üeberein- 
Btimmang mit der Annahme, dass Yy*<0 sein soll. — 

Eine besondere Behandlung verlangen die speciellen F&U^ dass 
eine oder zwei der Hauptdruckkräfte verschwinden. 

Sei zunächst nur Z^^^O, so folgt aus f—t^P^, fi^§fP^ 
y SS y P und aus den Gleichungen (33) 




dass ^' und y' gleich Null, aber 



« Y 



von Null verschifdon ist. 

Demgemäss lauten die Gleichungen der beiden Druckellipsoide: 



I. 
n. 



(AV)- ( >vr 



(34) 
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Das ente Druckellipsoid wird also zn einer elliptischen Scheibe 
in der XF-Ebene, deren Centrun dem Werthe 1^ deren Peri- 
pherie dem Werthe ^ » 0 entspricht, während der äusseren ähnliche 
Ellipsen mit kleineren Azen für andere Werthe y gelten. Das zweite 
Dnickellipsoid verwandelt sich je nach dem Vorzeichen von X* und 
Fy* in eine Ellipse oder in zwei Hyperbehi in der XF-Ebene von 
«illkfirlichen absoluten Dimensionen. Diese Httlfsonire ist dann 
folgendermaassen zu benutzen, um die Bichtung und Grösse des 
gegen ein gegebenes Flächenelement wirkenden Druckes zu finden. 

Man legt paraQel der Schnittgeraden des Flächenelementes mit 
der XF-Eb^e eine Tangente an jene Gurve (II) und zieht vom 
Centnun durdi den Berührungspunkt einen Badiusvector bis zu 
deijenigen CHlipse (X), welche durch das dem gegebenen Flächen- 
element entsprechende f bestimmt ist Die so erhaltene Strecke 
repräsentirt nach Grösse und Bichtung die gesuchte Druckkraft. 

Hieraus folgt, dass, wenn eine Hauptdruckkraft ver- 
schwindet, für jede Lage des Flächenelementes der Druck 
in der Ebene der beiden übrigen liegt« sowie ferner» dass 
für alle Flächenelemente, welche jene Ebene in derselben 
Geraden schneiden, die Drucke gleiche Bichtung, aber um 
80 grössere Stärke besitzen, je mehr ihre Normale gegen 
die BichtungdesverschwindendenHauptdruckes geneigt ist 

Verschwinden zwei Hauptdrucke, z. B. und F^*, so muss 
^, fi und Df', ß gleich Null, also / = 1, aber 

von Null verschieden sein. 

Die Gleichungen der beiden Drucl£eilipsoide werden also: 

I ; ; = 1 - «• - « y\ 

n. = ± /?. 

Die erste Gleichung giebt ein System von Strecken parallel 
der Z -Axe und schreibt sich, da ^ hier wegen / » 1 mit 
identisch ist: 

Hieraus folgt, dass, wenn zwei Hauptdrucke ver- 
Bchwinden, der gegen ein beliebig gelegenes Flächen- 
element wirkende Druck stets in die Bichtung des nicht 
▼erschwindenden Hauptdruckes fällt und mit dem Cosinus 
des Winkels, den dessen Bichtung mit der Bichtung 
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der Normale zum Flftchenelemeiit einschlieast, propor* 
tional ist — 

Sollen ans den Werthen der Druckcomponenten X^t F^' , . . . 
für ein Coordinatensystem X\ Z die entsprechenden X^y F^, . . . 
für ein anderes X Z berechnet werden, bo hat man ^olge1lde^ 
maassen zu Yerfahren. 

Ist wieder 

ä' « rra, + y + ^ a? «= «er, + y'/?, + 

y « xß, + i//!?, + ^ (35) y = + li i}^ + (SS*) 
= +2/ y.. + ^ % ^ii! u^-if li + x 

so ist auch: , ,^ 

y= A"«, + y'//, + ^>„ (85") 

VV'ir habeu also, wenn wir mit (A'\, (y'),» • • • die Coniponeiiten 
bezeichnen, die parallel den Axen A", Y', Z\ aber auf Flächen- 
eleiiiente normal zu A', 1', Z wirken, zunächst: 

Bestimmt man hierin die (A")^,. .. mit Hülfe des Systemes (24)| 
so ergiebt sich 

X^ = ( A',' cos (x, x) + Ay' cos (x, ?/) + a; cos («, t')) a, 
+ i;' cos {y,x) + y^' cos (.V, y) + y/ cos (.V, ;')) 
+ (Z^' 008 (^,a;') 4- Z^' cos + co8(«, *')) y,, iL s. 1., 

also bei Einführung der in (85) benutzten Abkürzungen für cob(x» o^)... 

■X, = (A-; + a; ß, + A ' r.) 

+ (r, + y;/?. + y;r.)*^. 

+ (z; + z; ß. + z; y.) y„ u. s. f. 

Führt man diese Rechnung bei allen Componenten durch, so 
gelangt man zu IblgeDdem [System: 

r; + y.'z; + 2^,y. r; + 2^.«.^; + 2a.ß,x;, 

^. = «.* ^; + y; + ^; + 2 y; + 2 r, + 2a. ß, x^, 

1; = «, a; + ß, ß, y; + z ' 

+ 4- /^,) y; + (7. + «. /'.) z^ + + ß, «,) a;, (se) 

ij, = «. a; + +;%r.z; 

+ + rs<i) y; + (/'.«, + «.y.)^; + («./^. + it?.«.) -X,'» 
x,-«.«,Av + ^,/^.y; + ;'.ni?; 
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Diesea System zeigt eine grosse Aehnlicbkeit mit dem für die 
Deformationeii geltenden (17) und Itot eich wie jenes umkehren. 
Man gelangt dadurch zu dem neuen System: 

AV = uC -Y,+ a; i;+ a: 2 «. a. i;+ 2 2 a. «. X,, (30 ) 

0. s. f. 

Fällt das Axeukrouz X', Y\ ^' in die Hauptdriii kaxt ü, so ist 

y:^ 0. / '^o, AV=o, AV= AV, f;= ]- z/ - z^, woi.ei a;, y;,z; 

die trüliere Bedeutung haben, und das System (36) wird zu 

- u: x^* + ß: y; + r^' z; vu%l (86") 

Wir bemerken beiliiutig, dass aus diesen Formeln folgt 

+ + = H- r; + z; - a/ + y; + z;. (36 ") 

Vergleicht man diese Transformationsformein mit dem System (42) 
auf S. 22 und ebenso die S. 375 an das erste DruckelUpsoid ange- 
knüpften Bemerkungen mit dem S. 20 Entwickelten , so gelangt 
man schliesslich noch zu folgendem Besultat: 

Die Normaldrücke 

sind Tensorcomponente Ii erster, die Tangentialcouiponente ii 

y.. '\ 

sind solche zweiter Art nach den Coordinatenazen; das 
zugehörige Tensortripel ist dasjenige der Eauptdrucke 

IT* V* 

§ 31. Mechanik idealer Flüssigkeiten. Äufstellung der Grund- 
gleichongen; fiedingungea des Oleiohgewichtes. 

Die Erscheinnngen des Gleichgewichtes und der Bewegung ron 
deformirharen Körpern zerfallen hinsichtlich der Anwendung, welche 
die in den beiden letzten Abschnitten abgeleiteten allgemeinen Re- 
sultate anf sie finden, in mehrere Gruppen je nach den An- 
nahmen über den Zusammenhang zwischen den Druck* 
kräften und den Deformationen, welche ihre Erkl&rung 
ndthig macht 

Diese Annahmen sind am einfachsten in den Gebieten, welche 
man als die gewöhnliche Hydrostatik und Hydrodynamik 
bezeichnet Zu diesen rechnet man die Phänomene des 
Gleichgewichtes und der Bewegung von solchen tropfbaren 
oder gasförmigen Flassigkeiten, welche zwar einer Vo< 
lomen*, nicht aber einer Gestalt&nderung einen TOn der 



Uiyitized by Google 



382 



Heehanik defonniibtMr Körper. 



Trägheit unabhängigen Widerstand entgegensetzen. Da 
die in der Natur vorhandenen Flttssigkeiten ein solches Verhalten 
nicht in aller Strenge zeigen , Tielmehr jeder Art Ton Defonnation 
einen Beibnngswiderstand enf^egensetzen, kann man diejenigen, mit 
welchen sich die gewöhnliche Hydrodynamik beschftftigl^ auch ideale 
Flttssigkeiten nennen. 

Um die hervorgehobene Eigenschaft zur Bestimmung der Drack- 
krBfte zu yerwerthen, betrachten wir unendlich niedriges cylindri- 
sches Yolnmenelement innerhalb der Flttssigkeit und Überlegen, dass, 
wenn auf dessen Grondfiftchen tangentiale Dmcke wirken, diese 
nach (23) beiderseitig gleich und entgegengesetzt gerichtet sind, 
also die ihnen anliegenden FlOssigkeitstheile an einander hin za 
schieben bestrebt sind, ohne ihr Volumen zu ändern. Findet nun 
eine solche Bewegung keinen Widerstand in der Flüsaigkeilv so er- 
leiden die Theilohen, auf welche die Kräfte wirken, wegen ihrer 
unendlich kleinen Masse unendliche Beschleunigungen. Da wir 
letztere aber als in der Natur unmög^ch betrachten, so gelangen 
wir zu dem Satz: 

Innerhalb einer Flüssigkeit, welche einer Verschiebung 
ihrer Theile, die ohne Volumenändernng vor sich geht, 
keinen Widerstand entgegensetzt, müssen die tangentialen 
Druckkräfte verschwinden, können also allein normale 
Drucke wirken. 

Wendet man hiemach die Formehi (24) auf eine ideale Flüssig- 
keit an, so ergeben sie 

cos (/*, x) = , Y,^ cos (/», //) = y; , cos (n, x) = Z 

Da nun aber imch ubigem Satze die liesultireiide P normal za 
dem Fläciienelement wirkt, so ist auch bei Vertauschung der Be- 
zeichnung mit p 

=s j>co8(«,a!), Y^^pcoa {n,y), Z^—P C08(ii,»), 

und die Combination beider Systeme ergiebt 
Hierin liegt folgender weiterer Satz: 

In einer idealen Flüssigkeit sind die normalen Drucke 
in jedem Punkt von der Lage des Flächenelementes, gegen 
welches sie wirken, unabhängig. Der Normaldruck gegen 
die Flächeneinheit, den wir weiter kurz mit p bezeich- 
nen, ist hier also nur eine Function des Ortes, nicht der 
Lage der Fläche. 

Nach diesen Besnltaten reduciren sich die allgemeinen Be- 
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wegnngsgleichuDgeu (25), in denen wir, oin niclit y, x in doppelter 
Bedeutong zxl benutzen, passend die Geachwindigkeitsconiponenten 

dx du dx 



dnfthren, auf: 

.^• = ,;t-^, ,<:-,r_^, (37) 
dt dx' dt dy' ät dx ^ ' 

Da iu diesen drei Foi iiieln fünf Unbekannte, nämlich w, r, w, « 
und Pf vorhanden bin !, so bedaii' man zu deren Bestimmuug noch 
zweier weitert'ii Redin^aiiigen. 

Die eine von diesen liefert der Ausdruck des allf,'emeinen üe- 
dankens, dass, soweit ein Entstehen oder Verschwinden von 
Flüssigkeit iiusgeschlossen wird, die Dichte e und das Vo- 
lumen /.• eines Kaumelementes so zusanimenliängen müssen, dass bei 
allen Veränderungen seine ganze Ma^se //* = ek unverändert bleibt, 
also gilt: 

äiik) = edk + kd6=:^0 oder ^ + = 0, 

&U8 das Zeichen d die in der Zeit dt stattfindende Aenderong be- 
zeichnet Nun ist aber nach (15): 

dk tÄ. ... 9dx . Bdff , dd* . 

wir erhalten datier, wenn wir wieder die Geschwindigkeiten u, w 
einfthren, die Besiehung: 

und damit den gesuchten Zusammenhang zwischen u, v, w und e. Die 
gefundene Formel trägt den Namen der Conti nuitätsgleichung. 

Die zweite der ergänzenden Bedingungen pflegt eine specielle 
Eiigenschaft der Dichte e für die behandelte Flüssigkeit auszu- 
drucken. 

Der ein&chste Fall ist der, dass die Dichte sich bei dem 
betrachteten Vorgang weder räumlich noch zeitlich in 
merklicher Weise ändert, d. h. dass gilt: 

« = Const (38) 

Dem Bchliesst sich der zweite an. dass die Dichte eine Torge- 
geschriebene Function allein der Coordinaten ist, dass 
gilt: 

Dies tritt z. B. angenähert dann ein, wenn eine Flüssigkeit steh 
zwischen un^eich temperirten Wänden so langsam bewegt, dass 
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ihre Temperatur an jeder Stelle merklich dieselbe ist, als weim die 
FlQBsigkeit ruhte; es gilt Btreng, wenn sie &ctt8cb in Buhe ist 
Auch der Fall einer mit dem Ort in vorgeschriebener Weise wechsehi- 
den chemischen Natur gehört hierher. 

Der wichtigste Fall ist der dritte, dass die Dichte eine vor* 
geschriebene Function allein des Druckes ist, dass also gilt 

Die Bediugungen (38") und (38" ) umfassen natürlich (38 ) als 
speciellen Fall; doch ist es vortheilhaft, die letztere für sich zu 
stellen. Comphcirtere Fälle als die vorgenannten mögen hier aas* 
geschlossen bleiben. 

Bei tropfbaren Flüssigkeiten betrachtet man für die meisten 
Anwendungen die Dichte als constant; für andere stellt man ihre 
Al)hängigkeit vom Druck p und der Temperatur r durch Interpola- 
tionsi'ormeln dar^ am einüachsten durch lineäre, z. B. durch 

^ .-^(l-^(,-r.))(l+r(p-^)) ^^^^ 

e = «„(1 - ß{T - Te) + yi^p 

in welchen die Dicht« bei dem Druck j», und der Temperatur 

bezeichnet, ß und y aber Constante sind. 

Bei gasförmigen Flüssi^'keiten ist für die meisten Anwen- 
dungen die entsprechende Abhängigkeit in genügender Schärfe durch 
das Gesetz von Mabiotib und Oat-Ldssac dargestellt^ welches lautet: 

e = |±_?LfiL . (39') 

hierin ist e, wiederum die dem speciellen Druck und der speciellen 
Temperatur t. entsprechende Dichte. 

Das Oesetz, dem die Temperatur innerhalb der FlQssigkeit folgt, 
bestimmt sich im Znstand der Ruhe ziemlich einfach nach den 
Grundsätzen der Wärmetheorie durch die äusseren Umstände, denen 
die Fltissigkeit unterworfen ist Fttr den Fall der Bewegung com- 
pliciren sich, besonders bei den Gasen, die Verhältnisse in Folge 
einer EigenthUmlichkeit, deren hier, gewisser Anwendungen wegen, 
Erwähnung gethan werden muss. 

Nach der Erfahrung, auf die bereits S. 179 hingewiesen worden 
ist, bewirken mechanische Einwirkungen in deformirbaren Körpern 
häufig W&rmeentwickelungen, in denen ein Theil der an ihnen ge- 
leisteten Arbeit fortbesteht. So erwärmen sich z. B. alle Körper, 
wenn man auf sie einen allseitig gleichen Druck ausübt; bei deu 
so<;enannten festen und bei den tropfbar flüssigen Körpern ist diese 
Erwärmung meist sehr gering, so dass sie sich der Wahrnehmung 
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fast entzieht, bei gasförmigen ist sie relativ l)edeutcud. Dieser Urn- 
siaiid ist liir unsere Ueberlegungen von Wichtigkeit. 

Wähieiul üäuilich eine tropfbare Flüssigkeit, die ursj»rtingliclj 
gleiche Temperatur besa^s und überall mit gleich warmen Kihpern 
in IkrUhruDg ist, bei der Bewegung ihre Temperatur und dnlu r 
ihre Dichte merklieli beibehält, treten bei einem Gase uiitci di u- 
selben Uinstilüden, da die Bewegung im Allgemeinen jedes Thtilchen 
einer Druckänderung unterwirft, Teinpt raturdift'erenzen auf, die sich 
in sehr coiiii)lieirter Weise durch Leituii/^ und Strahlung ausgleichen 
und auf die Didite sehr merklich einwirken. In Folge dessen müssen 
wir weiterhin auT eine strenge Behandlun-; der Hewegungserschei- 
nungen der Gase ver/.ieliten und beschränken uns in einigen ein- 
fachen Beispielen ant zwei extreme Fälle; erstens: die Wänneleitung 
ist so vollstiiüdig, dass die Temperatur als stets und überall gleich 
angesehen werden kann, dann gilt nach (39 ): 



worin CemeGonstaiito wl; zweitens: die W&meleitnng ist so gering', 
daas Ton ihr Tollständig abgesehen werden kann; dann gilt nach Be- 
trachtongen der mechanischen W&rmetheorie 



wobei X das Verhältniss der specitischen Wärmen des Gases bei 
constantem Druck und constantem Volumen, eine Constante be- 
zeichnet X hat tVir Luit nahe den Werth ) 2 — 1,41. — 

Die vorstehenden fünf Gleicliunguu, nisailü h die vier in (^^T), 
(38) und die fünfte von (38') bis (39"') in verschiedener Weise ire- 
gci<cue, hestimmen das \'erii;dten der Flüssigkt-it in jcdmi I 'unkte; 
sie stellen die Hau))tgleieliun.i:cn liir die Merii.ü.il. idrah-r Fhissis»- 
keiten dar. Zu ihnen kommen die Bedingnni^'i-n , wrlchf für die 
Begrenzungsflächen aus den allgemeinen Betrachtungeu auf S. 301 
und S, 37:.' iolu'en. 

Die Flüssigkeit kann von einer anderen Flüssigkeit oder, wa«? 
der für uns wichtigere Fall ist, von einem starren Kfirper bet^renzl 
werden; iu jedem Fall müssen nach ) die Verrückungs- und so- 
mit auch die Geschwindigkeitseomponenten norntal zur (Jren/e für 
die beiderseitig einem Element der Oberfläche anliegemlen Massen 
gleich sein; es muss also, falls u, r, iv uiul u^, die Compo- 

üenteü parallel <len Coordinatenaxen sind, gelten: 

{ü — ü^ cos (», 35) -I- (t; — vj cos v) + » co$ (fi, ;} » 0. (40) 

Zugleich müssen nach (27) die von beiden ^Seiten gegen die 

W. VüiaT, MecbwDik. Zw«ito Aufl. 



« = Cp, 



(39") 



(39") 
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Grenze wirkenden Drucke gleich gross und entgegengesetzt gorichtei 
sein, es mass also gelten: 

Wird die Grenze durch einen starren Körper gebildet, Aev 
jedem beliebigen Druck eine ihm gleiche Reaction entpegensetzL 
so giebt die letzte Formel keine Bedingung für p, sondern nur die 
Bestimmung der \\ irkung, welche der Körper seitens der Flüssigkf^it 
erfVilirt. Ist die Flüssigkeit tropfbar und durch ein Gas l)ep:reiizl, 
innerhalb dessen man unter gewissen Voraussetzungen den Dtuok 
als constant, bei liinreichend starker Verdünnung gleich Null an- 
sehen kann, - besitzt sie, wie man in einem weiteren Sinne sagt, 
eine freie ( Jhertiäcbe, — so giebt die erste Gleirbunc: keine Be- 
dingung tiir die Flüssigkeitsbeweguüg, wohl aber die zweite, welche 
die Form gewinnt; 

p = Coust. 

Die Gleichung F(ät,y, = 0 für die Oberfläche der FlOBsig- 
keit bestimmt sich, soweit diese nicht durch gegebene feste oder 
bewegte Wände TOi^schrieben isty ans der Bedingung (18), welche 
hier die Form annimmt 

BF , dF , dF , BF 

wenn daneben noch der Werth von F für einen beliebigen Zeit- 
punkt gegeben ist 

Ist die Oberfläche von unveränderlicher Gestalt und Lage, also 
a«s = ^ 0, 80 tritt an Stelle von (40) die Bedingung: 

u cos (;<, jij 4- (■ cos (m, y) + w cos {/i, :) = 0. — (40" ) 

Wir wenden uns nun von diesen allgemeinen Betrachtungen tu 
dem specielleu Problem des Gleichgewichtes einer Flüssigkeit, 
d. b. zur Kntwickelung der Bedingungen, unter welchen eine be- 
liebigen Kräften unterworfene Flüssigkeit überhaupt ruhen kann, 
und zur Untersuchung der charakteristischen Eigenschalten der mög* 
Heben Gleichgewirl t^/'i-t nide. 

Für den Fall der Kühe sind u, r, u- gleich Null; demzufolge 
nehmen die Hauptgleichnngen (37) die Form an: 

«A=^'', = «Z=^^, (41) 

wobei nun t, X, Y, Z, und p zeitlich constant sind. Gleichung (38) 
wird durch eine von der Zeit unabhängige Dichtigkeit identisch er- 
füllt; es kommen also nur noch die Beziehungen (38 ) bis (39 ) in 
Betracht. 
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Von (leii Obertiächenbeüingungeu sind die auf die Gesclnvindig- 
keit<^n Ix'ziiglichen im F.ille der Ruhe identisch erfüllt; die für den 
Druck autgesteüten bleiben in Gültigkeit 

Man bemerkt, dass je nach der Eigenschaft von c die Kräfte 
A', Z Terscliiedenen Bedingungen genügen müssen, damit die 
Gleichungen (41) überhaupt erfüllt werden können« Gleichgewicht 
also möglich ist 

Ist « constant oder eine Function des Druckes ^ allein, 
80 kann man setzen 

i _ dii 

e dp * 

wo auch n nur von p abhängt, und die Gleichungen (41) schreiben: 

y bii ^ bn „ bU 

ose ' öy ' 9% 

Hier müssen also die Componenten A', 1', 'A der auf die Massen- 
einheit bezogenen Kräfte die Form von partiellen Differential- 
qnotieuten derselben l^'unction nach den Coordinaten haben, und 
man kann den Satz aussprechen: 

Eine Flüssigkeit, deren Dichte eine Function des 
Druckes allein oder aber constant ist, kann nur unter der 
Wirkung von Kräften im Gleichgwicht verharren, welche 
Potentiale besitzen. 

Die Bedingungen für die Existenz eines Potentiales zu gegebenen 
Componenten X^YyZ erhält man nach den Formeln (82') des ersten 
Theiles oder direct durch Elimination von U in der Gestalt: 

ö* " äy ' dx ~ dn^ * öy' d» ' ' 

Ist hingegen die l)M ]itc c eine Function nnr der Coordi- 
naten, so müssen die Producta aA', « Y, « d. h. du« Componenten 
der auf die Volumeneinlieit bezogenen Kräfte, die Form von DitVo- 
rentiaUjuotieJiten einer Function nach den Coordinaten haben; die 
HtMÜngungen hierfür sind entsprechend durch Elimination von p zu 
erhalten und lauten: 

d% dy * dx ÖJi * By dx ' 

Hieraus kann man eine Bedingung nbleiten. weleber die Kräfte 
allein tVir jedes })eliel)ige (resetz f — / (^, .v, *) genügen müssen, in- 
dem rnai) ' eliminirt. Fasst man nämlicli vorstehuude iileichungeu 
in der ausführlichen Form 

2ö' 
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dy ^ da? ^ 

mit den Factoren X, Y, Z zusammen und bedenkt, dass 6 nicht 
stets Nu]l sein kann, so erhält man: 

Eine Flüssigkeit, deren Dichte eine Function der 
Coordinaten allein ist, kann im Gleichp:\vi(lit nur unter 
der Wirkung von Kräften verharren, welche dieser Be- 
dingung f^enügen. Die Dichtigkeit und die Kräfte zu- 
sammen haben überdies noch zwei der Gleichungen (41") 
zu erfüllen. 

Haben die Kräfte ein Potential (p, das natürlich ebenso wie 
die Kräfte A, A', Y, Z in diesem Theil auf die Masseneinheit 
bezogen, also in anderem Sinne als frülier zu verstehen ist, so ist 
die letzte Bedingung identisch erMlt und die Gleichungen (41") 
reduciren sich auf: 



oder 
und somit 



~dx ' dy ' Bx '~ * ' ~ dx ' dy ' d% * 

dx^^Jx* di^^'Ti* T%^^'Ti 



worin F eine Function von y, z bezeichnet. 

Da in der letzten Formel links ein v llst linligus Differential 
steht, so uiuss der Ausdruck rechts gleichfalls solches darstellen; 
d, h. CS darf P die Coordinaten x, Vi " n^^i" i" der Verbindung 
( iiÜKilu Ii, und dasselbe gilt offenbar dann auch für s. Daher folgt 
der Satz: 

Wirken auf eine Flüssigkeit, deren Dichte eine Func- 
tion der Coordinaten ist. Kräfte, welche ein Potential haben, 
so ist (Tleicb gewicht nur nKiglich, wenn in Flächen cou- 
staiiten Pott iitiales auch die Diclite eonstant ist. 

Hieraus folgt unter Anderem, dass die Zwiscliengrenzen von 
Flüssigkeiten, welche verschiedene Dichte besitzen, unter der Wir- 
kung eines Potentiaies im Zustande des Gleichgewichtes atöt* Poten- 
tialtiäcbun sein müssen. — 
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§ 32. Mechanik idealer Flus9ii2;^keiten. Bestimmung des Dnicke» und 
der Qettalt einer nüienden riüsaigkeit; Beispiele. 

Sind für eine ideale flfisrngkeit die Verhältnisse der Erftfte 
und das Qesetz der Dichtigkeit derartig gegehen, dass Gleichgewicht 
stattfinden kann, so bietet sich die doppelte Aufgabe^ das Gesetz, 
welchem der Drnck im Inneren folgt, abzuleiten und die Gestalt 
der (men Oberfläche — wenn eine solche möglich ist — zu finden. 

Die erste Aufgabe erfordert die Bestimmung von p ans den 
Gleichungen (41); diese sind hierzu mit den Factoren dx^ dy, dz 
zusammenzufassen und ergeben so, wenn Überhaupt Gleichgewicht 
mdglich ist, die nach dem Vorstehenden jederzeit entweder direct 
oder nach Division mit c integrable Gleichung: 

B{Xdx^ Ydy+ Zdr) = dp. (42) 

Hierin hezeichnet ff p dw Apnclcriini,' des Dnickf»^ liiiiKs des- 
jeni*^e!i T.iijieuclementes '/.-»•, dessen Priijeetionen auf die Coni-dinaten- 
axeu äjr, dif, äi sind; dasselbe d y tritt auf {h*r linken Seite der 
(rleichung auf, wenn man dort die Componente P der Kraft parallel 
ds eiuführt, also schreibt: 

tPda^dp. ♦ (42') 

Denkt man sich ein cylindiisches Volumenelement vom Querschnitt q 
mit der Axe va ds gelegt, so spricht die aus (42 ) folgende Gleichung 
%Pqd9 ^qdp den einleuchtenden Satz aus, dass der Druck auf 
die erste Grundfläche um so viel kleiner ist wie der auf 
die zweite, als die auf das Volumenelement qdB parallel 
der Axe ausgeClbte Kraft tPqdg beträgt 

Integriren wir die Formel (42^) ttber ein beliebiges innerhalb 
der Flttssigkeit von einer Stelle (0) bis zu einer Stelle (1) Terhiufen- 
des Ourrenstflck, so erhalten wir: 

(i> 

Po+/«P<**«p.. (42") 

Diese Gleichung, die für jedes c und P gilt, mit welchem über* 
haupt Gleichgewicht vereinbar ist, gestattet natttrlich eine Ausrechnung 
nur dann, wenn < und P als Functionen der Coordinaten gegeben 
sind; in diesem FaOe wird sie gelegentlich mit Vortheil statt der 
HaQi>tgleichungen (41) als Ausgangspunkt ftir die Losung spccieller 
Probleme benutzt und führt dann den Namen des Oanalprincipes. 

Der Druck an der ganz beliebigen Stelle (1) erscheint in (42") 
zusammengesetzt aus dem Druck in (0) und dem hierron durchaus 
unabhängigen Zuwachs, welcher die Folge der äusseren Kraft ist 
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In diesem Siime hat man den bekannten Satz zu verstehen, dass 
der Druck sich in feiner ruhenden Flüssigkeit von jeder 
Steile ans nach allen Seiten hin mit gleicher Stärke fort- 
pflanzt 

Fehlen ftassere Kräfte, so ist der Druck überall der gleiche. 
Dasselbe gilt angenähert, wenn die Dichte der betrachteten Flüssig- 
keit sehr gering und darum / tPds neben dem Gesammtdruck zn 
vernachlässigen ist. so z. B. hei einem Oasquantum, welches an der 
Oberfläche der Erde der Schwere unterworfen ist Hierauf be- 
ruht, dass man Körper auch von beträchtlicher Ausdchnnng, 
die sich in der Erdatmosphäre befinden, in vielen Fällen 
als an allen Stellen dem gleichen Druck unterworfen an- 
sehen kann. 

Verläuft die Corre s zwischen zwei Stellen, an welchen der 
gleiche Druck herrscht, z. B. von der freien Oberfläche zur freien 
Oberfläche, oder aber von einem inneren Punkt zu demselben zurück, 
so wird aus der Gleichung (42") specieller: 

(1) 

/«PdÄ^O. — (42'") 

Im Falle die Kräfte ein Potential 0 haben, ist nach dem 

Froheren jederzeit durch Integration aus (42 ) ein Resultat von der 
Form abzuleiten 

p = F{0, e); (43) 

dnrin l>e/<'iclinet r die lüt^^irratiuiiscoütetante, welche sieb bestimmt, 
wciiu der Druck au irgend eiuer Stelle gegebeu ist Hieraus folgt 
der Satz: 

Hallen die wirkf mlen Kräfte fiii l'otriitial, so sind die 
];• lai lu ll eon<t;uiteii Drucke«: Poteiitialfiächen. stehen also 
überall normal zu der Richtunjr ler re^ultirenden Kraft. 

Dies jxilt insbesondere auch für die Obertläche, welche eine 
tropfbare Flüssi,j?keit nach einem Gase oder nacli dorn leeren Räume 
hin hejirenzt, und welchi' man, wie oben gesagt, kurz ihre freie 
Obertläche nennt; denn dort ist nach dem Frühereu der Druck 
coustant. /. R. gleich Null gegeben. Da die Flächen Constanten 
Potontiales frcii- (>bcrtlächen einer Flüssigkeitsmenge sein kiinnen, 
Oiiiren sie auch den Nanieü Niveauflacheu. Besitzt die Flftssig- 
ki il mehrere getrennte freie t)bertlächen8tücke, auf denen verschie- 
dene Drucke lasten, so sind dieselben auch Theile verschiedener 
NiveaiifliuluMi. deren Lagen durch die Wertlie der in ihuen statt- 
timlciulon Drucke sich l>e$timmeu. 
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Tst die Dichte als Ftinctiou nur der Cuordinateu gegeben, so 
mmmt die Gieichuug (43) die specielle Form au 

p«c-/«<r0, (43') 

ist sie nur eine Function des Druckes, so die andere 

= c - 0. — (43") 

Wir guheii nun zu Anwendungen der oben eulwickelun allge- 
meinen Resultate über. 

1. Es sei eine Flüssigkeit mit nur von den Cooidi- 
naten, nicht aber vom Drucke abhängiger Dichte e unter 
der 11 kling der vSchwere gegeben. 

Das Potential der Schwere ist, lalls die Z-Axe vortical iimcIi 
oben positiv gerechnet iiml nach S. 135 über die vvilikurliche addi- 
tive Constante verfügt wird. 

0 - + i7-; 

68 ist also Gleichgewicht nur möglich, wenn die Dichte (und somit 
der Druck) in horizontalen Ebenen constant^ also eine Function von 

: allein ist. 

Die Gleichung (43 ) nimmt in diesem Falle die Gestalt an 

r^e~-<j\\d\, (44) 

wobei die Constante <■ bestimmt ist, wenn für eine Höhe ; = der 
Druck Torgeschrieben ist Besitzt die Flüssigkeit eine freie Ober- 
Häche, so wird in dieser p gegeben sein, z. gleich j»,; dann lüsst 
sich obige Gleichung schreiben 

p = p,-^ gftdz. (44') 

Und girbt. wenn nmn beide Seiten mit der (in>s^r y eines an der 
betracbteteii Stell, iii l»('lu'l)i.Ter Lage coüsU'uirten Flücheneiementes 
q multiplicirt. den eiulacheii S;ii/: 

D« r Druck, den ein beliebiges FliicheneleineDt 7 inner- 
halb einer seliwer'itn Flüssigkeit erleidet, u 11 tei scheidet 
sieli von dem auf das gleiche Kloment der freien Obtn*- 
flächf wirkenden 7/» um das (Te\v i( hl der Flüssigkeitssilule. 
die iifier dem m 11 se i ner ?>lelle horizontal gelegten Flächen- 
elenient lasten würde. 

Im Vorstohen<len ist stillschweigend angenommen worden, dass 
die Dielite eine euuleutige Function von ^ i^^t : i s koiann ti indessen 
auch FhUc vor. wo dag Oegcntheil statttiudil. I^^steht 7. Ii. die 
freie Übertlache der Flüssigkeit aus mehreren getreunieu Mücken, 
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80 sind in den ihnen benachbarten Räunien Fliissifrkoiten verschie- 
dener Dichtigkeiten möglich, wie z. B. iu den sogenaouteu couimuni- 
cirenden U-förmigen Eöhren. 

Z Will man diesen Fall mit Hülfe der 

Gleicliuii^ (44') erledigen, so hat man den 
Kaum der FiUssi;j;kLMt in Stücke zu zer- 
locren, in deren jodein die Dichte eine 
eindeutiije Function von : ist, am besten 
durch Potentialtiäcben, uud diese geson- 
dert zn behandeln. 

In Figur 38 ist die horizontale Fläche 
durch nh, die wir als .Y Ebene wälileii, 
eine solelie Urenze, und wir können dem- 
nach für die über ab liegendeu Käume 
die zwei Formeln aufstellen; 

Wendet man sie auf die freien Ober- 
fi&chen an, wo der Druck resp. j?,, sein möge, und auf die Flftcbe 
ab, wo er Po heia86| so ergiebt sich 

0 0 

woraus durch Elimination von p^ folgt: 

P»-P.--9{f^'dz-f . (44") 

Einfacher erledigt sich das Problem itiit Hülfe des in Gleichung 
(42 ) ausgesprochenen Canalprincipes. da bei demselben über das 
Verhalten von a gar nirlits vorausgesetzt ist. Die Grleichung giebt 
in unserem Falle, da F, d. h. die Componente der Schwere nach 9, 
gleich — ^(d v/d«) ist, 



Fig. Bb. 



Pi 



/,Ix 
'äs 

(1) 



der Integrationsweg ist eine innerhalb der Flüssigkeit beliebig von 
der freien Oberfläche (1) zu (2) Terlaufende Curre, z. B. aßyif. 
Diese zerlegen wir in die drei Theile uß, ß y, ySf Ton denen der 
mittlere keinen Beitrag zum Resultat giebt» da die zwischen denselben 
Horizontalebenen liegenden Curvenelemeote sich in ihrer Wirkung 
aufheben; die anderen Theile aber liefern das voiige Besultat: 

— « ~ ( J « rf« + J* t'^dxj . 



0 
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Ist die Dichte constant, so giebt diese Fonnel: 

p, - j>, ^ eg{h, — /?,); (44"') 

die Höhuudifleieuz h, — h, = // misst also die DruckditTereiiz />, — p,. 

Bei dem Barometer ist der Druck auf die eine Flüssigkeits- 
Oberfläche veracliwiudeud, (;>. = 0), ulso: 

bei dem offenen Manometer gleich dem in der freien Luft herr- 
schenden j»^,'also: 

bei dem geschlossenen Manometer befindet sich über der Fl&che(l) 
em in ein verticales Rohr gefasstes Luftqoantum, dessen Druck von 
dem Baume abhängt, der ihm gewährt ist Setzt man die ganze 
Lange des Rohres Ton der X y-£bene ab gleich B und den Druck, 
den das Gas ausübt, wenn es diesen Raum erföllty gleich p, so ist 
der Druck p„ wenn die Flüssigkeit in dem Rohr bis steht, 

// 

denn nach (39") sind bei gleicher Temperatur die Drucke , welche 
ein Gaequantum austtht» den eingenommenen I^umen indirect pro- 
portional; also folgt hier: 

Die Be(juemlichkeit, welche das hierdnrch erklärte Verfahren 
)>e8itztf Drucke durch die Höhe von Flüssigkeitssäulen zu messen, 
hat zu einer zweiten technisrln n Driickoinheit geführt, welche von 
der oben erwähnten abweicht. Da der mittlere Luftdruck im Meeres- 
niveau durch eine Quecksilbersäule von 0° C. Temperatur und ca. 7() cm 
Höhe gegeben wird, so nennt man den von dieser ;nis^^et)bten Druck 
denjenigen einer Atmosphäre. Tn wissen'vtlmttlicliüii Druckein- 
heiten ergiebt sich, da die Dichte dt > ^.luecksilbers bei C 0. gleich 
13,6 zu setzen ist, der Druck einer Atmosphäre 

p. » 18,6.981 .7« s 1 ai4000; 

in technischen Einheiten ist sie gleich dem Gewicht von 1,084 kg 
(nmd Ton 1 kg) pro Quadratcentimeter. — 

Sind in unserem obigen Beispiel die Drucke auf die beiden 
freien Oberflächen gleich, so folgt aus (44^): 

*« 

0 u 

Sind nur zwei Flüssigkeiten tou den constanten Dichten c, und e, 
in dem Gefitos, und ist in der Figur 38 n^b^ ihre Grenze, so giebt dies 
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oder 

Die Höhendifferenzen (/*, — h') und (//. — h') sind direct messbare 
Grossen, und ihre Beohachtniig kann nach dieser Formei dazu dieDen. 
das Verhältniss der Dichtigkeiten e,/«, zu berechnen. 

2. Wirkt auf die Flüssigkeit eine Gentraikraft, die 
von einem ruhenden Attrationscentrum aupfreht, so sind die 
Flächen constatiten Potentiales und daher die constauter Dichte und 
constaiiten Druckes concentrische Kugeln. 

Ist die Kraft eine Anziehung nach dem NswTON'echen Geeetz, 
80 ist 

r 

wo M die an/it hende Masse, r ihre Enttt riuing von der hetrachtctcn 
Stelle und / du' Constante des New ton sehen Gesetzes hezeichnet 
Wir wollen jetzt annelinien. die Flüssigkeit sei ein Gas vou 
nahe constauter Temperatur und folge daher dem Gesetz (39") 

80 wird nach Gleichung (48"): 
also 

^ln(p)-c+/^. (45) 

Ist die anziehende Masse die Frde, deren Wirkun;^' aut äussere 
Punkte nach 8. 344 dieselbe ist, als wäre ilire Masse in ihrem 
Centrum euncentriil. uu(i ist der Druck an ilu-er Ubertiiiehc, d. h. 
für r — Ii, gleich p„ gegeben, su ergield sich, da f MjIC ~ y ist: 

ln(^') - I). also p-p..-'^'"'-"". (45-) 

Dies ist das Gesetz, nach welchem der Druck in der ruhenden 
Krdatmosphäre mit wachsender Entfernung r vom Erdcentrum at)* 
nehmen würde, wenn man sowohl den Antheil der Masse der Atmo- 
sphäre an der Gravitation, als auch die in der Atmosphäre vorhan- 
denen Temperaturdifferenzen ignoriren dürfte. Ersteres ist unbe- 
denklich erlaubt, so lange es sich hur um angenäherte Betrachtungen 
handelt Letzteres wird in der Nähe der Erde nnr auf kleine 
Entfernungen gestattet sein» aber von einem gewissen Abstände an 
kann man vielleicht die Temperatur als nahe gleich der im Welten - 
räum stattrindenden ansehen, und wenn mau unter p^, g, R die liir 
jene Steile geiteudeu \\ erthe Tersteht, gilt die Formel auch danu. 
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Das Wesentlichste ihres Inhaltes ist die ErOffiiang der Mög* 
Uchkeit, dass der Druck mit unendlich wachsendem r nicht unter 
jede Grenze hin abnimmt» sondern sich einem definitiven Werthe 

(45") 

snn&hert. Dies würde nussa^'cnf dsss die Erdatmosphäre keine 
Grenze hätte, dass vielmehr d< r u uize Weltenraum mit sehr ver- 
dünntem Gase erfüllt wilre. Die Verdünnung, wie sie durch die 
trontebeiulr Formel für gegeben wird, ist wahrscheinlich so un* 
geheuer, dass von dieser Seite kein Einwand gegen die gezogene 
Folgerung zu fürchten sein würde. 

Es ist nämlich nach ihrer Definition durch Formel (39") die 
CoDBtante G gleich worin nnd j7« zwei hei derselben Tem- 

peratur, wie h. und j», einander entsprechende Werthe von Dichte 
und Drack bezeichnen; führt man die Dichte des Quecksilbers 
und die p, entsprechende Barometerhöhe K ein, so ergiebt sich 

Wegen des enormen Werthes des Verhältnisses /i/A« ist ver- 
mnfhlich t^I\jf.^h^ eine beträchtliche Zahl und da sie in (45") mit 
negativem Vorzeichen im Exponenten steht, das Resaltat für 
äusserst klein. 

Ist der Weltraum mit, gleichviel wie dünnem, Gase erfüllt, so 
kann man (bei den oben erwähnten Vernachlässigungen) aus dem 
Dmck an der OberHäche eines Weltkörpers Schlüsse ziehen a\if 
denjenigen an der Oberfläche anderer. Hierfür ist in der Formel (45) 
nur an Stelle des Potentiales fMjr des einen Centrnms dasjenige 
aller wirkenden Centren zu setzen, wodurch man erhält: 

^-Mri-e+Z-Vi . (46) 

Von den Gliedern der iSumme rechts giebt nun wegen der 
grossen gegenseitigen Entfernung der Weltkörper an der ()l)ertlä( iie 
dos einen [M,) von ihnen nur dasjenige einen nierklichfu Heitrag, 
w<]rbp8 dessen Masse als Factor enthält, und man wird daiier, 
indem man die Formel das eine Mal auf \\\*: Obertläche von .1/,, 
das andere Mal auf die von anwendet und die Ditiereuz bildet, 
das angenäherte Kesultat erhalten 

'»(;.] ='nJt-*:)' <^'^) 

worin für f auch gR*fM gesetzt werden kann, unter If und Masse 
und Radius der Erde verstanden. 
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Man erhält so 

eine Formel, welche zeigt , dasB schon bei ganz nnbedeutenden 
Werthen der Differenz MJBf^— MJR^ die Drucke p^^ und dck sehr 
stark Ton einander unterscheiden mftssen, dass also WeltkOrper mit 
nur etwas kleineren oder grosseren Massen als die fiSrde sehr viel 
dttnnere oder dichtere Atmo^hftren besitzen mfissen, als diese. Es 
ist bekannt» dass die Beobachtung dies best&tigl 

3. Wir wollen nun eine in einem Geftss befindliche tropfbare 
Flflssigkeit betrachten, die unter der Wirkung der Schwere um 
eine Yerticale Axe derartig in Rotation Tersetzt ist, dass sie 
in allen Theilen eine constante Winkelgeschwindigkeit besitzt 

Bezieben wir dieselbe auf ein mit ihr rotirendes Coordinaten- 
System, so können wir, weil alle ihre Theile relativ zu diesem System 
ruhen, nach dem S. 85 Entwickelten von der absoluten Bewegung 
abstrahiren, wenn wir zu den gegebenen Kräften die Wirkung der 
Centrifugalkraft hinzufügen. 

Die gegebene Kraft ist die Schwere, deren Potential nach S. 391 
gleich ist, falls man die positiTe Seite der in die RotaÜonsaie 
eilenden Z-Axe nach oben legt Die Centnfagalkralt steUt eine 
AbstosBungskraft dar, die von der Rotationsaxe hinweggericbtet ist 
und, auf die Masseneinbeit bezogen, die Grösse <a*yi^-f ^ ^ ta*e 
besitzt, wobei e den senkrechten Abstand von der .Rotationsaxe be- 
zeichnet; ihr Potential ist demnach gleich —| «»*«*, 

Somit lautet das Oesammtpotential 

0 = gx — :^ 

und die Gleichung (43 ) nimmi die Form au 

p = c — — -J«!*«'). (47) 

Die Dichtigkeit « muss in deu Flächen von den Gleichuugeo 
0 = - c', d. h. 

ifo^e^^gx^e' (47) 

(unter c eine Constante Terstanden) constmit sein; dasselbe gilt vom 
Druck p. Diese Flächen sind parallel.' Rütationsparnlioloide mit <ler 
/-Axe als Axe. Eine von ihnen ist die freie OberHäche der Flüssigkeit; 
dieselbe bestimmt sich etwa durch die Coordinate des Punktes, in 
welchem sie die Z*Axe sdmeidet, oder durch das Quantum der 
Flüssigkeit, welches zwischen ihr und der Gefasswand liegen soll. 
Falls < constant ist, gilt far deu Druck nach (47) die Fonnei: 

p^c-'tis^- lw'€*). (47") 
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Die Oeetalt des Gefoases, in welchem sich die rotirende FlQssig- 
keit befinde» kommt in dieser ganzen Betcachtnng nicht vor; die 
Form der freien Oberfläche ist also Ton ihr unabhängig, und nnr 
ihre Ansdehnong wird durch das Gefäss bestimmt» indem dieses, 
ans dem unendlichen Kotationsparaboloid das (Ür das specielle 
Problem maassgebende Stück ausschneidet 

Ist das gegebene Flüssif^eitsquantum so gross, dass es bei einer 
gegebenen Rotationsgeschwindiglroit nicht mehr zwischen der Wan- 
dung des Gefässes und einem der theoretisch gegebenen Botations- 
jMunidioloide Plats hat, so wird die üherschflssige Flflssagkeit über 
den Rand geschleudert. 

Sei z. B. das Gefäss dn Cylinder Tom Radius B und der Höhe 
Bf und sei dasselbe im Ruhezustand bis zur Höhe h mit Flüssigkeit 
gefllUt» sodass die Torhandene Masse 

3f =t ntIVh 

ist» Dieselbe Masse hat während der Rotation im Abstand s von 
der Axe eine Tiefe so dass dann 

R 

M ^ 2if€j xede 

0 

ist; ftir : ist nach (47 ) der Werth <o'6* — e')/^ zu setzen, und in 
Folge dessen bestimmt sich aas 

die CoQsUiute 

e' ^^to^Jff ^ ffh. 
Hiemach wird die Gleichung der freien Oberfläche: 
i^l>*(i5•-^^-^(A-.^)«0; 

in der Axe ist 

. u)'- IT 
« Ä — . ' f 

an der Cj huder wand 



^9 

Diese Constantenbestinimung hat nur so lange einen Sinn, als 
i, < // bleibt; ist dieser Werth H erreicht, so muss bei wachsendem oi 
immerfort — H sein, wodurch sich 

ilao die Gleichung des die freie Oberfläche bildenden Paraboloides zu 
bestimmt» 
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Die im ('^linder zurückgebliebeue Masse M' ist dauu: 

sie steht» wenn die Kotation aufbort^ im Cylinder in einer Höhe 

Die Torstebcndei) Formeb setzen voraus, dass die Flüssigkeit 
auch während der Rotation den Boden des Gtefösaes Tollständig 
bedeckt; im anderen Falle erfordern sie leicht anznhringende Gor- 
recturen. 

4. Eine Flüssigkeit unter der Wirkung eines Attractions- 
centrnnis und der Kotation um eine durch dasselbe gebende 
Aze il steht nach oben abgeleiteten Formeln unter einem Potential 

<«»--(^ + i«*e-); (48) 

demgemäss sind auch die Flächen constaoter Dichte und constanten 
Druckes gegeben durch 

.(^-^^toe' = c. (48) 

Eän rotirender Weltkorper, dessen flllssige Oberflächenschicht 
Terschwindende Dichte gegenüber den dem Centrum nahen Massen 
bat, wftrde dieser Formel angenähert entsprechende Terhältnisse 
«eigen. 

Setzen wir $ = r coatpf so wird die Gleichung (48') zu 

fM ^{'' - i r* cos* 7^ ) r : (48") 

sie giebt lür (f — Ü, d. h. für jujiint<»iiale Kicliliiiigeii, im Allgemeinen 
drei Wurzeln r. für (f = .7. d. Ii. für die Richtung; der Drehuugs- 
axe Äf stets nur eine, näuiiicli 




letztere kaun also passend /ui iiestümiiiiiit; der einer bestiunnten 
Fläche individueiifu ( onstanten benutzt werden. Wabrejui von 
N'till Iiis Uucndlich wächst, nimmt zugleich c' vou Unendlich bis 
Null all. 

Die ff = 0 eutsprechenden drei Wurzeln sind reell für Werthe 

eine dieser Wur/eln ist immer ne»j:;»tiv nnd kcmmt, da wir unter r 
die stets positive Entternung verstellen, nicht m Betracht. Für 



üigitized by Google 



§ 82. Gestalt and Drack einer rahenden Flüssigkeit. 



399 



siud zwei Wurzeln complex, die reelle ni'jLMtiv. sodass djp botreftVnden 
Potentialllüchen eine uormal zur I hi liuiig-sa-ve durch das Wirkuugs- 
ceutrum gelejjte E-A\e überhaupt nicht schneiden. 

Die Grf-nze zwischen beiden Gattungen von Fltichen bildet die- 
jenige, für weiche 



27 , , 



ist; sie giebt eine Doppelwurxel ; 

^ |/ 8ia' ~ 2 

Üenigemäss wird das ^'an/t- System der PotentialtiäclH'n ein System 
von Meridianschnitteu geben, wie es die Figur '69 verdeutlicht; der 
Funkt '/ entsprirlit der 
Doppeiwurzcl. Oher- 
tiüchen, für weiche 
8/ < 27 f'* r *, oder 
al»er uiit« r Benutzung 
tles Werthes von 
auch S, " ^ 27f.r/^.ir 
ist, siud, da sie sicli 
nicht im Endlichen 
schliesseu, hei dem 
gegebenen Problem 
nicht niüudicli und er- 
fordern, um die Be- 
deutung von Begren- 
zungstiächen zu er- 
halten, feste Wände, welche 




Fig. 39. 

(hc Flüssigkeit in einem Theil ein- 



schlies^on. Hieraus folgt, dass, wenn man annehmen durfte (was 
'ifplhaft niclit erlaubt ist), dass die Atmosphäre eines 
\N » itkoi (H 1 ^ I is in die fernsten Theile vollständiL' an dessen R<»ta- 
tioii Theil iH'lmie. deren Ausdehnung jedenfalls inm thalb der durch 
br, ' — JT^y / .1/ gegebenen Ol'crllache liegen müsste. 

5. Zwei starre, in concentrischen Schichten homogene Ivugeln, 
weli lic .sich unter einer «jegonseitigeii Anziehung in Kreisen nm ein- 
ander bewegen und v(ie denen tiie finr ((mUt iede) vun i iner Klnssig- 
keii umgeben ist, deren .Mas>c vnschwmdend gegen die der f»*8t4Mi 
Kerne ist^ stellen eine Anordnung' dar, die ^abgesehen von der hier 
feiiienden I.' itiitKUi um ihre A\" ! der durch die Krde mit dem sie 
ohertliiclihch Iteihckeiidi n Meer und duroti die Sonne oder den Mond 
•^eeeheiien ühereinstimmt und demnach eine irewis^e Vorstellung 
iiber das Zustundekummen von Ebbe und Fluth gewährt 
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Denken wir den Schwerpunkt 0 des ganzen Systemen rahend, 
so rotiren die Oeutren beider Kugeln mit gleichförmigen Geschwindig- 
keiten in Constanten Abständen um eine durch ihn gehende Axe a; 

Tühif wie ange- 
nommen« die 
^ FlQsslgkeit 
jv - — - gegen ein mit 

ihnen rotiren- 
des Coordina- 
tensystem, so 
kann man die 
Einwirkung 
Fig. 40. der Bewegung 

durch die Ein* 

ftthrung der Centrifugalkraft ersetzen und erhält als gesammtes 
Potential nach früheren Formeln: 




(49) 



Die Flächen constauter Dichte oud constantea Druckes haben 
daher die Gleichung: 

/'(^+^')+t»V-y. (491 

Wir wollen sie untersuchen für Punkte, welche nahe der an- 
ziehenden Masse liegen, 

Nach der Figur (40) haben wir 

r,"» r,' + E*^ 2r, J^cos y , OOS fp = cos 'tff sin 

= «/ + r,' sin' it — 2e^ r, sin i'/ cos \p, 

und darum folgt aus (49') durch Entwickelung bis auf die Glieder 
zweiter Ordnung in Bezug auf r, /E: 

+ l (>f* + Bin' — 2«, r» cos «■ c . 

Da 0 der Schwerpunkt ist, so gilt 

_ EM, 

und fUr die Winkelgeschwindigkeit ta folgt aus der Gleichung (97*) 
des ersten Theiles die Beziehung: 



+ ^Q 
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Setzt man dies ein und vereinigt die coustanten Theiie links 
mit tier ConsUnten c rechts zu C, so erhält man: 

Beschränkt man sich auf die erste Näherung und ignorirt die 
Glieder mit r* I E*, so findet sich r, constant = l j C und es werden 
die Potentialflächen zu Kn<^eln; in zweiter Näherung kann man in 
den kleinen Gliedern r, als constant 1 / C — R ansehen und er- 
hält so r. als gerade Function von (f> und t^; hieraus folgt dann 
eine in Bezug auf mit b, c parallele Axen durch das Centrum 
der Kugel symmetrische (angenähert ellipsoidiache) Gestalt der 
Potentialflächen. 

Die HalbaxiBn B^, B^^, B^ parallel diesen Richtungen nehmen 
die Werthe an: ' 

Wenn die Kugel M, mit der sie umgebenden P^lüssigkeit um 
( lue Axe durch ihr Centnim rotirte, so würde nacli S. 399 eine Ab- 
fihitturjg der Fliissigkeitslailie parallel dieser Axe eintreten. Man 
darf aunehmeii, dass hei der Besi in lakuiig auf die Corrections- 
gUeder erster Ordnung diese Abplattung sich der oben berechneten 
Gestaltenänderung einfach superponirt. 

Bei einer Ro(;\li ii um eine zur o-Axe parallele durch das 
Centnim würd» daini die DitVerenz R — IL die Höhendifi'erenz 
zwischen Fluili und Khlie an <'inem Punkt des Aequators darstellen. 
Krsetzt man in dem hierfür geltenden Ausdruck, der neben R sehr 
klein ist, IjC durch den Näherungswerth Bf so nimmt eir die 
Form an 

und liefert, w»'iin man unter der Masse .V, die Krde versteht, tmter 
Jf, aber resp. Mond oder Sonne, nach den 8. 305 angegebenen Zahlen 
die Werthe 

0,55 m und 0,24 m. 

Hcrncksiclitigt man. dass die Erdaxe gegeii die Khi'nf der Haiui 
von Krde und Mond geneigt i*'!, f^o fallen (he Zahlen nocli etwa«» 
grosser aus. Da die Berechnung iu diesem Falle etwas complicirter 
W. Von«, üMlMBlk. Svtlta Aai. 26 
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ist, 80 soll auf sie nicht eingegangen werden; die fiesultate ttimmen 
angenähert mit der Beobachtung auf Inseln im Grossen Ocean, wo 
die Wirkung der das Meer begrenzenden Oontinente als nnerheblich 
angesehen werden kann. 

§ 33. Mechanik idealer Fl ussii,»^ kalten; Gesammtdrucke ruhender 
FlüBsigkeiten gegen starre K.orper; Schwimmen unter der Wirkung 

der Schwere. 

Befinden sich starre Körper in Berührung mit einer Flüssig- 
keit, n. zw. entweder mit allen Theiien ihrer Oberfläche (im Falle 
sie in jene untergetaucht sind), oder nur mit einigem (im Falle sie 
nur eingetaucht siud oder aber Theile der sie umsclilicj^sonden 
feisten Wand bilden), so geben die in der Flüssigkeit wirkenden 
Druckkräfte Veranlassung zu Pomponenten und Drehungsmomenten, 
welche die starren Körper erfahren» nnd welche einfache und merk- 
würdige (besetze befolgen. 

Wir wollen diese Wirkungen nntersuchen nnter der 
Yoraassetznng, dass die Anwesenheit des festen Körpers 
die auf die Flüssigkeit ansgeübten Kräfte nicht äntlert, 
z. B. von ihm keine Attraction auf die Flüssigkeit ausgeübt wird; 
in diesem Falle ist seine Oberfläche nichts als eine der Flüssigkeit 
gewährte Begrenzung. 

Da der Druck normal g^en die Oberflächenelemente des 
starren Körpers wirkt, so werden, wenn mit u die Normale zu </o in 
der Richtung von der Flüssigkeit zu dem starren Körper bezeichnet 
wird, für die Componenten- und Momentensummon, die ein beliebiges 
endliches Stück o seiner Oberfläche erfährt, folgende Gleichungen 
gelten: 




(o) 

Z' SS Ii» cos (^1, x)do. 




(51; 
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Ist die Oberdäche o geschloBSeDy also entweder diejenige eines 
die Flüssigkeit enthaltenden Gefässes oder aber die eines in sie unter- 
getaachten Körpers, so liegt es nahe, die vorstehenden Oberflächen« 
integrale mit Hülfe des allgemeinen Satzes (22) auf S. 867 in Integrale 
Uber den Ton der Oberfläche o umschlossenen Baum zvl Terwandeln. 

Dem steht entgegen, dass in den Fällen, wo die Flüssigkeit 
den Körper mngiebt, ip dessen Innerem der Druck p zunächst gar 
nicht definirt ist Indessen lässt sich auf Grund der Annahme, dass 
die Anwesenheit des starren Körpers die auf die Flüssigkeit aus- 
geübten &äfte in keiner Weise ändern soll, folgende Ueberlegun^ 
anstellen. Denkt man den Inhalt des Körpers beseitigt und nur 
seine Oberfläche als starre Wand erhalten, so kann man den ent- 
standenen Hohlraum jederzeit so mit Flüssigkeit der den Aussen- 
räum .einnehmenden Art erfllllen, dass Jedes Wandelement von beiden 
Seiten unter der Wirkung der gegebenen Kräfte den gleichen Druck 
erTäbrt und dass schliesslich auch die starre Wand beseitigt werden 
kann. Diese mit der äusseren im Gleichgewicht beflndliche Flüssig- 
keit nennt man die durch den Körper verdrängte, obgleich sie 
eigentlich durch den Körper nicht verdrängt, sondern genauer durch 
ihn ersetzt wird; denn man mnss oflenbar nach dem Vorstehenden 
den Körper dadurch in die Flüssigkeit eingeführt denken, dass man 
zunächst eine starre Oberfläche von geeigneter Gestalt entstehen 
lässt, die von ihr umschlossene Flüssigkeit beseitigt und die Substanz 
des Körpers an ihre Stelle bringt 

Nach dem Gesagten können wir dann innerhalb des von o um* 
sehlossenen Raumes, gleichviel ob derselbe wirklich Flüssigkeit cut* 
hält oder nichts für den Druck die Beziehungen 

dx dy dx ~ *^ ^^^^ 

als gültig betrachten. 

Die Anwendung des Hfilfssatzes (22) auf die Oberflächenintegrale 
(51) ist unter diesen Voraussetzungen gestattet; es ist aber zu be- 
merken, dass in jenen Integralen die Normale n, im Falle die Blüssig- 
keit sich innerhalb o befindet, die äussere auf k ist, im Falle 
ausserhalb, die innere. Demgemäss erhalten wir unter Rück- 
sieht auf die Beziehungen (51') folgende Formeln: 

A" = ± JiXdk, r « ± J e Y'Uc, yy =± JtZdk, 

ik) tk) litt 

L' = ± j\[nZ-% Y) <lk, M = ± j' e (i -V - j y)dk, (52) 
A"-=± /'«(./•)' ^A)ti/.; 
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sie stell«M> Suium(Mi von rompoiieiitcn und Drehnniz^iiioiu' ntf n über 
ilen von dem Köriier eingciiomiiieuL'n J\auin ilar, (iie. <ih\volil es »ich 
um Krat'te hamJolt, die auf die Hüssigkrit aussei! !tt werden, so ge- 
bildet sind, als wirkten sie auf einen festen Küri>er. Hierauf be- 
ruhen die aus ümeii zu entnehmenden Sätze. 

Ist die Dlterfläehe von der Flüssigkeit erfüllt, gilt das 
obere Vorzeiehen mal « ist die wirklich in ff k vorliandeiie Dichte, 
.V, Y, Z «iiid die wirklieh auf die Ma^iseneinheil in dk wirkeüden 
Coiiiponenten : die Gleiehuni^i n (5"_') entiialten dann folgenden Satz: 

Kiiie u'es«-liloss('ne starre Überfläehe, die mit Flüssig- 
keit erfüllt ist. erfahrt Componenten und Drfhun.:s- 
momente. welche i^Ieieh denieni^en sind, die sieh aii> diii 
auf die Flüssigkeit wirkenden Kräften berecboeu würden, 
wenn die Flrissi<rkeit starr wilre. 

Ist die Oberfliiche von der F'lüssii^keit Timu'el^en. so 
gilt das untere Vor/eichen und t, X, Y. 7. ^ind div Warthe, wekiie 
in iih tur die vom K«»rper vrrdränizte Flüssigkeit iititen wurden. 
Wir kouiieu diUier folgendes weitere Kesuitat aii-i>{ir. v.lien : 

Kine von einer Flüssigkeit rin^j« umgebtL-iit- >tarr. (Mm f- 
f!Sche erfährt untrr den gemrtelit r n V.'r;ius3elzuni:< n * "in- 
pouenteusummen uü*i Drehungsmi'Ujruie, welche entgegeu- 
gesetit sind denjenigen, wrlche sich au* d»^!^. auf die ver- 
drängte Flüssigkeit wirkenden Kräften bt-rt c i^L'-n würden, 
wenn die Flüssigkeit einen starren Körper bildete. 

Pä>s m du sen Innden Fä.^n die Wirtangf^n • nigegensetzt 
gle-.eh se.n urfiiisen. üK^rsieht man am r-infachsten. wenn mnn in 
t i:uT ;in vi .eic V.cew;oht K r.ndliohen Flussukc-il die Theilch^n. wi iche 
i ;:-:e g^.sciilv'^^ssv'^t Oivrr.äv V.e erfulliii, in starr« Verbindung ::ebrarht 
dt /.k:: V.:erd;ir\ h k.i:.n d.^ iiii lohirewic^-.t nieh: geändert weriirn. du- 
v!.Ä-~t 0; vr*'.i. ! • r..v;>s als^^ Vx-r. suns-. :. -»iad ir.iien entffeger jes- i/it 
W .: k;:v^; r. err;iV.ri : , r.sd dus f.K r:r:»^-. >:.^V. 'a!:::i.iurlbar aui d- n Fa'l. 
; ,-ks '. r ,s re r : r .i.v.: n? K..s .:"j^ u it r:nem starren Körper 
;v..sr^ ' \ r:. .:<^c >< :. :. ,:..s> i.rs r. w.e a^i^coBWieo. seinerseits 
ki.;,t W;rk«;-i au; v-.-.i F.:.s.> ;kt ;: .s:i>::V't« 

Fr.r .'■'r F.A^V iV\S* *i;t Fl .jJS Ck: :t r,::r .>:r Sch^er^u^fl unl^r- 
.SU " V'^r.:" *^ r. F \ r.^t.srite Dichte und 

OsV.s;at.;< . r . k . - ; v r .'.r..:i::r isvigkeit wird hier 

^, \v A,;tr, v..>n> s;*,.-^?: -.s s ..vv-, :-: o,--s K" r;>rs -'t.^itTtiridend!* 
vit^w ifr P;»' :f »;;»h ^v.r/^ ^ v K -;- r erfü./ieü Kaum hm- 
A.;r»h T. rlC; sj"t,; \: •, . r : . Kräfte sich jeder- 
jf'.t .v", r i'-- Ft.i.Krx; ».,.>.*. t^^^fu itihw*«. so gelten 
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Eine mit schwerer Flüssigkeit erfüllte starre ge- 
scbloBsetie Oberfläche erffthrt eine Kraft, welche dem Ge- 
wicht der eingeschlossenen Flüssigkeit gleich ist und durch 
deren Schwerpunkt geht 

Eine von schwerer Flüssigkeit umgebene starre ge- 
schlossene Oberfläche erfährt eine Kraft, welche dem Ge- 
wicht der verdrängten Flüssigkeit gleich und entgegen- 
gesetzt gerichtet ist und durch deren Schwerpiinkt geht 

Dieser letztere Sats fthrt den Namen des Archimedischen 
Prtncipes und die darin besprochene Kraft den Namen des hydro- 
statischen Auftriebes. — 

Die Luft ist eine Flüssigkeit» inneriialb deren alle K9rper sich 
beEnden, mit denen wir gewöhnlich opexiren; der von ihr henrübrende 
Auftrieb giebt bei rielen physikalischen Beobachtungen eine Fehler^ 
qnelle, welche Berücksichtigung verlangt 

Bei Wägungen werdm die auf die Waage ausgeübten Kräfte 
durch sie verringert Bezeichnen wir Masse, Volumen und Dichte 
des zu wägenden, homogen angenommenen Körpers mit F]^ und 
^, die der Gewichtsstücke mit 3/^, r und e^, die Dichte der Luft 
mit t^t so wird unter Yoraussetzung gleicher Hebelarme die Waage 
einspielen, wenn 

y^i^ - «j = y,i', - «.) -w. {' - ^) = ^, (> - f ) 

ist, aber nicht, wenn M,^^ M tat, ausgenommen, dass die Dichten 
der Glewiehtsstflcke und der &Örper die gleichen sind. 

Das Gewicht eines Körpers im leeren Raum If^^, vermindert 
um den Betrag des Auftriebes der Flüssigkeit, in welcher er sich 
befindet, nennt man das scheinbare Gewicht des Körpers in 
dieser Flüssigkeit Mit dem scheinbaren Gewicht der Körper in 
Lufk^ d« h. mit der Grösse M^g{\ ^tjt^), operiren wir bei Wägungen 
der Begel nach ausschliesslich. 

Das Drehungsmoment, welches die Schwere auf ein Pendel 
aasübt» wird durdi den Auftrieb der Luft verringert und erhält, falls 
der Schwerpunkt der Masse und der Schwerpunkt des Volumens in 
derselben Ebene durch die Drehungsaxe liegen, « und / ihre Ab- 
stände von letzterer sind, ^ deren Winkel gegen die Verticale ist, 
den Werth: 

Uro diese und ähnliche Einflüsse in Rechnung su ziehen, ist 
die Kenntniss der Dichte der Luft für die bei der Beobachtung statt- 
findenden UmsOnde» d. h. für die beobachtete Temperatur und den 
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beobachteten Barometerstaudi erforderlich. Das Gesetz von Mariotte 
und Gay*Lubsac, welches nach (39 ) lautet: 

^iebt diese Grösse för alle Verhältnisse an» wenn sie fär irgend eine 
Temperatur t„ and einen Druck bestimmt ist 

Ihre BestimmuDg geschieht anter Benutzang des Auftriebes^ in- 
dem man ein Gefäss von bekanntem Volumen erst offen, dann go- 
schlössen und evacuirt wägt 

Ist das von der Substanz des GeAsses erfüllte Volumen i\ ihre 
Dichte e, das Volumen des umschlossenen Hohlraumes F, die Dichte 
der umgebenden Luft bei der abgelesenen Temperatur und dem ab* 
gelesenen Druck so wird das scheinbare Gewicht &« im geöffineten 
Zustande sein ^ , , 

im gttöchlosäenen und evacuirten 

die Differenz beider bestimmt i^. 

Den Gewichtsrerlttst welchen starre EOrper in tropfbaren Flllnig- 
keiten erleiden, benutzt man, um ihre eigene Dichte oder, wenn diese 
bekannt ist <lie Dichte der Flttssigkeit zn bestimmen. 

Die W&gung des Körpers in Luft giebt das scheuibare Gewicht 

= F^(^-s,), 

in «lei Flüssigkeil von der Lüchte if 

= l'^(«k — ^f)' 

Aus diesen zwei Beobachtungen kanu man zwei Grössen be- 
stimmen, z. B. und V, falls <, und if bekannt sind; es gelten dann 
die Gleichungen: 

Haben die Stücke des Gewichts, oder besser des M:isseiisatzes, 
welche die scheinbaren Gewichte G, und G, ergeben, durchweg gleiche 
Dichte, 80 ist das Verhältniss G._ {G, — G,) vom Auftrieb der Luft 
unabhaui:iir. uämlicli gleich dem Verhältniss der durch die Bezeich- 
nung der Gewichtsstücke direct gegebenen M;issen -V, ; ;.V. — M ). Das 
Verhaltuiss — hingegen i>t von dem Auftri« )» auch unter 
dieser Voraussetzuni: al hüngtg und hat den Werth (J/, — JJ.) (1 — 'e^ 

Bei di<^^en Beobachtungen ist der Kintluss, den Temperatur- 
:ui*ternnircn aut alle Dichtou und den Druckänderungen «nf die 
l>iclae der Lutl ausüben, nach dem äräher iS. Gesagten in Rech- 
nung zu zivhen. — 
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Ist die Flüssigkeit nur in ihrem unteren Theile tropfbar, im 
oberen aber gasförmig, so gelten die Sätze S. 405 unverändert; ignorirt 
man dabei die Dichte des Qasea neben derjenigen der Flüssigkeit^ 
d. h. betrachtet man den mit Luft erföUten Theil als leer, so ist 
die Gestalt des oberen Theiles der geschlossenen Oberfläche ganz 
ohne Einflnss. Derselbe kann auch ganz fehlen, wie bei einem 6e- 
fites, das oben offSsn und mit Flüssigkeit erftült ist; trotzdem findet 
sich die Qesammtkraft, die das letztere durch die Schwere erleidet^ 
gleich dem Gewicht der in ihm enthaltenen Flttsdgkeitsmenge. Ein 
aof der Oberohe einer tropfbaren Flüssigkeit schwimmender Körper 
erleidet aus dem gleichen Grunde einen Auftrieb gegeben durch das 
Gewicht der Ton ihm rerdrängten tropfbaren Flüssigkeit, welcher 
in deren Schwerpunkt angreift. Diesen specielleren Satz legt man 
der Theorie des Gleichgewichtes oberflächlich schwimmen- 
der Körper zn Grunde. 

Schwimmende Körper stehen also unter der Wirkung ihres 
Gewichtes, das im Schwerpunkt ihrer Masse, und des Auftriebes, 
der im Schwerpunkt der verdrängten Flüssigkeit angreift Nach den 
in § 20 angestellten allgemeinen Betrachtungen ist zum Gleich- 
gewicht ttothwendig und hinreichend, dass diese in entgegengesetzten 
Richtungen wirkenden Kräfte einander gleich sind und die Verbin- 
dungslinie ihrer Angriffspunkte ihrer Richtung parallel ist Der 
Körper wird also so tief einsinken, dass der erzielte Auftrieb seinem 
Gewicht gleich ist, und eine solche Lage einnehmen, dass die Ver- 
bindungslinie beider Schwerpunkte vertical steht E<r wird unter- 
sinken, wenn auch bei vollständigem Eintauchen der Auftrieb 
dem Gewicht nicht gleich kommt 

Von besonderem Interesse ist bei schwimmenden Kör|)em die 
Fhige nach der Stabilität des Gleichgewichtes. 

Das Gleichgewicht ist absolut stabil, wenn bei jeder unendlich 
kleinen Lagenänderung des schwimmenden Köq)ers gegen die Flüss^ig- 
keit Kräfte entstehen, die dieser Bewegung entgegenwirken. Die 
Venrttckungen, welche die Lage des Körpers gegen die Flüssigkeit 
ändern, sind ausschliesslich verticale Verschiebungen und Drehungen 
um horizontale Axen; horizontale Verschiebungen und Drehungen 
um verticale Axen ändern dieselbe ersichtlich nicht 

Man erkennt nun leicht, dass, die singulären Fälle ausgenommen, 
«o durch tieferes Eintauchen des Körpers dem Eindringen der 
Flüssigkeit Hohlräume im Körper geöffnet werden, die Menge der 
verdrängten Flüssigkeit, und daher auch der Auftrieb, durch eine 
verticale Verschiebung nach unten immer zunimmt, bei einer nach 
oben abnimmt, während das Gewicht des Körpers ungeiUidert bleibt, 
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dass demnach gegenüber Yorticalen Verschiebangen das (Gleich- 
gewicht immer stabil ist 

Es bandelt sich also für ans nur um die Wirkungen tou 
Drehungen um horizontale Axen, welche letztere wir ohne Beschiftn- 
kung der Allgemeinheit in die FlIlssi^eitBoberflftche legen kdmiea; 
denn die Drehung um eine andere horizontale Aze kann nach S. 190 
stets durch ZufUguug einer parallelen Yerschiebung in diese ver- 
wandelt werden. 

Stelle in der Figur 41 die Gerade ab die Ebene normal zur 
Figur dar, in welcher bei der Gleichgewichtslage j(toii der aus die 

Drehung stattfindet^ die Flttsatgkeita- 
oberfl&che den schwimmenden Edrper 
schneidet; sei femer «der Schwerpunkt 
des Edrpers, tr der des yerdrftogteD 
Volumens Flfissigkeity dann ist nach 
dem Früheren sc normal za ab. 

Die Drehung des Edcpers aus 
der Gleichgewichtslage heraus finde 
in negativer Bichtung um die Axe 
statte welche im Punkte Ä normal siir 
Ebene der Figur steht; der unend* 
lieh kleine Drehungswinkel sei &, 
Nach der Drehung schneidet dem- 
gemiss die FlOssigkeitsgrettse den 
Körper in einer durch <P7 darge- 
stellten Ebene normal sur Figur; es ist also ein keilförmiges Volo- 
men k, aus der Flüssigkeit, ein anderes 1^ durch die Drehung in 
die Flüssigkeit gekommen. 

Nennen wir Air ein Element dq des Querschnittes die Coordi- 
nate nomal zur Axe J in der Ebene der Flflssigkeitsgreuze r, so 
sind diese Volumina resp. 

wo das erste Integral über die linke» das zweite fiber die rechte 
Querschnittshftlfte genommen ist; ersteres ist mit negatiTem Zeichen 
zu nehmen, denn auf der linken Seite ist r < 0. 

Die Drehung Terftndert das eingeteuchte Volumen nicht, wenn 

K = d. h. Jräq^O 
ist» oder wenn die Axe durch den Schwerpunkt des Querschnittes q 
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gelegt ist; in diesem Falle liaben wir also eine rein .drehende 
Wirkung, eriialten also auch keine yerticale Kraftcomponente, son- 
dern nnr ein Mament nm die Axe A, und wir wollen denselhen 
daher weiterhin TOranssetKen. 

Sei das Gewicht dee Körpers O, das der Yerdrftngten Flüssigkeit 
/; nnd denken wir ersteres in letzteres in <r angreifend, so geben 
beide zusammen ein Homen^ welches gegenftber den wirklich statt- 
findenden um die Wirkung des Keiles kt zu gross, um die des 
Keiles K zu klein ist; denn ft, ist aus der Flüssigkeit aus-, k, in 
dieselbe eingetaucht 

Bezeichnet man den normalen Abstand der Schwerpunkte « und «r 
ab mit t und <r. die Entfernung des Fusspanktes p des Lothe« 
9<F Ton A mit / nnd beachtet, dass & ein unendlich kleiner Winkel 
sein soU, so ist das Moment von O 

das Ton F 
das Ton kt 

des von kt 

Die Resultaute aller dieser Momente wird unter Kiicksiclit darauf, 
dass dasjenige von A, abzuziehen, das von zuzuaddiieu und G — /"ist: 



jr= [Oifi - <y) +^« ^^dq ) .9-. 



Wenn der 1^ U tor von & grösser als Null ist, so wirkt (Irm ent- 
standene Moment der Drehung, die in negativem iSinnc angennnim« n 
lA^ entgegen, so ist also das Gleichgewicht gegenüber einer 
Drehung um die x\xo A stabil; ist der Factor kleiner als Null, so 
ist es lahil, ist er gleich Null, so indifferent 

Das (jleichgewicht ist absolut stabil, wenn lür jede 
durch den Schwerpunkt des Querschnittes in welchem 
die freie Flüssigkeitsobertläche den Körper schneidet, ge- 
legte Axe die Beziehung gilt: 

ö(* — <r) + ^« ^^dq > 0. (58) 

Fuhrt man ^ Volumen V der Tcrdräogten Fldssigkeit ein 
und hedenkt, dass 
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ist, 80 schreibt sich diese Bedingung auch: 

r(«-iT)+ J f^dq>i). (53) 
■«> • 
Das Integral hat die Bedeutung des Trii^eitsmomentes d«8 
Querschnittes 9 um die Aze A und ist eine stets posittTe Giösk. 
Man erkennt, dass das Gleichgewicht stets stabil ist, üslls 

s > o 

ist, also der Schwerpunkt des Kdipers tiefer liegt als derjenige der 
terdrängteu Flüssigkeit 

Dieses findet bei homogenen EOrpem aber niemals statt Ia- 
d«fisen ist auch wenn der Schwerpunkt des Kdrpers höher liegt, 
stabiles Gleichgewicht noch möglich, wenn dar Abstand « — • Tom 
iSchwerpuiüct der Terdrftngten Flüssigkeit der Unglächung genfigt: 

f 

Diese üngleichnng blast sich noch anschanliclier machen, wenn 
man aus dem Volumen der Terdransten Flüssi^eit einen Gylinder 
bildet Ton dner Grunddäche, welche gleich dem Querschnitt 9 ist, 
in welchem die Flüssigkeit beim Gleichgewicht den festen Kdiper 
schneidet; derselbe besitit eine Höhe k (die mittlere Eintaachtiefs 
des Körpers' gegeben durch 

r s fi. 

K : : rt uiAn d;»: u '^ocli lici. TrägLeiUiradiaä- « *io Qaersclinittes 4 
duixü dl« Gi(ei«.Läii4: 

f 

c'.r^ so 'autet die Bedi:.rsi.c «talÜ^ü Gleicheewichtes: 

i Ct — K < M\ (53 ) 

G)e:chccw:;Kt eines urt^r der Wirkung der 
iio^jWcTv > : . ; Körprrs i<i absolut stabil, wenn 

flir ;t 1. utv ; . S. . ..rti ivf^ Querschnittes q gelegte 
K\< CAy r.., des Triebt :t*r*3iu? grösser ist mls das 
Kc^'l.if k i:f : :ldti an« ' fi.sr.d *r — *) des Sehwer- 

vurAt«^» der T«r.i7Äikc:t'r. Fl^j^^ickeii T%^a demjenigen des 
K» rvtr* sr.Ä «*ir r..:t:'t:rfi. K:r.;jkacr. liefe L 

.r i:;s%*:.;r. >. :. tv.<^:]Q v^..l::iefi. vie^ms nunmehr eine An* 
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Sei der K5rper ein homogener gerader Kreiscylinder von dem 
Radius B und der Länge L, dann besteht nach Figur A2 die Be- 
ziehuDg 

<F = iL + |», 

and gilt also 

dagegen ist direct gegeben 

Für einen kreistorniii^en Querschnitt ist nach 
Formel (40) des zweiten Theiles 

and die Bedingung der Stabilität ivird daher zu 

Hieriu bestimmt sich s durch das Verhältniss der Dichtig* 
keiten s des Körpers und e' der Flüssigkeit; denn ans der Bedingung 

ö = r 

vird hier 
es gilt also: 

2:r« = (|L + *)a' oder s^-^^'T^^- 
Hieimch wird die obige Ungleichung zu 




Ftg. 42. 



2* (•'-•) 



Der beginnenden Instabilität entspricht ein Werth des Verhält- 
uisses BIL gegeben durch 

l L J = — 

Die Dichten von Kork und Wasser verhalten sich etwa wie 1 : 4, 
ein Cylinder von Kork wird also aufrecht im Wasser schwimmen, 
wenn das Verhältniss von Radius zu Hdhe grösser ist als 1/3/8, d. h. 
grösser als ca. 0,6. FOr Eis und Wasser, wo s: / » 9: 10 isl^ muss 
entsprechend > | 0,18, d, h. > 0,42 sein. 

Setzt man s/e' ^ wobei 0< ß <l sein muss, so lautet die 
obige Ungleichung 

die rechte Seit^ als Function von ß betrachtet, nimmt einen grössten 
Werth an ftir ^ = 1 /2, einen kleinsten für |9 » 0 oder ß ^ 1. Da 
die Stabilität um so grösser ist, je mehr die linke Seite die rechte. 
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an Grösa« Überwiegt, so giebt der Werth « 1 / 2 ein DichtigkeitB- 
▼eriiftltDiss an, ftlr welches die StabilitiLt des Sehwimmens ein 
Minimum ist; sehr grosse und sehr kleine Werthe Yon ß sind vor- 
theilhafter. 

Eine homogene Kugel oder ein homogener Kreiscylinder mit 
horizontaler, nicht sa kurzer Axe schwimmt, wie die directe An- 
schauung lehrt, bezüglich einer Drehung stets im indifferenten Oleich- 
gewicht; soll das unsere Formel ausdrücken, so muss sie, auf diese 
F&Ue angewandt, 

er^'ebeii. In der That lässt siel» tlurch eine einfache Rechnung er- 
weisen, (lass (lies stattfindet — 

Der erste der J^. 404 juigegebenen Sätze lässt su li, spei iell auf 
die Wirkung der Schwerkraft augewandt, auch in folgender Form 
au.ssi)rechen: 

Ein»' i^HRclilosspne, mit l^'l ii ssi gk pi i erfüllte Oher- 
f 1 iic Ii e er 1 a Ii r t u n t v r d e r W i r k ii ii p d e r 8 e ii \v e r e P r \\ e k k r ii f t e. 
deren v^rticale Com poneiiten die Summe f/ fetik über das 
umschlossene Volumeu und deren horizontale Compouenteo 
die Snmme Null ergeben. 

Wir wollen ihn anwenden, um Folgerungen ii})er den Druck 
gegen nicht geschlossene Fliichenstücke zu zieheu, indem wir 
diese in geeigneter Weise zu geschlossenen Flächen ergänzen. Dabei 
ist es vortlieiihaft» zu beachten, dass die gegen die eine Seite o tiner 

in einer Flüssigkeit befindlichen ( )l)er- 

Pf pjc fiäche au?5geübten Drucke gleich und 

entgegengesetzt sind denen, welche die 
andere o' erfahrt. 

Um die Verticalcoiiii)oneute Z des 
Druckes zu bestimmen, den die nicht 
geschlossene J^lüclio o (Figui- 4:{) urfährt, 
constniiren wir über ihrer Randcurre 
einen verticalen Oylinder rr, der aus 
einer willkürlichen Hori/ontalebene durch 
OX, in welcher der Druck herrsche, 
das Stück CO aussclmeidet. 



I 



tc 

I 




Fig. 48. 



Bezeichnet man das zwischen o und (o liegende Volumen mit k, 
so ergieht der obige Satz, da die auf die Cylinderfläche wirkenden 
Drucke keine verticale Compouente liefern: 



(54) 
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Nim ist aber 
also liudet sich 

« «p. + ^ dkj (54') 
(*> 

und dies enthält einen Satz, der eich leicht in Worte fassen ISsst 
Schneidet die Oberflftche o den verticftlen Gylinder, so sind die 
ausserhalb liegenden Volumina (in der Figur ib') mit negativem Vor- 
seichen einzuführen, denn filr sie ist die Fl&che o die äussere 
Fliehe und der Druck gegen diese giebt als Besultante einen Auf- 
trieb parallel * 

Ist die Flüssigkeit nur in ihrem unteren Theil tropfbar, in 
ihrem oberen gasförmig, so legt man & passend in die Grenzfläche 
beider Theile; ji« ist dann der Druck, unter dem sich das Gas be- 
findet 

üm eine horizontale Gesammtcomponente, z.B. diejenige parallel 
der X*Axe, von den Drucken zu bestimmen, welche o erfährt, con- 
struiren wir parallel der JT-Bichtung über der Randcurre von o 
einen Cylinder c^e, bis zu einer beliebigen zur X-Axe normalen Ebene, 
z. B. der FZ-Ebene^ welcher aus dieser die Fläche ausschneide. 
Der obige Satz ergiebt dann auf das zwischen o und a>. liegende 
Volumen angewandt 

.V+Xo.. -0 oder X=+AV, (54") 

was pbenl'alls e'wu u einfachen 8atz eiitliält 

Es mag schliesslicli noch ausdrücklich hcnDrircliobon weHeo, 
die Drucke, welche auf ein niclit /^'csclilossciies Flächcn-^tück 
wirken, im Allpeinfinen niclit zu einer eiii/i^^'cn Kraft ziisaiiiinen- 
8et/.liar sind, sondern auch noch DrehungsmonuMito ergeben, für 
welche analope einfache Satze, wie die vorstcheudeu , durch ciie- 
setben Mittel zu erhalten aiud. 

§ 34. Xeohanik idealer Flüssigkeiten. Entwiokelung der Bewegungs* 
gleichuagen. AUgemeines über Potentialbewegungen, insbesoadere 

ineompressibler Flüssigkeiten. 

Wir wenden uns nuiunehr zu der Bttraclitiin^ der I^ewegungs- 
erscheinungen, welche ideale, d. h. reibungsfreic Fhi^sigk«Mten /eigen 
können. Die allgemeinen Gesetze derselben sind in den (ilei- 
chungen (87) bis (40") enthalten; wir wollen sie in der Weise 
benutzen, dass wir in ihn<n die (7eschwindigkeitsc(>nipo- 
nenten »i, v, w als Functionen von x, tf, : und t ansehen, 
also uicht sofort ciu jedes Ma^senlhoi iclieu aut seinem 
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Wege verfolgen, sondern in erster Linie untersnchen, was 
fttr eine Bewegung zn beliebiger Zeit an beliebiger Stelle 
stattfindet Es mag einleitend auseinandergesetzt werden, welche 
Resultate ttber die Flüssigkeitsbewegung zu erscbliessen 
sind, wenn v, w in ihrer Abhängigkeit von Xf y, % und I 
bekannt, entweder willkflrlich vorgescbrieben oder aus 
den fttr sie geltenden Bedingungen abgeleitet sind. 

Versteht man unter dx, dy, d% die Pxojectionen des in dt von 
einem Flüssigkeitstbeilchen zurttckgelegten Linienelementes, so gilt 
nach der Definition ?on «, r, w 

dxidy.di = uiviw. (55) 

Sind, wie angenommen, u, v, w bekannte Functionen, so stellt diese 
Proportion bei constantem I die beiden Differentialgleichungen einer 
Curre dar, deren Kiemente an jeder Stelle in die Richtung der 
dort stattfindenden Strömung fallen; man nennt dieselbe eine Strom- 
linie. Solche Linien lassen sich fftr jeden Zeitmoment durch jedes 
Flftssigkeitstheilchen legen. 

Im allgemeinen Fall, dass «, r, ir die Zeit / enthalten, sind die 
Stromlinien mit der Zeit Tei^nderlich und geben in Folge lüerron 
nicht die Bahnen der einzelnen FlttSHigkeitstheilchen an. obwohl jedes 
ihrer Elemente den Weg ds eines auf demselben befindlichen 
Theileheus für ein Zeitelement dt darstellt Aber während das 
Theilchen das £-ement äs durchläuft, rerändert sich die durch 
dessen Anfangspunkt gehende Stromlinie, so dass das Theilchen am 
Eude Tou 1^/ dieselbt' bereits verlassen hat 

Kine .Xnsnahme bildet der specielle, aber wichtigste FaU der 
^ogfc*nannten stationären Bewegung, bei der «, r, w und auch i 
und p Functionen der Coordinaten allein sind, der gerammte Zn- 
sund der Flus^^igkeit an jeder Stelle also dauernd derselbe bleibt: 
hier geben die Stromlinien wiiUich die Bahnen der FlQsaigkeits* 
tbeilohen an. und die Integration der Differvntialgleichnngen ^55> 
hciirt dann demgemäß eine weitgehende VeranseliaulichQng der 

Wir vroUen nun unter eim-m Strom faden ^nen Ganal Ter- 
stehen, der ton den^ niä^ u Stn>mliaiett enollt wird, die irgend ein 
FlaoUeuelemeut normal durvl<vtz«>n. Besn-nz^rn wir ein Stttck 
tiuc« solche Q Stro:uü i < dirvU z«vi t;ortu;iie Queisclukitte f, imd^^ 
und Kz«^icL'.ua wir die i\ : :i aud Geschwindiekeiles in letzteren 
rait «..«I uni r.. r . so si':d die in darvh sie tretenden FIttesig- 
k^fii'itur^a^.'u i> - : h '/ f. r * und ; t, T *}: drr Cebersehnns der 
aa$:i\ui. x-.v. u •. r U:e eiiitrvt^cär Meu^ ist svxit tar den betnehteten 
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Äbscbnitt, da durch seine Wündr nach der Detinition des Strom- 
fadens Flüssigkeit nicht hindurchgeht, gleich (9«e>r, — 7,6, V,)(i/.. 

Ist die Dichte der Flüssigkeit iilterliaupt unveränderlii li , oder 
ist der Zustand station&r, so muss dieser Ausdruck für jede Lage 
der Querschnitte 7, und 9, in dem Stromfaden verschwinden; durch 
jeden Querschnitt des Stromfadens muss somit die gleiche (auf die 
Zeiteinheit bezogene) GesammtstrÖmong 9« F gehen. Dies ergiebt 
das Kesultat, dass unter den gemachten Annahmen e V, oder hei 
konstanter Dichte V selbst, dem Querschnitt des Stromfadens in- 
direct proportional sein muss. Schliesst man unendliche Wertbe 
von « V oder V als physikaiiscli unmöglich ans, so ergiebt sich 
hieraus, dass ein Stromfaden, der irgendwo einen endlichen Quer- 
schnitt liesitzt, an keiner Stelle einen unendlich kleinen Querschnitt 
haben kann. Wir können dies Besultat auch folgendermaasen aus* 
sprechen: 

In einer Flüssigkeit von unveränderlicher Dichte oder 
Ton stationärem Bewegungszustand kann ein Stromfaden 
weder beginnen noch endigen, sondern muss, soweit er 
nicht Ton einem bewegten festen Körper ausgeht, ent- 
weder in sich / ü rftcklaufen oder aus dem Unendlichen 
kommen und in's Unendliche golion. Ist im Unendlichen cF 
oder F unendlich klein, so wird 7 daselbst unendlich gross. — 

Die Betrachtungen, welche wir in § 29 ii! r unendlich kleine 
stetige VerrQckungen angestellt haben, werden direct aui' die Be- 
wegung der Flüssigkeit anwendbar, falls wir die Verrückungs- 
componenten dx, öy, dz als die in der unendlich kleinen Zeit Si 
wahrend der Bewegung wirklich stattfindenden deuten, also setzen 

ÜXs^udtf StfssvSi, Slsstwdl, 

1 'l !u<j;i aiäss werden jetzt die 1 i'ormatioiisgehcli w mdig- 
keiteu iier Flüssigkeit didinirt seiu durch 

du , de . dw / 

dp Bw d» . du _ , du dr _ , 

a« + af"'^»' a«"*"«*"*'' ä» a* 

und ebenso ihre Rotations- oder Wirbelgeschwindigkeiten 

x^öAidt, fi^dfiidi, r»a>/a< 

durch 

, tidtr dp \ 1 dir\ i (de d u\ 

Die in den Bewegungsgleicliuugen (i^T) auftretenden vollständigen 
l}^äet%u^iB^^}xo\i'&nUmduldtf^^v|ät^dw|dif welche für ein gegebenes 
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FlQssigkeitstheilchen die in Folge der Zeit> und Ortsändernng statt- 
findenden Beschleunigungen darsteUen, giad nach unserer Annahme 
in die den einsehien Ursachen entsprechenden Theile su zeiiegen, 
und wir erhalteni indem wir nach dem Schema 

d/ " ai dx dt d< 9x dt * 

0/ a» df 0% 

▼erfahren, für die Hauptgleichungen (37) die folgende Form: 

du , du. du , du «. l d p 
dt üx üy dz e dx 

dv . ör, dr . dp — . \ dp 

dt dx dy dx b oy ^ ' 

üw , dw , dw , dtc „ 1 dp 
dt dx dy dx » dx 

Zu ihnen kommt die Continuitätsgieichung (38)» d. h. 

«• + «i + «- + 1 j«. . 0, m 

dx dy dx e dt ' ^ ' 

die sich unter Anwendung der obigen Formel filr ä^jät auf dijät 
auch schreiben lässt 

tJ' + + + Ii - °- 

Die Dichte < wollen wir nur als Function des Druckes betraehten; 
wir ersetsen daher die Formeln (38') bis (89"') durdi die eine 

oder, wiis dasselbe bezeich u et, wir setzen 



(56'") 



worin // eine Function von p allein Im ;/.;mi lun-t . 

Was die ()l)erfl:ichenhedingun^eu angt-lil, .so werden wir nns 
haiiptsilcldich aut" die Fälle besclirilnkcn , dass die Hegrenzunf^ der 
Flüssigkeit durch starre, aber mit den (Teschwindial-' i'» n i\, m?, 
beliebig l>ewegte Flächen geschieht; es gilt an letzteren nach (40) 
die (ileichuug 

(ti — cos (is ic) + (v — cos(fi, y) + (w — t0^) cob(»» «) = 0, (57 

wShrend der Druck daselbst jeden Werth annehmen kann. 

Ausserdem ist der Fall von Interesse, dass l&ngs gewisser, die 
FlfLssigkeit (zwar nicht factiscb, aber doch für die theoretische Be- 
trachtung) begrenzenden Flächenstücke die Bewegung — in der Regel 
die des Einströmens oder Ausströmens — Tollständig vorgeschriebea 
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ist; dies kuun z. B. bei einem sonst i^csclilossenen (k'fäss mit zwei 
Oeffnungen stattfinden, wenn für l>eiUe die Art des Kintietrjis und 
des Austretens der Flüssigkeit gegeben ist Hier sind längs der 
betretienden Flächen 

tt B tf»y « »• *•! w =» (57') 

gelbst Torgeschrieben» während Aber den Drnck nichts festgesetzt 
ist Sind die Oeffianngen sehr klein gegen das Gefi&ss selbsty so hat 
in allen merklichen Entfernungen das Detail der in ihnen statte 
findenden Ein« oder Ausströmong keinen Einflnss auf die dadurch 
erregte Bewegung, sondern nur die während di durch jede Oeffnung 
tretende Flttseigkeits menge. 

An sogenannten freien Oberflächen ist der Druck als constant 
Torgeschrieben, und die Geschwindigkeiten mtissen durch Formel (40") 
die Gleichung der freien Oberfläche bestimmen; im Falle des statio- 
nären Znstandes muss an ihr Gleichung (57) bei Terschwindenden 
«i, gelten. — 

Die Gonstruction von möglichen, d. h. mit den TOrstehenden 
Formeln vereinbaren Flüssigkeitsbewegungen ist relativ einfach, wenn 
man die wirkenden Kräfte, d. h. also A , Y, Z verfügbar hält 

Aus fjan/ iieliobij^ al>. stetige Functionen von x, ff, ; und t vor- 
geschriebenen Ausdrücken für m, r, tv kann man mit Hülfe von (5t)') 
oder (5(> ) ein zulässifjes Gesetz für e findeu. daraus nach ') be- 
rechnen und aus allen diesen Grössen nach (äO) A, V, Z bestimmen. 

T'st die Dichte « constant, so giebt (5H') eine Beschränkung für 
die Wahl der m, v, dafür bleibt jetzt p ganz willk u Ii 'h. 

Ein solcher N\ eg fuhrt im AlIgenieiiuMi ai>er niciit /.u interessan- 
ten Bewegungen, da die so bestimmten Kmite A, i, Z nur in seltenen 
hallen realisirbar sind. Wir beschränken das Problem, l^o- 
»innen aber dadurch die Aussicht auf interessantere Fälle, 
wenn wir die Annahme einführen, dass ilie Kräfte ein Po- 
tential haben solleu; hier nehmen die Formeln (oü) die folgende 
Gestalt an; 



dt* 
dt 


f) u 

+ " - 

0 X 




ö u 


. du 
+ t' . = — 

0 X 


v{'i' + Ii) 

Ö X ' 




Bv 

di 


dx 




dv 




d{(P + //) 

^, •' 


(58) 


dw 
Bt 


dir 




dtp 


, dw 

+ "'a« — 


d{0+ II) 

" ~dt~~ ' 





sie reduciren sich auf eiue einzige Gleichung, wenn /< , >\ ir (gleich 
den j>artiellen Ditrerential'iuotieuten einer und derselben Function y 
von ./ , y, : und t ^md. also gilt: 

W. VuiOT, Mocbaiük. Zw«lto Aufl. 2 t 
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Diese von Laqrange eingeführte Fimction heisst nach v. Helm- 
HOLTZ das Geschwindigkeitspotential der FlUssigkeitsbewegung; 
eine Strömung, die den Ausdrücken (58) fUr die Geschwin- 
digkeiten entspricht, nennt man eine Potentialbeweguug. 

Setzt man diese Beziehungen in die erste Gleichung (58) ein, 
so nimmt dieselbe die Gestalt an: 

d'q> dtf>d'<f dq> 6> d<f ö{(P-i-JI) 



diBx ^ dx da^ ^ dp dxdu dxdxdx dx 
oder aber 



dx 



Aehnlich lauten die anderen, und man gelangt, wenn man sie 
mit den Factoren dx, dy, dx zusammeniasst und integrirt» zu dem 
Resultat, dass 

sein mii88, worin T eine zuD&chst unbestimmte Function der Zeit i 
allein bezeldmet^ welcbe bei der Integration nach y, « statt einer 
Integrationsconstanten auftritt 

Diese Formel stellt gewissermaassen die Gleichung der leben- 
digen Kraft für die Masseneinheit einer in ihrer Bewegung den 
gemachten Annahmen entsprechenden FlQssigkeit dar. Denn bedenkt 
man, dass der in der Klammer stehende Aosdmck nach (58 ) das 
Quadrat der Geschwindigkeit Fergiebti so kann man die Gleichung(59) 
schreiben 

+ 0 + i7« T- dtpidt, (691 

wo nun -^r* die lebendige Krall der Masseneinlieit darstellt, <f> das 
Potential der äusseren, auf die MasseueiiiLeit wirkenden Kräfte be- 
deutet und das nur von p abhängige TI wegen seiner Verbindung 
nnt 0 sich als das Potential des Druckes ergiebt. iJer links 
stehende Ausdruck lässt sich auch als die Energie der Ma^^sen- 
einheit der Flüssigkeit an der Stelle »/, ^ unter der Wir- 
kung der äusseren Kräfte ansehen. 

Diese Energie wechselt örtlich nur wegen des rechts stehenden 
Gliedes dqIrJt, zeitlich ausserdem auch wegen T; im Kalle des 
stationären Zustandes ist sie nicht nur zeitlich, sondern auch örtlich 
constant, denn hier wird nach der Ableitung der Formel (59) T zu 
einer Integrationsconstante, während d(f jdt gleich Null genommen 
werden kann. — 
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(59") 



Führt man dasGtM hwiaUigkeitspotential auch iü die Bediugungeu 
(5G") imd (57) ein, so lauten dieselben 

6^» a,|£ 

d« dy ö* dt 

oder 

ß-ijp ö> 5> 1 rffi _ f. 

UDd 

(d* ~ + (ö j ~ '-^j + (ö r ~ = ^ 

oder 



I 



(59'") 



wobei iV^ die Geschwindigkeit des starren Oberflächenelementes in 
der Richtung seiner Normalen bezeichnet. 

Durch die Einfilhrung des (jeschwindigkeitspotentiales wird die 
Anzahl der Unbekannten in den (Tleichangen (56) bis (57) von 
fünf auf drei herabgesetzt; von ihnen kann < ttberdies durch die 
ße/iehnng (56") sogleich eliminirt werden, sorhiss in den neuen 
Gleichungen (59) bis (59'") nur ff und p übrig bleiben. 

Wir wollen uns hier auf den Fall heschränketti dass die Fltlssig* 
keit incompressibel, also « Ton p unabh&ngig und demgemttss 

ist Hier nimmt Gleichung (59") die Gestalt an: 

Au^ ihr bestimmt sich bei für die ganze ObcrHilche Torgescluit - 
It ijrn \\. wie eine he<?ondere Betrachtung zu zeigen vermag, y voll- 
standi^j bis auf eine additive Knnction der Zeit allein, die als aus 
den Ansdriukun (58') für die Geschwindigkeitscomponeuten ver- 
schwindend und in .")!)) mit dem noch unbestimmten T zusaiiniion- 
treteud, ohne Besciiränkung der Allgemeinheit fortgelassen werden 
kuun. 

Die (ileichung (59 ) lautet jetzt 

sie bestimmt bei gegebenem Druck p ila» rulenliai </> der .iu>seren 
Klüfte bis auf eine additive Fuiu tion der Zeit allein, <lie ohne Kin- 
tiuss auf die Werthe der Kraftcornpnneiiten X, Y, /. \>\ . da diese 
ja durch —dflijor. — d*l> dy, —a^iö^ gcLielien werden. 

-Tede Poteiitialbt \ven;utig igt hiernach durch eine Poteu- 
tiaikratt zu erhalten möglich. 

27* 
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Ist die änssere Kraft und somit das Potential 0 Torgeachrieben, 
80 bestimmt die letzte Gleichung den Druck bis auf eine additive 
B'*anction der Zeit allein. Diese VSast sich eliminiren, wenn für irgend 
eine Stelle o der Bruck p = vorgeschrieben ist Es gilt dann 

1» -P. = «((0.-- 0) + l {9* - SP) + \(V: - n)- (60") 

Hierin ist nach S. 391 b((U^ — *P) gleich der Diflferenz p — p\ 
der hydrostatischen Drucke in der beliebigen Stelle % und der 
speciellen o; da^ zweite und dritte Glied der Klammer geben sonach 
den Eintluss der Bewegung auf die Difi'erenz p — p» an. 

Der einfachste Fall ist der der stationären Bewegung ohne 
die Einwirkung äusserer Kräfte; hier wird die letzte Glei- 
chung zu 

der Druck findet sich also um so kleiner, je grösser die Geschwin- 
digkeit an der betrachteten Stelle ist Da bei negatiTen Drucken 
die Flüssigkeiten im Allgemeinen zerreissen, so sind dergleichen 
hier auszuschUessen; sie lassen sich fibrigens durch geeignet ge- 
steigerte Oberflächendmcke jederzeit TerhindenL 

Man erkennt leicht, wie sich die Verhältnisse ändern, wenn e 
nicht absolut oonslant ist, aber die Bewegung derartig stattfindet, 
dass es ftlr jedes Theüehen seinen Werth behält also gilt ds/tfl 0. — 

Wenn das Geschwindigkettqtotential 9» irgend welchen gesteUten 
Bedingungen entsprechend gefunden ist, so bestimmen sich nach 
(58*) die Geschwindigkeitscomponenten h, r, w ftr jede Stelle und 
SU jeder Zeit; aus ihnen findet sich die Gitae und die Bichtung 
der reaultirenden Geschwindigkeit Soll die Geschwindigkeit flberall 
endlich bleiben, so muss 9- eine stetige Function dee Ortes sein. 
Die Gleichungen der Stromcurren finden sich durch Integration der 
Differentialgleichungen 

^ CJC ül 

Anschaulich erhält man, auch ohne diese Bechnnng anasufUireii, 
ein Bild des Bewegungszuslandes zu einem beliebigen Zeitpunkt mit 
Hälfe der Oberdächen 

9- « Const; 

denn da die Geechwindigkeitscomponenten (^abgeaehen Tom Yor- 
seiehen^ ebenso durch das GeschwindigkeitspoteDtial if definirt siadt 
wie die Kraftcomponenten durch das Killlepotential 0, so kann 
man, die & 136 tllr letzteite ge^beaen Sfttie ftbeftrsgend. Folgendes 
Stt$$prvchen: 
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Construirt man das ganze unendliche System der 
Potentialflächen ^ = 6' für Werthe der Constanten, die sich 
um denselben unendlich kleinen Betrag ÖC unterscheiden, 
80 giebt an jeder Stelle die Richtung der Normalen von 
kleineren zu grösseren Potentialwerthen die Richtung der 
dort stattfindenden Strömung, und bildet die Länge des 
Xorraalenelementes dN zwischen den beiden benachbarten 
Potenti alflächen durch ihren reciproken Werth das Maass 
fttr die (iriisse der ebenda Btattfindendeu Geacbwindigkeity 
gem&as der Beziebung 

- F — 

Jiir 1 )«'form;itioTi<cros('li\vin(lii?kt'itt'n gewiQuen bei Existenz eines 
Geschwiudigkeitspotentialea die Wertbe: 

' oybr,' « dxdx' 9 " bxby 

Die Lage der HauptdilatatioDsaxen ist nach S. 855 dadurcb 
detinirty dass die auf sie bezogenen Wertho y'^ verschwinden; 
dies gestattet, ihre Lage in unserem Fall bequem zu beurtheilen. 

Beschränken wir uns nämlich auf das 347 definirte Bereich B 
eines beliebigen Punktes, so kann man jederzeit in die Reihe 
entwickeln 

in welcher mit den Gliedern zweiter Ordnung abzubrechen ist. 

Die Obertlächen cf — Const. sind dann innerbalb B Oberflächen 
zweiten Grades und ibre Axen liegen parallel denjenigen Richtungen, 
f^r welcbe 

bybx dxdx dxdy 
ist Hieraus iolgt der Satz: 

Die Hauptdilatationsaxen sind an jeder Stelle /» pnr- 
allel den Hauptaxeu derjenigen Fläche zweiten (Tiades. 
mit welcher die Oberfläche ff = C innerhalb des jenem 
Punkte zugehörigen Bereiches B zusammenfällt — 

Was die Darstellung der Begrenzung der Flüssigkeit durch 
das System der Potentialflächen anbetrittt, so ergiebt die Glei- 
chong (59'"), dass für eine ruhende feste Wand nur die Be- 
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dingungd^/dn = 0 zu erfüllen ist, welche aussagt, dass die Poteutial- 
flächen die Wand Uberall senkrecht schneiden müssen. Demnach 
kann jede die Potentialflächen überall normal durchsetzende Fläche 
als eine feste Begrenzung der Flüssigkeit gewält werden. Im all- 
gemeineren Falle einer ihrerseits bewegten Wand bleibt die Be> 
dingung d (f jön = bestehen. 

Für eine freie Oberfläche muss p einen constant gegebenen 
Werth besitzen, also auch 77 constant sein. Die Gleichung (59) 
liefert daher eine Bedingung, welche die an der Oberfläche statt- 
iindendp Geschwindigkeit V (oder aber den normalen Abstand be- 
nachbarter Potentialflächon, von welchem der Satz anf S. 421 redet) 
in Verbindung bringt mit dem Potential der äusseren KräfU^ 0 
und der Aenderung des Geschwindigkeitspotentiales mit der Zeit 
dtfjdL Die analytische Erfüllung dieser Bedingung bietet grosse 
Sdiwierigkeiten dar. Fehlen die äusseren Kräfte und ist (f von der 
Zeit unabhängig, so hat die freie Oberfläche die Bedingung zu 
erfüllen, dass die auf ihr liegenden Schnittcurven mit dem durch 

gegebenen System von Potentialflächen überall gleiche normale 
Abstände haben müssen. — 

Die Bedingungen dafür, dass ein Greschwindigkeitspotential fllr 
eine g^bene Bewegung existirt» sind ans den Öleichnngen 

B ti da da 

Bx dy ff» 

durch Elimination von (f- zu bilden und lanten: 

d9 tr f^tr B u B U ? r 

Bx Off c X es' d y 6 X 

Couihinirt man hiennit die in (55") enthaltenen Dehnitionen 
der Wirbelcomponenten, so erhält man den Satz: 

Eine geliehene Flüssigkeitsbewegung besitzt ein Ge- 
sell windiiikeitspoten tial nur soweit und so lange, als die- 
selbe keine Wirbel enthält. 

Wir werden in einem späten^n Ab'^chnitt naclnvei^rn, dass, wenn 
eine Flüssigkoit, welche unter der Wirkung von Kräften steht, die 
ein Potential h.iben, /u irarend einer Zeit nirgends Wirbelbewegungen 
enthält, sie ani !i nie der^'S irhen annimmt. Daraus t^l^t dann anch, 
tlass. wonn enie solche Fiüs^iiikeit zu irgend einer Zeit nicht 
wirbt'H, ilue Beweirung zu aller Zeit ein Geschwindigkeitspotential 
besit.u. Dies eilt el>enso gut tur die ganze Aii'^df^hnirnfr finor 
Fli'issigkeit, als tiir «inen Theil derselben: in drr 'l'bat werden wir 
uii-i weiter unten mit solohe^i Pot. '.itiaTJ'T weLTiin^en beschäftigen, 
welilie in einem Theil einer Fiiissigkejt bestehen in Verbindung 
mit Wirb«Ui. welche den anderen eriulleu. 



üigitized by Google 



§ 34. Allgemeines Über Potentiftlbewegungen. 



423 



Dab^i ist zu betouen, dass ein Wirbel nicht identisch ist mit dem, 
ms man gewöhnlich unter Rotation versteht» nnd dass demgemäss 
keineswegs jede Bewegnng, bei welcher alle Theilchen einer Elüssig- 
keit geschlossene Bahnen, 2. B. Kreisbahnen am dieselbe Axe be- 
schreiben, eine Wirbelbewegnng ist; das Charakteristische der 
Wirbelbewegungen liegt, wie die Formeln(55") zeigen, aber* 
hanpt nicht in den absoluten Oeschwindigkeitswerthen, 
sondern in dem Gesetz, das dereu Aendernng mit dem Ort 
und demgem&ss die Deformation des einzelnen Volumen* 
elementes befolgt. 

In der That erglebt sich aus dem Ansatz 

9: = V arctg (1^) (61) 

nach (58 ) 

und iliose Compouenteu steilen eiue Bewegung dar, welche mit der 
Geschwindigkeit 

F=*ytt'+^= (Öl") 

V* -I- y 

an allen Stellen siulvifclit zu dem Radiusvector nach der Z-Axi» 
statirindet, die Theilchen also in Kreisen um dieselbe hcrumfühit. 
Da die Gescliwinditrkeit in der /-Axe unendlicii gross wird, kann 
letztere riiolit inuerluilb dor FlUsMigkeit liegen; die Flüssigkeit kann 
aber, durch einen Kn i^cvlinder um die /-Axe begrenzt, sehr wohl 
eine «liesen Fornu'ln entsjtreclu-nde Potent ialhewegun^ annehmi^n. 

Uiniickchrt wcrdt-n wir weiter nuten Bewegnngen kennen lernen. 
)>ci welche!! alle Theilchen in parallelen (leraden fortselireiteii, und 
welche trotzdem Wirhel enthalten. Aucli tindet nach unserer i'e- 
tinition in « iiier Flüssigkeit, die wie ein starrer Körper rotirt, eine 
Wirbelhewegnng ;^tatt. Nehmen wir z. B. eine solche Rotation um 
die Z-Axe als vorhanden an, so gilt nach 8. IIH) 

t(— — yv, v = + a;», u; = 0, 
wobei 9 constant ist; es ist dann 



die allen Theüen gemeinsame Wirbelgeschwindigkeit 

Hiemach empfiehlt es sich, den Namen der Rotation in der 
alten Bedeutung für Bewegungen in geschlossenen Bahnen beizu- 
behalten, auf Bewegungen mit von Null verschiedeneu /., gleich- 
viel welches im Uebrigen ihr Charakter ist» aber ausschliesslich die 
Bezeichnung Wirbel anzuwenden. — 
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Dor spciicUe Wertli (Öl) von rp ^whi noch Anlass zu eimr 
Bemerkuiig, die sofort einleuchtet, wenn man sich daran erinnert, 
das«* nach (58 ) die Hewegung immer in der Hichtung wachsender 

l'ok'ntialwcrthe statttindet : 

Eine l'oteiitialbewegung, ])oi welcher die Fl üssigkeits- 
theiichen iresclilossene Balinen beschreiben, erfordert eiD 
unendlich vielwerthiges (reschwindigkeitspotential. 

Wir schliessen solche Potentiale im Folgenden zn* 
nächst ans. 



§ S5. Mechanik idealer incompressibler Flüssigkeiten. Potential- 
bewegungen bei einzelnen Quellen und Senken; eme Kugel oder 
ein Kreiäcyiiiider in einem. JelusäigkeitBstrome. 

Um die Schwierigkeiten zu Termeiden, welche die Behandlung 
der Grenzbedingungen mitaioh bringt, betrachten wir zunächst eine 
nach allen üichtungen sich in*8 Unendliche erstreckende 
incompressible Flüssigkeit 

In diesem Falle gilt fftr tp nur die einzige Bedingung: 

wofür wir kurz schreiben: 

J^»0; (62) 

jede ihrer Losungen gieht innerhal)) eines Bereiches, in welclum 
sie stetig ist, eine ni ("»gliche Fliissigkeitsbeweguug; Punkte, in welchen 
hl" unstetig, aho die (-re-^ehwindigkeit unendlich wird, sind durch 
jiisÄfud gewäldte ()i)erHäcbeu auszuseliliessen, welche, suweit sie 
nicht Kintritth- oder AustritisHächeu für die Flüssigkeit geben, als 
feste ^^ äiido zu dienen haben. 

Aus jeder L<isnng der Gleichung (62) kann man, da sowohl 
ihre Diflferentialquotienten , als jede in ihnen lineare Function die 
Gleichung gleichfalls eiiülleii, unendlich viele weitere bilden. 

Unter diesen Losungen bind die anschaulichsten und einlacli.Nteii 
diejenigen, welche nur von zwei Coordinaten abhängen, deren Tu- 
tentialHächen also Rotations- oder Cy linderfLichen, deren 
Stromlinien also in Ix iden Fällen ebene Curven sind. 

Wichtige (jescliwindigkeittspotentiale der ersten Art erliaiien 
wir, wenn wir beriieksielitigeji, dass, wie leicht durch die Rechnung 
zu erweisen, die recijiroke Entfernung 1 jr ¥on einem behubigen 
Punkt p, ausser in p selbst, Uberall der Gleichung A[\ I r) = 0 genügt 
und dass iiiernach das N^wioK'sche Potential eines oder 
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mehrerer, ruhender oder bewegter Massenpnnkte eine Func- 
tion ist^ welche der Hauptgleichung (62) genügt 

Nehmen wir demgemäsB in beliebigen Punkten x^, will- 
kfiriiche Massen an und setzen, da es sich nur um Bildung 
einer der Gleichung (62) genügenden Function handelt, die Con- 
stsnte f des NEWTON^schen Gesetzes gleich Eins, so erhalten wir 
sls einen sehr allgemeinen Ansatz für das Geschwindigkeitspotential: 



ist Die Richtung von rechnen wir, wo dieselbe in Betracht 
kommt ▼<>n dem supponirten Ifassenpunkt hinweg. 

.le nach dem Vorzeichen von wird y an den Stellen j-^, y^, 
gleich ± c»; wir mttssen also, da y innerhalb der Flüssigkeit stetig 
sein mu88, diese Punkte irgendwie, etwa durch unendlich kleine um 
einen jeden von ihnen gel* ;4tc Oberflächen aus dem Bereich, für 
welches wir tp in der Bedeutung eines Geschwindigkeitspotentiales 
anwenden wollen, ausschliessen. 

Da längs der äusseren Normalen n^^ auf diesen Flächen 
Tariirt, so findet parallel zu jedum eine Strömung statt; die sind 
also resp. Eintritts- oder Austrittsflächen. Wir müssen uns 
daher die Vorstellung bilden, dass innerhalb der erstcren Flächen 
dauernd Flüssigkeit zugeführt oder erzeugt, innerhalb der letzteren 
dauernd ab«7eführt oder vernichtet wird — eine Vorstellung, mit 
wolrhor wir, obgleich sie in dieser Form praktisch nicht realisirbar 
ibi, liucli vortlieilhaft rechnen können. 

Punkte, in der beschrieix ncn Weise von unendlich kleinen 
Flächen umschlossen, von denen aus FlüssiL'keit in den Raum ein- 
tritt, nennen wir Quellen oder (^uelli»unkte, Punkte, nach welchen 
hin Flüssigkeit austritt, Senken oder Senk})unkte. 

Das während der Zeit Eins hut ii eine dieser nnendlicli kleinen 
CJherllächen, z. B. o^, in den Raum einströmende Flüssigkeitsvolumen 
nennen wir die Ergiebigkeit des umschlossenen Punktes und 
bezeichnen sie mit M^. 

Um sie zu berechnen benutzen wir, dass die Geschwindigkeit 
iu der Richtung der äusseren Normalen auf der Oherlläche 
gleich clff ldn,., und dass demgemäss das ganze aus der Oher- 
lläche austretende Volumen .)f^ gegeben ist durch 




(02) 



worin 





(63) 
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Setzt man hier den Werth von ip ein, so findet sich: 



(«3) 



Aus dic-^er Siiinnif, wplclie über alle Masscnpiinkte m^^ /u nehmen 
ist, sondern \s'\v das Grlied au8, welches sieb auf den Punkt be- 
zieht, und schreiben 

wo nun die Summe Uber alle k, mit Ausnahme von h^k, zu er- 
strecken ist 

Diese Summe läset sidi nach dem Hülftsatz (22 ) umformen^ da 
innerhalb des von umschlossenen Baumes keines der r^^ zu Null 
wird» und giebt in Eücksicht auf J (1 /r j 0 selbst Null Die letste 
Gleichung lässt sich nun schreiben 

oder wegen der geometrischen Bedeutung von drjdn^ auch 

Hierin ist aber der Ausdruck unter dem Inteprral nach der S. 329 
gegebenen Detinition niclits anderes al*^ die Öetrnung dfi\ des 
vom Punkte nl^_ nach d gezogenen K 1 e m e n ta rk c ire 1 s, und 
die Integration über die ganze geschlossene OberUäche gicbt dem- 
nach die Grösse der Ergiebigkeit 

J4 « 4« m^; (63 1 

positive Wf. entspreehcn also den Quellen, negative den 
Senken, wie dies aneh direct einzasehcu ist. 

Liegt ein Systuui von (.Quellen und Senken auf der Z-Axc in 
den resp. Abständen x-,^ vom Coordinatenanfang, so ist 



V S . »nd r; - (» - + 

falls e den senkrechten Abstand des betrachteten Punktes Ton der 
i^-Axe bezeichnet, sdso ö* = j;* -f- ist 
Hieraus folgt: 
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und wenn mau die Geschwindigkeit parallel mit e durch, a beaeichnet: 



s 



Die Potentialfl&chen »nd Botatiensflfichen und daher die Strom* 
linien ebene Cnrven. Ihre Differentialgleiehnng ist: 

rf;. : de = : . = ^--J^ , (64 ) 

oder anders geschrieben 

. — «0. 

Diese Gleichung wird allgemein integrabel, wenn man sie mit 
< multipücirt; schreibt man das Resultat 

so giebt die Integration als die Gleichung der Stromcurren: 

worin «r, d. h. der Werth der Summe, deren Constantsetzen die 
Gleichung der Stromcurren ergiebt, clie Strömungsfunction des 
Qat llsystemes genannt wird. <r setzt sich ersichtlich aus Gliedern 
snsammeu, die sich auf die einzelnen Quellpunkte beziehen und kann 
demgemäss NV^ geschrieben werden. 

Führt man den Winkel zwischen dem Radiusvector r^^ und 
der positiven Z'Axe ein, so wird die letzte Gleichung zu: 

er = ]^ ffj^ = ]^ cos 0^^ ~ 0. — (04 ) 

Ein besonders wichtiger Fall ist der, dass zwei Quellpunkte ± m 
von entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit einander unendlich nahe 
liegen, also, wie wir sagen, ein Quellpaar oder einen Doppel- 
punkt bilden. Ihren Abstand a', positiv von der Senke zur Quelle 
gerechnet, bezeichnen wir als die Aze des Paares. 

Fttr Punkte in endlicher Entfernung hat das you einem solchen 
Paar herrfihrende Geschwindigkeitspotential nach (62') den Werth 

(f = — m a , = — ■ ä -/- » (bo) 

da' 4it da * ^ ' 

worin 

r' = (t — x'Y 1 (// - // ) -r (v — i j 

iat, und jc\ ij, v' die Coordinnton des Paares bezeichnen; f»'« =/i' 
neant man das Aloment des Doppelpunktes oder QueUpaares. Damit 
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PL* bei unendlich kleinem d endlich bleibe, muBs m' resp. St un- 
endlich gross sein. 

Ist die Bichtung der Axe einer Coordinatenaze parallel, so wifd 
das Potential tf/ gleich dem Differentialqnotienten nach der besttgtichen 
Goordinate des Quellpaares, oder aber, da die x% y, nur in der 
Verbindung {x^x), {ji — y'), {z-^ »') in r vorkommen, auch gleich dem 
negativen Difierentialqnotienten nach der bezQgHcben Goordinate des 
Punktes, auf welchen das G^schwindigkeitspotential sich bezieht 

Demnach sind die negatiTen ersten Differentialqoo* 
tienten des NswTOK'schen Potentiales nach den Coordina- 
ten als die Oeschwindigkeitspotentiale Ton Quellpaares 
gedeutet, deren Axen den betreffenden Coordinatenaxen 
parallel liegen. 

Analog lassen sich die höheren Differentialquotienten 
als die complicirteren Verbindungen tod Quellen und Sen- 
ken entsprechenden Potentiale betrachten. 

Liegt das Qaellpaar auf der Z-Aze, mit seiner Axe dieser 
Richtung parallel, und setzt man wieder af + 9^ » e*, so wird 
r'«(«— + und 

y--ma =-j-ma ^^ = ^3 ^, cos^; (Co) 

der ihm entsprechende Antheil n' der Summe in der Gleichung (CO 
der Stromcurren berechnet sich ebenso zu 

ff = ma =-»«a = (bo ) 

und giebt, für sich allein gleich c' gesetzt, die G-leiehung der 
einem Quellpaar entsprechenden Stromcurven. — 

Ein noch einfacherer Fall ist der zweier Quellpunkte von ent* 
gegengesetzt gleicher Ergiebigkeit in gegenseitiger unendlicher Ent- 
fernung, oder der eines Quellpaares von unendlicher Axe. Wir 
wollen hieiför die Buchstaben m" resp* M" und anwenden und er* 
halten unter der Voraussetzung, dass die Goordinaten von ±,m' 
resp. af'—Of t/'^O, z"^ + la" sind, dass also die Axe d" in die 
•f 2- Axe ftllt, aus (62') durch eine einfache Bechnung, bei der x 
und e neben a" vemachllssigt werden, ftr das Qeschwindigkeits- 
potential, welches diesem Paar entspricht: 

tf, , (6b) 

hingegen für rlon hotreffenden Antheil fr" an <l«'r Sainme in (64" ) 
bei Beseitigung der irrelevanten additiven Constanten 2 m": 

0"-^"''-. (66') 
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Sind bei dt» Paare zusamniL'n vorhanden, und liegt das 
erstere im Coürdinutcnantang, ist also ^'=^0, so entspricht ihnen 
das Geschwindigkeitspoti ntial : 

und die Gleichung der zugehörigen Stromcurven lautet: 

^ , ^1 . .{Am" a'm'\ , ti'T\ 

<r=tf^ + tf' « + - ^ J»c. (07) 

Setzt man 

und fuhrt eine neue Constante C ein, so erholt mau aus (07 ): 

Diese Fonael seigt, dass unter dem System der Stromcurren, 
die man durch wechselnde Werthe Ton C eAHt, eine Schaar, nftm- 
lich die cr»0 entsprechende, zasammengesetzt ist ans der Z^Axe 
and dem Kreis vom Radius R um den CiOordinatenanfiAng. Da nun 
die StromciUTen rings um die Z-Axe gleichmttssig verlaufen, so er- 
flült diese Schaar eine Kugelober fl&che, welche, wie jede Ton 
Stromlinien gebildete Fläche, auch als Begrenzung der Flüssigkeit 
gewSbl^ n&mlich durch eine starre Wand ersetzt werden kann, ohne 
die Strömung zu beeinflussen. 

Die Werthe der Geschwindigkeitscomponenten folgen aus (67) zu 

" » - — - , - ( - Ij - „..X (68) 

und ergeben iUr r = oo: 

«• — 0, V« = 0, = — ; (Ö8') 

die Flüssif^k« it bewegt sicli also in unendlicher Kntl'eruuns vom Co- 
ordinateiianfan^; iiud von der begrenzenden Kugel mit der Geschwin- 
diglieit — 8w"/a"' parallel der Z-Axe. 

Die Ausdriieke für /<' und w-r kann mau lienutzen, um m\ m", 
a'f a &\xa den Formeln zu cntiernen; man erhält dann: 

Die Torstehenden Ausdrucke ;:^el»en fOr r > R den Ein- 
fluss an, den eine mit ihrem Gentrum im Coordinatenanfang 
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ruhende Kugel auf einen parallel der Z-Axe mit der Ge- 
schwindigkeit Mx fliesseuden Strom von sehr grossem Quer- 
schnitt ausübt 

Auch im Innern der Kugel vom Radius U giebt die Losung ^ü5 y 
eine Flüssigkeitsbewegung; sie ent*ipncht dem Verhalten einer Doppel- 
quelle, die nach einer Seite Flüssigkeit ausstösst und von der ent- 
gegengesetzten Seite die gleiche Menge Flüssigkeit einzieht, im 
Centrum einer festen Hohlkugel, hat aber kein weiteres Interesse. — 

Es ist besonders hervorzuheben, dass, weil die Hauptgleichung (62) 
nur die Differentialquotienten von ff nach den Coordinaten enthält, 
die Parameter der Lösungen (in unserem Falle also die Coordinateii 
und die Ergiebigkeiten der Quellen und Senken) beliebige Func- 
tionen der Zeit sein können. Jede Aendcrung äussert hiernach ihre 
Wirkung augenblicklich auf alle Theile der unendlichen FlüMig- 
keit; dies ist eine Folge der angenommenen Incompressibilit&t* 

Ertheilen wir dem ganzen System eine positive Geschwindigkeit 

ß s= — Wa, 

so lielialten nach dem Gesaf^ten unsere Lösunjrcn ihre Gültigkeit» 
Die Flüssigkeit im Unendlichen wird auf diese Weise zur Rohe ge- 
bracht, aber die Quellen und Senken und daher auch die um das 
im Endlichen liegende Paar constrnirte Kugel erhalten die 6e> 
sohwindigkeit Q. 

In diesem Falle ist: 

,^ _ ^1 _ ; (b9) 

ihnen entspricht ein Geschwindigkeitspotential: 

9 

r bezeichnet dabei die Entteniung von dem mit der Geschwiudij;- 
keit 4 LI auf der Z A\e fortschreitenden Kugclcentrum, x. die auf 
dasseli>e bezogene Z-Coordinate; das Geschwindigkeitspoteulial ist 
also nach (05') identisch mit demjenigen, welches allein von dem 
mit der Geschwind ij;keit Li fortsehreitendem Queilpaar m herrührt 
Man überzeugt sich direct davon, dass eine mit der Geschwindig- 
keit LI forlsrhreitonde starre Kugel die Grenze dieser Flüssigkeits- 
bewegung sein kuuii, mdeni man die iMeichung (59") für die feste 
Wand benutzt. Dieselbe wird hier, da u^. — U, — 0, ir^ = ü ist: 

ü, cos (r^ x) = u 008 (r, x) -f v cos (r, y) %d cos (r, x), 

oder, da 

co8(r, « y , cos(r,i^) = -J! , co8(r,») « * 
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"*> 

für r SS 12 werden die beiden Seiten in der That identisch. 

Ein mit der Geach wiuiligkeit i> in der Richtung seiner 
Xxe a geradlinig bewegtes Quellpaar von der Ergiebig- 
keit J/' bewirkt in einer im Unenillichen ruhenden FliW^it?- 
keit eine Bewegung, die sich durch eine um das Paar als 
Centrum coastruirte starre Kugel vom Radius 

begrenzen lässt, also auch die Strömung darstellt, welche 
in der Flüssif.'keit durch die mit der ^Toschwiadigkeit ii 
geradlinig lortschreitende Kugel erregt wird. — 

Befindet sich in der Flüssigkeit ein starrer Körper, so erfdhrt 
derselbe von ihr Drucke, dereo Componenteo parallel den Coordi- 
Dateaazen die Snmmen geben 

-Y a= J" /' COS {fij x)do, Y = Jp cos («, y)do, Z ^ J^^p cos (n, x) do, (70) 

«oriu die Normale n in das innere des Körpers hinein positi? ge« 
rechnet ist 

In unserem Falle einer parallel der Z-A\e fortschreitenden 
Engel ist .X und Y nach Symmetrie gleich Null; Z bestimmt sich, 
wenn man den Winkel des da: Normalen entgegengesetzten liadius 
mit der /^-Axe wiederum th nennt nnd do ^ Kdyfsin&dö- setzt, 
nach (60') wegen des Fehlens äusserer Kräfte zu: 

Z^-inKt f[T- jrjco8d-8in^di9-. [10') 



0 



Da an zwei den Winkeln und n — i^ entsprechenden ( )berriächen- 
elementen die Geschwindigkeit I' gleiche Grösse, cos »V sin aber 
pleiche und entgegengesetzte Werthc besitzt, so ist der Worth dieses 
lotegrales fUr den stationären Zustand, d. h. fUr dff jöi = U und 
T« Const, gleich Nnll. 

Eine ruhende Kugel erfährt yon einem mit constauter 
^TP^chwindigkeit fliessenden Strome einer idealen Flüssig- 
keit Druckkräfte, deren Componenten nach der Bewegnngs- 
richtung die Summe Null ergeben. 

Dasselbe gilt begreiflicher Weise, wenn die Kugel sich gleich- 
fürmig i^ewegt und die Flüssigkeit im Unendlichen ruht; das Ge' 
Bchvindigkeitspotential 

SP»- gr- 
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enih&lt hier zwar die Zeit, denn % und r sind gegen ein bewegtes 
CoordinateDsystom gerechnet, nnd es ist daher 

^= -ß/, r' = e*-f-(r. - Lit)\ 

wobei sich auf einen festen Anfangspunkt bezieht; aber der 
Ausdruck 

d7 = - 2 (r- - r^j rf< • -7 - «' - ^' 

ist eine gerade Function von i9- und giebt, neben dem von ^ über- 
haupt unabhängigen T in das Integral (70') eingesetzt» abermals den 
Werth Null. 

Wenn dagegen die Geschwindigkeit Xi mit der Zeit Tariirt, so 
kommt zu dem obigen Werth Ton dtpfdi^ in dem jetzt 

ist, noch das Glied 

if* dt * 

welches nach Einführung in das obige Integral (70') 

(71) 

ergiebt Beachtet man, dass 

* 

die Masse der von der Kugel verdingten Flüssigkeit ist, so erh&lt 
man den Satz: 

Eine unendliche und im Unendlichen ruhende ideale 
Flüssigkeit, welche keinen Kräften unterliegt, übt auf eine 
geradlinig bewegte Kugel Druckkräfte ans, deren Compo* 
nentensumme nach der Bewegungsrichtung gleich dem 
Product aus der halben Masse der verdrängten Flüssig- 
keit in die Beschleunigung der Kugel ist und der Bewegung 
entgegenwirkt 

Die übrigen Componenten und die Drehungsmomente 
sind nach der Symmetrie nothwendig gleich NulL 

Berücksichtigt man das S. 420 zu Formel (60 ') Gesagte, so 
kann man noch weiter sagen: 

Wirken Kräfte auf die Flüssigkeit, so addirt sich der 
von ihnen herrührende hydrostatische Druck zu der Ein- 
wirkung der Strömung. 

Da wir nunmehr die Einwirkung der Flüssigkeit auf die Kugel 
kennen, so können wir auch ihre Bewegung unter der Wirkung 
einer beliebigen Kraft bestimmen; sie ist nämlich dieselbe, als be« 
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ftnde sich die Kugel im leeren Räume, und wäre ilire triigo Masse 
um die Hälfte von derjenigen der verdrängten Flüssigkeit, und wären 
die wirkenden Kräfte um den hydrostatischen Druck vermehrt. 

Wirkt z. B. auf die Kugel von der Dichte und »lie Flüssig- 
keit von der Dichte « die Schwere, so findet die verticale Bewegung 
der ersteren nach dorn Gesetz statt 

Eine von der windigkeit abhängige Widerstiinds- 

kraft tindet die Kugel in einer idealen Flüssigkeit nielit 
Zu einer solchen liilirt erst die lierücksiclitiguug der iimereu Üeibuiig, 
die wir bisher ausdrücklich vemaclilässigt haben. — 

Dem vorBtehenden IV()))leni, l)ei welchem die l*otentialHächen 
Rotationsflächen waren, entspricht in allen seinen Djeilen ein 
anderes, bei welchem die PotentialHächen Cylinderflächen sind 
und das wir der grosseu Aehnlichkeit wegen nur kurz andenten 
wollen. 

1/egen wir die /f-Axe (1«'m Kanten jener Cylindertlaehen parallel, 
so ist hier (p eine Function nur von x und y \ daraus folgt 

» = f-? , 10 s 0, 

ox ' dy 

die Bewegung ist also eine ebene, die dauernd durrh zwei zur 
A'y-Kbene parallele Wände begrenzt werden kann. Die Haupt- 
gleichung (62) iür if nimmt die Gestalt an: 

+ ^ = «- 

was wir hier und später abkürzen in A'rp = 0. 

Dieser Gleichung genügt eine Function; die in der Ebene ganz 
dieselbe Stelle einnimmt, wie das NEWTON^sche Potential im Banme, 
n&mlich das sogenannte Logari ihm i sehe Potential 

+ (720 

worin eine im Punkte x,^, angebrachte Masse bezeichnet und, 
wie früher, auch weiterhin 

ist; rechnen wir positiv von der Stelle x,^, //^^ nach r, ?/ hin. Je 
nach dem Vorzeichen von wird (f an den Stellen x,^, //^ gleich 
dbor, was andeutet, dass in den zu der Z-Axe parallelen Geraden 
durch die Stellen , entweder Quellen oder Senken anzunehmen 
sind; solche kann man in unserem Falle auch leicht praktisch her- 
stellen, indem mau die beiden die Flüsnigkeit begrenzenden Wände 

W. VoiuT , M«ohMiilL Zweit« Aufl. 28 
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einander sehr nahe befestigt und in der einen von ihnen Bohrnngen 
anbringt, dnreh welche der Zn- oder Abflnss geschieht Nat&rUch 
muss man dann die diesen Stellen onmittelbar benachbarten Be- 
reiche von der Betrachtong ansschlienen, da in ihnen die Bewegung 
nichts wie oben angenommen, parallel der XF- Ebene gesdbieht; mm 
kann etwa die Senken nnd Quellen dnrch unendlich kleine Cylinder- 
flächen umgeben und durch diese die StrOmung stattfindend denken. 

Als die £rgiebigk6it Mj^ einer Quelle wollen wir hier das 
während der Zeiteinheit durch eine (^linderfläche Ton der Grund- 
linie und der Länge Etins ffiesaende Tidumen definiren. Nach 
dem S. 42(i angewandten Verehren 6ndet sich daftr 

Die Difiereatiaigleichuug der Stromcunreii laui^t jetzt 

rf*:<<, - \; m, : X_ ■" - »: (73) 

sie lässi sich schreiben: 

\^ ^ ^-^ - j^o^sf - r s'^I'^jL _ II 



was identisch ist mit 



W - xj 

Dieser Ausdruck ist ohne Weiteres intembel und liefert: 

«ol^2, wie 4JT. - die S»rön-"r::-:-j::c::on ist und sich aas Gliedern 
rr^ ;us.^muun>^Ti:. d.e <i h aal iiie emieiDen Queiien beziehen; das 
Ke$ulut sich s^areibeo: 

* « X;<r, = V;.H. « r . (731 

vi>bfi «V, d«n Winke, iwisohea und der A-Axe l^exetchnet. — 

Kür e;n Qst^I'rAAr r:«^* de^seia u«ie::ul:ch kleiner Abstand, 
ivvs:i:i irerifv'h::ei t. :i d^ r S^ r k^ ^— Quelle (4- •i'), wieder 
9 ci'i??, wird G«sjr.w:::i:ikr;t$pMMliaU wenn e den 
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in tlem Faile, tiaas a in die + A • Kiclitung fällt uud 

ist (unter x die A'-Coordinate des Paares verstanden), schreibt sich 
dies in der oben benutzten Bezeichnung gemäss der Formel (6ö'): 

9 =-«*a = ^ ^= ^cosi^. (<4) 

Oer hierron herrührende Antheil der Summe a in der Gleichung (73"') 
lantel^ entsprechend (65"): 

^"-ma ^^'^—^^-^-y-sin&. (74-) 

Haben wir ein (Quellen paar ± m" mit uueudlich grossem 
Abstand a', so wird, wenn Ii ' + V Richtung mit der Axe zusam- 
meafallt, das ihm entsprechende GesciiwindigkeitspotenUal; 

9 = ^» (75) 

sein Antheil an der Summe a bei Beseitigung der irrelevanten Con- 
staoten m'a lautet: 

^ (75') 

Sind beide Paare zusammen vorhanden, das erstere im Co- 
ordinatenanfang, soda^ x'—O ist, so entspricht dem ein üeschwindig- 
keitspotential: , , , , 

' 1 " (m a , 4 tri \ _ 

(f> = fp^ff 4- ^, j. (<6) 

wfthrend die Gleichung der Stromcurven lautet: 

<T = «7 + *T = + 2^^ ^, 5" J 

Setzt man 

= (70") 
und führt eine neue Coustante C ein, so erhält man aus (76 ): 

l,(l-|;)-C. (76") 

Die Discussion dii ser mit (67") sein- illDilichon Formel zeigt, 
•iass die C = 0 entsprechencle Stromcurvf :ius dt r .V-Axe und einem 
Kreis vom Radius Ii um den Coortlinateitaiitan^ lu Ntrht. da^s man 
also flie Fhissigkeitsbewegung durch einen losten Kreisc^lindur 
begreu/.eii kann. 

Ans fltin < Mschwindigkeitspotential (76) folgen die ( geschwind ig* 
keitscompoueute n 

t. = ^ _ , j _ 4m': ^ ^ ^ 2mV*y . ^„j 
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in unendliclier Kntfenmng e wird also = 0, Mx = — 4m ja"; daher 
kann mau auch schreibe» 

Vergleicht man diese Resultate mit den S. 429 abgeleiteten, so er^ 
kennt man Folgendes: 

Die Yorsteheiulen Ausdrücke sjelH ii für e> Ii den Ein- 
fluss an, welchen eiu mit seiner Axe in der Z-Axe liegen- 
der starrer K reisey linder auf einen mit der Geschwindig- 
keit Hr. parallel der A-Axe iiiessendeu 8troui von sehr 
. grossem Querschnitt ausübt. 

Demgemäss kann man nun auch leicht weitere Folgerungen 
ziehen, die den S. 430 u. C für eine Kugel in einem Strome ge- 
wonnenen entsprechen. 



§ 36. Keehaiiik idealer iDoompreHiUer FlÜHigkeiton. AUfemeiae 
Mtie ftberWirbelboweffUigen; Bedlnfongwi ües stationären SEnttaadei. 

Während in den vorij^en Ahsclmitten vorausefesetzt war, dass 
die Componenten der Wirbt Igetichwindigkeit oder, wie wir kürzer 
sagen, die Wirbelcomponenten 

»-iC,"-::). f.=i(L"-L"). '=i(a:-i;) p«) 

innerhalb der bewegten Flüssigkeit überall und zu jeder Zeit ver- 
schwinden» und demgenüteSf wie ansgeführt ist, ein Gcscliwindigkeits- 
Potential ezistirt, soll nnn der entgegengesetzte Fall näher unter- 
sucht werden, 

W^ir gehen dabei aus von den allgemeinen Bewegungsgleichungen 
(56), die sich unter Annahme der Existenz eines Potentiales ^ für 
die Kräfte nach (58) schreiben Hessen: 

d« 
dt 

Bio 
dt 

mit ihnen zn verbinden sind die für den Fall einer inoompressiblen 
Flüssigkeit ans (56'') nnd (56'") folgende Beziehungen 

du , dv dir rr P 

oy d» ' ^ ' » ^ ' 

Eliminiren wir 4» •^ 77 aus den Formeln (78'), etwa indem wir 



+ u 


du 
dx 


dy 


. du 
+ "'d»^ 


8(0-1- i7) 

dx 




dr 
dx 




+ 


d(0-i-xn 

'—dV 




dx 


dtc 
dy 




d(0 + Jl) . 

T - — t 
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die zweite nach die dritte nach y düFereDtiiren und entere von 
letsterer abziehen, so ergiebt sich: 

d (dw 99\ d Idw Bv\ l/d» ^ i^*^ 

dl \Bf Bx) ^ "äxUy B») '^^By \By B*) + *^'ö* [Bi ~ Bi) 

(dwBn Bv Bu \ iBwBv B» Bv\ idieBw Bp Bu\ _ 

'^\BxBi BxBxl'^[ByBy B^Bx) [sibBy 'BIB*)~^* 

äclireiben wir die letzten beiden Klammern in der Form 

dw /dp du>\ dr /dp dw\ 
By \By Bxj ~ Bx [dy Bx) ' 

welche nach (78") identisch ist mit 

d u /dtP dv\ 
Bx \By Bx) * 

und fllgen den Ausdruck 

d uvu bu b u 

dy dx dy dx 

hinzu, so erhalten wir: 

Bl , dl , dl , Bl .Bu Bu Bu ^ 
Bi Bx By * Bx Bx By Bx 

Die ersleu vier Glii iler Kebeii iiacli (55"') die vollständige Aeii« 
<Jerim^, welche tür ein gegebenes MasHeneleinent die Wirbelcompo- 
nente / mit der Zeit erleidet, und wir können dnlier, indem wir der 
ersten Gleichung zwei ebenso abzuleitende hinzufügen, das 8j8tem 
aai'steiieu: 

dl ^du , du , Bu 
du ) , Be . Btt 

'%Bic , dw , B» 

Ein diesem ätjuivalentes erhält man, wenn man zn dem Aua- 
druck, von dem wir ausgingen, die Glieder 



hinzuftgty nämlich: 





dp dw 
BxBx" 


dv du> 




Bx Bx 


dl 
dt 


^Bn 
Bx 


dp Bir 
Bx ox 


dii 
dt 


* Bu . 

-^ät + '' 


dr . dir 

+ 


dt 


.dn 

-'•6, + •" 


dr dtf> 

ox bx 



(71V) 



Diese Formeln sprechen einige fundamentale Kigenscliattcn der 
Wirbelbewegungen aus, zu deren Ableitung wir jetzt abergeben wollen. 
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Sind zu irgend einer Zeit fUr ein Massenelement der Flüssig- 
keit alle drei Wirbelgeschwindigkeiten gleich Null, so sind es auch 
seine Wirhclbeschleunignngen ; hieraus folgt aber, dass die Wirbel- 
geschwindiLrlreiton in diescnn Falle überhaupt immer irleifli Null 
bleiben. Denn eine Aeuderuug dieses Wertlies würde eben eine von 
Null yerechiedene Beschleunigung verlangen. 

Ein Massenelement oder ein endliches Quantum einer 
idealen Flüssigkeit, welches zu irgentl eiiujr Zeit nicht 
wirbelt, nimmt unter der Wirkung von Kräften, welche 
ein Potential haben, niemals eine Wirbelbewegung an. 

Tst si)eciell v = 0, /. = 0, fi = 0, 80 nehmen die Formeln (79) 
die Gestalt d?.jdt^Of dfijdt = Of dpjdi^O au und liefern den 
weiteren Satz: 

Sind zu irgend einer Zeit Wirbel nur um eine A.xe, 
z. B. die Z-Axe, vorhanden, und findet die Bewegung in 
einer dazu normalen Ebene statt, so behält ein jedes 
Theilchen auch die Wirbelgeschwindigkeiten X^aO, ^»0 
und V — Const. dauernd bei. 

Sind beliebige Wirbel vorhanden, so kann man für jede Stelle 
X, y, X nach den Betrachtungen auf S. 188 und 189 eine resoltirende 
Wirbelgesch wiudigkeit r bilden durch 

= r + H** + v\ (79 ) 

welche in positivem Sinn am eine Aza a stattfindet, deren Winkel 
gegen die Coordinatenaxen gegeben werden dnrcb 

C08(f^ r) = J , COS («, y) = , 00fl(a, -) = 7 , (79"') 

yorausgesetzt» dass t hierin stets posttiy gerechnet wird. 

Nehmen wir zu jedem a?, » einen Nachbarpnnkt ac„ y,, x, an, 
der auf der Kichtung der Axe a am eine Länge qx entfernt liegt, 
worin Q eine unendlich kleine Grö5>se bezeichneti dann haben diese 
Nachbarpnnkte die resp. Geschwindigkeiten 

denn gk, (i//, ov sind hier die relativen Coordinaten des Punktes 
X„ f/,, r, in Be/.ug auf y, z. 

Obiges ist aber nach (79) identisch mit 

, il i. , du , dv 
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voraus folgt: 

{Ut^u)äi ^ Q dX, (ff, '-'v)dlss Q dft, {w, — s gdv. 

Hierin ateben links wegen ^ u)di ^ d{xi — x)^ , . , die Aen- 
derungen, welche die Frojectk»neii der Entfinmung zwischen den 
Pnnkten sr,, y,, und x, x, rechts diejenigen, welche dieFtojectionen 
der L&nge (tr w&hrend di erleiden; dass beide gleiche Werthe haben, 
sagt ans, dass die beiden Punkte, welche an&ngs auf der Bichtnng 
der Wirbelaxe lagen, nach deren Verscbiebnng wiederum darauf* 
liegen, und dass ihre £ntfemuugen in beiden Zuständen den jedes 
Mal stattfindendsB Wirbelgescbwindigkeiten proportional sind. 

Führen wir den Namen der Wirbellinie ftür eine Gurre ein, 
deren Tangente an jeder Stelle in die Richtung der dortigen Wirbel- 
axe fUlt) so ergeben sich ans dem Vorstehenden die weiteren Sätze: 

Eine jede Wirbellinie geht dauernd durch dieselben 
Flttssigkeitstheilchen. 

Bei der Bewegung ändert sich die Wirbelgeschwindig- 
keit für jedes Element einer Wirbellinie in demselben Ver- 
hältnisse wie der Abstand zweier auf demselben befind- 
lichen Flflssigkeitstheilchen. — 

Als Wirbelfaden bezeichnen wir eine Rtthre, welche erfüllt 
wird Ton den Wirbellinien, die durch die Punkte einer unendlich 
kleinen Fläche gehen, und denen demgemäss sehr nahe gleiche 
Wirbelgesehwindigkeiten entsprechen. 

Da nach unserer Annahme jedes Hassentheilchen seine Dichte 
ung^dert beibehalten sott, so kann das Volumen des Abschnittes 
eines Wirbelfadens, welcher immer dieselben Theilchen entUÜt, 
während der Bewegung nicht variiren. Die Rücksicht auf den Torigen 
Satz ergiebt daher das Resultat: 

Für jede Stelle eines Wirbelfadens bleibt das Product 
aus Querschnitt und Wirbelgeschwindigkeit während der 
Bewegung constant. 

Findet z. B. die Elüssigkeitsbeweguug in den tferidianebenen 
durch die Z-Axe und zwar rings um letztere gleichmässig statt» 



wobei wieder s die Componeute der Geschwindigkeit normal zur ^Axe, 
T die resultirende Wirbelgeschwndigkeit bezoiclinet, und r, wie 
auch die Coordiiuit« n x und // nur in der Combination e = + 
enthalten. Die Wirbellinien sind in diesem Falle Kreise, deren Ebi>nen 
normal zor Z-Axe stehen und deren Centra in die Z^Axe fallen. 



so ist 



(80) 
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Hier gilt 

du dis:e)x' s ^ s _ ^_(^J_^}^y^ (gm 

dx^ de e 0 ^ dy ~ d e e e ^ dy dx de e * ^ ' 

und die GleichimgQ& (79') nehmen die Form an 

Da miu die Tlu'iU'lu u sich in AU'riilianebeiieu be\vcj;eii, so bleibt 
fi\r ein jetlos von ilnu u x/e und y/e zeitlich constant, und aus den 
letzten Gleichungen folgt bei Eiusetzea der Ausdrücke (80) fQr k 
uud ju wegen a — dejdt 

^± . 1.. « 0 oder anch - 0. (80'") 

was offenbar der Ausdruck des letzten Satzes für den Fall der kreis- 
förmigen Wirbelfadeu ist, deren Länge durch 2:te dargestellt wird. — 

Moltipliciren wir ferner die ans (78) folgende identische Be- 
ziehung 

"+*" + ^'=0 (81) 

dx Oy dx ^ 

mit dem Raumelement d k an der Stelle x, y, x und integriren über 
«'iTien beliebigen Raum A-, innerhalb dessen die Wirbelgeschwindig- 
keiten stetige Functionen der Coordinaten sind, so erhalten wir 
dorch Anwendung des Hüi&satzee (22): 

* _ 

J {), cos («, x) -f ^1 cos y) -f f cos(w, ;)j </o = U, 



(..» 



d:t8 liit( ^ni! aiiSiTt ilt liiit über die OberHäche de^ iiaumes k, was 
sich unter luicksiclii aut (79 " ) auch schreibt: 



TC08(<r, fi^ifosO. (80 

Wählen wir als Ranmtheil k den zwischen zwei normalen Quer- 
schnitten nnd lieg?enden Theil eines WirbeUadenSy so verschwin- 
den im Integral alle Theile, die sich aaf die Mantelfliche bezieheOi 
denn itlr jene ist co8(ir, ») 0, da dort die Normale i» senkrecht 
ZOT WirbeUixe steht Von den beiden QaerschnitAen 9, nnd 9, giebt 
der eine den Betnig v.r., der andere ~f,r,, da flkr den einen die 
Nonnale in die Wirbelaxe ftllt lür den anderen ihr entgegengesetzt 
liegt. Demgemäss resultirt 

V, r. = 7, r,, (81") 

was, da beide Querschnitte iti demseUn n Wirbeiladen aber ganz be- 
hebig hvgcu, den folgenden ^^at^ au&spncht; 
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Für alle Stellen eines Wirbelfadens hat zu gegebener 
Zeit das Prodaet aus der Grösse des Querschnittes in die 
Wirbelgeschirindigkeit denselben Werth. 

Hierans folgt, dsss kein Wirbelfaden innerhalb der Flilssigkeit 
endigen kann; denn verschwinden kann sein Qnerschnitt nach Vor- 
stehendem nur dann, wenn die Wirbelgeschwindi^eit in ihm un- 
endlich wird; die Wirbelf^en mflssen also entweder in sich zurück- 
laufen oder aber in der Oberfläche der Flftssigkeit endigen. — 

FOr einen geschlossenen Wirbelfaden gelten, &11b man 
die Integrale aber den von dem Wirbelfiiden eingenommenen Raum 
erstreckt» die Beziehungen: 



wo nun nach dem letzten Satz qr längs des Fadens constant ist, 
also vor das Integral gezogen werden kann; 



ist aber ersichtlich für jede geschlossene Gur?e gleich Null. Nennt 
man das Pkt>duct aus dem Volnmenelement in die ihm zugehörige 
Wirbelgeschwindigkeit um eine Ooordinatenaze das Wirbelmoment 
dieses Volumens um die betreffende Richtung, so kann man hier- 
nach sagen: 

Das Wirbelmoment eines geschlossenen Wirbelfadens 
ist um jede Aze gleich Null — 

Von den Potentialbewegungen ist aus den Betrachtungen auf 
S. 419 ersichtlich, dass sie bei festen Begrenzungen der Flüssigkeit 
jederzeit durch äussere Kräfte, welche ein Potential haben, stationär 
erhalten werden können. Ein solcher Schluss istbeiWirbelbeweguugen 
nicht zulässig, es zeigt sich im Gegentheil, dass nur ganz speciolle 
derartige Strömungen unter solchen Umständen unverändert fort- 
bestehen. 

Die Bedingungen für den stationären Zustand bei Wirbeln 
folgen ans (79) resp. (79 ), wenn man dort u, Vj w und X, ft, 9 zßiU 
lieh constant» also dil/d<=0, dfifdt^O, dpfdt^O annimmt Dabei 
ist natOrlich keineswegs dXjdt = 0, dpi J dt — Ü, dpjdt = U; denn das 
einzelne Theilchen gelangt bei seiner Bewegung im Allgemeinen fort- 
während an Stellen, wo eine andere Wirbelbewegung herrscht 

Die so resultirenden Formeln sind sehr umständlich und man 




W W fk) 

denn man kann z. B. das erste Integral schreiben: 
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wird in su betrachtenden spedellen B^len meist lieber direet an 
die Auagangsfonneln (IB*) anknüpfen, in diesen dujdi, dvjdtf dwjdi 
gleich NuH machen und nach Einsetzen der speciellen Ansätze ftx 
u, V, w untersuchen, ob die linken Seiten die Gestalt von Differen- 
tialqnotieDten derselben Function nach den Coordinaten erhatten 
haben. 

Ist dieses der Fall, so bestinimen die Formeln die Function 
(0 + H) bis auf eine additive Gonstante; es bleibt also immer noch 
0 oder n Terf)lgbar. Setzt man 0 gleich Null, so entspricht dies 
dem Fall, dass die Flflssi^eit gar keinen äusseren Eriften unterliegt 

Der einfachste specielle Fall, in dem die gemachten Voraus- 
setzungen erfüllt sind, ist der, wenn die linken Seiten der Glei- 
chungen (78 ) sämmtlich constant werden, wie u. a. dann, wenn 
u»0, «»0, w = f{x,i/) ist, d. h. wenn die FlQssigkeitsbeweguDg 
geradlinig stattfindet 

Ein weiterer wichtiger specieUer Fall ist der einer Rotations- 
bewegnng aller Theile um dieselbe, etwa die ^-Axe. Hier ist 

u = — (o y, r = + lüjc, w = 0, (S2) 

wobei die Rotationsgeschwindigkt it, von e = Va-' -f- y und « ab- 
hängen kann. Hier nehmen die Gleichungen (78') die Form an: 

Damit sie bestehen können, muss sein: 

I>ie letzte Bediupuufir ist nach der Annahme nl- titisch erfüllt, 
die erstere legt dein Fall eine wesentliche ßcsciiraiikuiig auf, die zu 
dem Sau iTihrt: 

Rotati (nishuweguugen mitWirhehi sind u n t <■ r d er Wir- 
kung eines Totentiales nur dann stationär, wi ini >u- nicht 
von der der RotationKaxe paralle len Coordinate abbiingeii. 

Bin aihlrrrr wichti'-rer Fall ist der, dass die Strömungen, wie die 
8. t'J«« u. l". I'rtni<_'litft'\ in Mendiaiiebt'nen «inrcli die Z-Axe und rinps 
um letzterr in Ldt-iflu r N\ • ise verlaulV'ii, wo dann auch ^ •\- 17 nur von 
e — I -f' -i~ und ; aidiiin.ircn kann. Hi»^r wer<ien die beiden ersten 
Gleichungen ("S t um einander uUntiseli uiul das j;an/.e S^*8teiD 
reducirt sich Ihm Benutzung der obigen Bezeiclmung « auf 

Bs , r^s vi0 + Ji\ dv , dte f(0 + iZ) ,oq\ 
VC rx 09 * Cr dt d* * * ' 

woraus die Bedingung folgt 
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mit der die aus (78") folgende Beziehung 

zu coDibiniren ist. Man kauu mit ihrer Hülfe die erste Gleichung 
auf die Gestalt brinf^'on 

l^e Gleichu:ig (83 ") muss (neben (83")) erfüllt sein, damit die voraus- 
gesetzte Wirbelbewegung station&r fortbestehen könne; sie enthält 
offenbar anaserordentlich specielle Aussagen. 

Sind die im Vorstehenden entwickelten Bedingangen nicht er- 
füllt, so kann zwar durch Kräfte, die kein Potential haben, noch 
immer der Zustand der Flüssigkeit stationär erhalten werden, bei 
der Einwirkung eines Potentiales ändert er sich aber und die Glei- 
chungen (78') resp. (79) oder {W) geben Au&chluss über die Art, 
in welcher dies geschieht Untersuchungen dieser Art bieten in den 
meisten Fällen sehr grosse Schwierigkeiten dar und mttssen daher 
hier unterbleiben. 



87. Mechanik idealer IncompreBsibler Flusaigkeiten. Construction 
specieller Wirbeibe weguugeii mit Hülfe des New ton scheu und des 

logarithmischeu Potentiales. 

Wie hei der Behandlung specieller Fälle der Potential Bewegungen, 
80 wollen wir auch bei der annlogen Aufgabe für Wirbelbewegungen 
zunächst die incompressibel gedacht« Flüssigkeit unendlich ausge- 
dehnt annehmen, um von der Berücksichtigung von Grenzbedingungen 
hefre'ü zn sein. Weiter wollen wir von der aus den Detinitionen (78) 
folgenden Beziehung 

ausgehen, Wirbelcomponenten X, v bilden, welche ihr genügen, und 
Geschwindigkeitscomponenten u, r, to anfsuchen, die mit diesen 
Werthen Tereinbar sind. Dies geschieht durch Integration der 
Gleichungen (78) bei Rücksicht auf die Bedingung 

du öv ötc _ 

Jene Gleichungen lassen sich auf uns bekannte Formen redu- 
ctren durch die £inf&hrung von drei neuen Functionen F, IT, 
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welche wir Wirb elf unctionen nennen wollen; dies geschieht durch 
die SnhBtitntionen 

BW dV dU BW dV dU 

^-"äy-di' *-ar-ö^'' "^^Bi'B^' ^^^^ 

wok'lie (ler letzten Bedinmni;^ identiscli genügen. Die erste der 
Gleichungen (7b) lautet nach Kiusetzung diüser Werthe: 

" öxöy dff dx' dxd»~ Bx[dx ^ dy ^ dx 1 
fügt man also den obigen Formeln noch die Bedingung 

^^^+^^ + ?E^0 (84") 

Bx oy d-. * ' 

hinzn, so ergeben sich fUr die Wirbelfiinctionen die Gleichungen: 

JU^-2X, Jr^^2ft, ilir = -2«r. (84'") 

Diese Bedingungen allein bestimmen U, V, \V aus gegebenen 
X, ju, V nicht eindeutig. In der That kann man aus jeder für sie 
gefundenen Lösung deren beliebig viele bilden durch Superposition 
beliebiger Potentialhewegungen. Da für letztere nach S. 422 ?., fi, t 
verschwinden, so kann man sie gemäss (84') darstellen durch drei 
Functiuuen 6'^, T , //'^, für welche gilt 

die Ausdrücke f7+ U^, ^ + V^, W + n\ genügen aber gleichfalls 
den Gleichungen (84"> 

Unter welchen Bedingungen Wirbelbewegungen unter der Wir- 
kung conser?a<iTer Kräfte oder sich selbst OberUasen stationär sind, 
ist S. 441 besprochen worden. Nur wenn jene Bedingungen erfüllt 
sind, l&sst sich die Flüssigkeit durch ruhende feste Wände begrenzen, 
die längs Flächen, welche ganz von Stromlinien erfüllt sind, ange- 
bracht werden können. Im anderen Falle sind zwar nach den all* 
gemeinen Formeln auf S. 4B6 n, f. auch Bewegungen der Flüssigkeit 
möglich, aber sie sind zeitlich veränderlich, — 

Ein besonders einfacher, bereits auf S. 423 erwähnter Fall möge 
hervorgehoben werden. Ist im ganzen Baum A 0, » 0, v « ^» 
d.h. constant, so kann man dem genügen durch den Ansatz 

U=V = 0, W'=-|(x».-fr), (05) 

woraus folgt 

« = — qyf V + qx, tu « 0. (05 ) 

Diese Werthe stellen eine Bewegung dar, bei welcher die ganze 
Flüssigkeit wie ein starrer Körper um die, Übrigens willkürliche, 
Z*Axe rotirt; eine solche Strömung erfüllt also den ganzen fianm 
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mit zur ^*Axe pAraUelen Wirbelftiden constanter Rotations- 
geschwindigkeit; sie ist nacli S. 442 ohne äussere Einwirkung 
station&r und kann durch eine beliebige Kotationsflftche um die 
Z'AxB begrenzt werden. 

Weiter wollen wir uns auf solcbe Fille beschränken, hei welchen 
1, ft, 9 proportional mit einem Differentaalquotienten von 1/r oder 
he (d.h. Yon dem NEwroM'achen oder logarithmischen Potential) nach 
einer Coordinate sind, , wobei, wie firüher, stets 

«' + / + -t' = r\ + = «• 

gesetzt ist. 

Hier kann man leicht Lösungen finden mit Hülfe einiger Be- 
ziehungen, die aus den Fundamentalgleichungen 

folgen. Man erh&lt n&mlich leicht: 

^(;)=2l;' 

ebenso 

J-CrM-i";-;, /r fein.) -2«^'"^', (88-) 
uod hieraus durch Difl'ereutiatiou auch 

-^'ö.ly' ^U:l=2,,;, (86") 
u. s. f., ebenso 

Von diesen Beziehungen werden wir weiterhin Gebrauch machen. 

l. Der Gleichung (84) zu genügen macheu wir den AnsuU: 

was identisch ist mit 

«Sf , »IX 

^ = - = + V » = 

Die Wcrthe zeigen, dass der ganze Raum eH&Ut ist mit Wirbet- 
fäden in der Form von Kreiaringen parallel der X y- Ebene, deren 
Ceatra auf der Z-Axo liegen* Die Kotationsgesch windigkeit r ist durch 
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gegeben ; r vench windet also im Unendlichen und wird nnendlieli im 
Ooordinatenanfaug, der deshalb ansaerhalb der Flfissigkeit liegen masa. 
Die Gleichangen (84"') lauten unter Benutzung von (87): 

man gevrinnt nach (8ü) Losungen, welche, wie erforderlieh, auch 

(84") genügen, wenn man setzt 

U = -.^^, V=»+^, H'=Ü; (87') 
demgemäas liefert (84') die Endresultate: 

r , nxx r . nux 

Da u:v = x:f/ ist, so findet (iie Mronmn-j in Meridiiinebeneii 
durch die Z-Axe statt; die iieschwindigkeitscompuin-nte s normal 
zur Z'Axe hat den WerÜi n = nezlr". Die Difi'ereutialgleichuug 
der StromcurTen lautet: 

««d«-(a*'f2«')<<0»ü, 
worin wieder 0* » sc" 4. y*, 0* + ist 

Multiplicirt man diese Gleichung mit e und setzt ^ « 9, « 
so folgt: 

was durch Division mit ^ integrabel wird und auf 
oder auf 

7 + 7 - ^ - «■ (87-) 

als Oldchung der Stromlinien führt. 

Diese Gurren schneiden wegen dis Werlhca von defäz sämmt- 
lich denselben Badiusvector unter dem gleichen Winkel, sie besitzt-o 
einen Wendepunkt für «It ^ ± \ 2 und sind !üi — ) 2 } 2 

conrex gegen die Z-Axe, ausserhalb dieser Grenze concav. 

Bilden wir die Component^ q der Geschwindigkeit nach lieui 
Radiusvector r, so erhalten wir: 

fr — ^ • 
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Dies zeigte dass eine Kugelfläehe vom Badias ü diese Flfissig- 
keitobeweguiig begrenzen ksnn, wenn man sie mit der Geschwindigkeit 

parallel (kr Z-Axe verschiebt; denn unur diesen Umständ»^) erhült 
jedes Olierfliiclieutiieilchen die an*]^egeb('n(* Noriiial^eschwindigkeit it. 

Wir haben hierdurch also eine zweite Bewt'*;ini<^' cinpr 
im Unendlichen ruhenden Kiüäsigkeit erhalten, weklii- 
momentan durch eine mit gegebener Geschwindif;kcit gerad- 
liuig fortschreitende Kn^el begrenzt worden kann. 

Diese Bewegung ist natürlich nicht stationär; sie lässt sich 
aber auch durch Zulüguug einer Strönunifj ]>;ir:i]lp| th^ Z-Axe mit 
der Geschwindigkeit — ß', welche jene Kuj^el zur Kühe briniit, nicht 
Stationär machen, da sie der Bedmgung (8B ) nicht entspricht 

2. £in anderer Ansatz für Xf th (^} goi^^gt» ist: 

S-i . 8.'. 

m 

r / 1 . 3 

""^U^Bx rj' 

die Wirbellinien sind die orthogonalen Trajectorien des Systemes der 
Flächen d(\lr)ld%^e, welche oben S. 428 besprochen sind. Aus 
den Gleichungen 

achliessen wir nach (86"): 

8» #» «» , 

^—l al ' 4 • i\ +''■- 

dabei ist in IT das Glied 2qjr^ welches in J W verschwindet» zu* 
gefilgt^ um der Gleichung (64") zu genügen; die ersten Glieder geben 
lüünlich, in (84") eingesetzt, nach (86) den Werth — 2^6(1 /r)/dty 
und dieser ist zu Null zu ergänzen. Die eigenthttmliche Form der 
Vf W lässt von ihnen in «» nur das Glied 2qjr flbrig bleiben, 
und man erhält so: 

die Bewegung der Flüäsigkeii geschieht in Kreisbahneu um die 
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Z-Axe, und awar da>s die Winkelgeschwindigkeit gleich 2// r% 
also nur von r abhängig ist, i[u Unendlichen Yenchwindet und im 
Coordinatenanfimg anendüch wird. 

Man kann demnach die nach (88") bewegte Flüssigkeit 
fOr den Augenblick durch eine beliebige Rotationsfläche 
am die 2-Axe, welche den Coordinatenanfang amschliesst, 
begrenzen. Die Bewegung ist nach S. 442 nicht stationär* 

8. Weiter setien wir 

w i:« W irbehude u in F trrn ?on IsLreiseQ um die Z-Axe ergiebt, und 
folgern daraus gemüss {SQy. 

und 

Msr^O. ir»f(21n«+ 1). (891 

W ir habt ii hier also den Fall einer im ganzeij uncud- 
liclieii K.uim ]>aranel der Z-Axe siairtindenden Strömung, 
wcloiie ir«.':zdt ir, eine Wirbelbewe-iiu.j^ darstclil. wird 
in dl r . '-Axe uneodiich, die^e ist also durch irgend eine sie um- 
s^. hlioien.le « vli iderdäche äuszuschüesseu. Die Bewegung ist uacii 
S. 44*J statiuuar. 

4. Eudlieh &ei uoch 

es liepn also die Wiibehlden parallel mit Wir sddieBBen danuis 
nach nm aooh >4 ^ tu erftillen. 

r — — . r = — j .lvf, IT =^ , ; ^2h4? -f 1 -r ^\x, ^ , 

worin F der Gietchunf; 

^r.^^'u mnss. al^^ F ^ q $t e^ut wvidea kauu Dam resoltirt 



+ ;2,:-ri V -2:^^*' J-. »«0. (90) 



V *^!r v: i:rv*n >;n,t Krt se cm ä.e J-Axe in Ebeneo {parallel 

W;r hA^fr^ hixT « :r.e W:rbe*>f»*i:aaÄ, b«i weicl - r 
W;r". «4- uti >lrt r *.t. d:T*i '.:?i Ki viLe liegen. Aueii 
»v.fs*' Be^?i-. "tc :#t z.n x x:^::.'. ir. *;< sidi also durch 
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§ 38. KMliAiiik ideal«r inoompreHibler Floiiigkeitin. Wirbel, yob 

PotontiAlbewapuigeii b«|^eit«t 

Wir haben uns im vorigen Abschnitt ausschliesslich mit solchen 
Wirbelbewegungen beschäftigt, l)ei denen die Wirbelcomponenten 
K fi, V sich im Kudlichen über;Lll von Nuil unterschieden, also der 
ganze Raum mit Wirhelfäden erUUit war. Wie aber früher schon be- 
merkt, ist dies nicht der einzig mögliche Kall, und \vir wenden uns 
detngemäss jetzt zu der Betrachtung von Bewegungen incompressibler 
Flüssigkeiten, bei denen die Wirliel auf al »geschlossene Kaume, 
hauptsächlich auf einzelne unendlicii feine Fäden beschrankt sind. 

Nach dem 8, 44;i und 444 Enirterten werden Vorgänge dieser Art 
durch Wirbelfunctionen U, l\ II' darstellbar sein, die für JU, JV, AW 
nur in einem Theile des llaumes von Null verschiedene Werthe 
liefern; denn wo AU, J F, A\V verschwinden, sind nach (84") 
die Wirhelcomiionenten h fi, i> gleich Null, liiidtL also nach 
S. 422 eine die Wirbel begleitende Potentialbewegung statt. 

Für diese letztere geltcü nach (84 ) bis (84" ) die Bedinymif^on: 

^ dW dV dU dlV dV dU .^.^ 

*'"dr""ä¥' 

|?+|i:+4^«o, (91-) 

dx dx ' ^ ' 

JU^O, JV^O, JW^O. (91") 

Die drei letzten Formeln sind nach (02) mit der Bedingung 
gleichgei>taltet, die das Geschwindigkeitspotential (]p in quellenlosen (Ge- 
bieten zu erfüllen hat; es erscheint daher wahrscheinlich, dass mau 
diK üüher zur Construction von Geschwiadigkeitspotentialen benutzten 
Hülfsmittel auch zur Aufündung von Wirbelfunctionen U, V, W er- 
h:»li:reich anwenden kann. Die (', 1' miissteu dann, als Ge- 
st hwindigkeitspotentiale gedeutet," ihre Quellen in dem Gebiete haben, 
wo die Wirbel stattfinden, wo also A U, A V, A W nicht verschwinden. 

Um letzteres näher zu untei"buchen, integriren wir die Gleichungen 
Jf'=;— 2Xy . . . über den von Wirbeln erfüllten luium k und er- 
halten unter Benutzung unseres Htilfssatzes (22 ): 

p^Uo.-2fXäk, Jlläo.-2f,äk. flJ^äo — 2f,dt, (92) 

woiui o die Oberiiüche des Raumes k und n die äussere Normale 
bezeichnet. 

Ist der die Wirbel enthaltende K'auin /. ring« von Flüssigkeit 
ttmpeben, reicht er also nirgends an die iJbertiäche, und ist er dem- 

W. Vvtvf, MechaaUc. Zweite AufU ^ 
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gemAsB nach S, 441 nur mit geschloBBenen Wirbelftdeo erftU^ so 
wird dies System nach (81'") za: 

/^^o-«. /^.>-«- ^ 

M (•) (•> 

Deatet matt also 27, W als Geschwindigkeitspotentiale^ wodnroh die 
Toratehenden Integrale die Bedeutung der in der Zeiteinheit dnrcli 
0 hindnrclietrßmendai Flftssigkeitovohmiina erhalten, so niftssen 
hiernach ihre innerhalb k liegenden Quellen je die Ge- 
sammtergiebigkeit Null haben. 

Nach diesem Resultat können also drei Geschwindig- 
keitspotentiale (f,j (f^y ^. Ton drei im Wirbelraum inliegen- 
den Qnellsystemen mit der Ergiebigkeit Null, welche der 
(91') entsprechenden Bedingung 

genüfjen, Wi rbeltunctionen U, V, W in den wirbelfreien 
ßaumen darstellen. 

Soll der von W irbeln erfüllte Kaum k unendlich klein sein, so 
ergiebt sich als einfachstes Quellsystoni ein Quell paar der i). 427 
]>ehaiidelten Art, de^^nen Gescliwiudigkeitspoteiitial nach (65) ge- 
schrieben werden kann; 

a± 

wobei r die Entfernung vom Ort dos Quellpaares, fi' dessen Moment 
und a dessen Axenrichtung bezeichnet Wir genügen der Bedingung 
(91') auf einfachste Weise, indem wir 

setzen. Hierdurch wird dann wegen J ~ = 0: 

""-'^ö-rJ*' ''^-^^dyd»' •^=-^d^^i ^2-1 
die Bewegung entspricht also einem Geschwindigkeitspotential 




d. h. einem inneihalb k liegenden QueUpaar mit zur Z-Bichtnng 
paralleler Axe und dem Moment A 
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Berücksicliüi^t man noch, dass die Wirbelfäden innerhalb /. ge- 
sclilossen sein müssen, imd dass die Z-Axp für die Beweprung die 
einzige ausgezeichnete Kiciituug darstellt, su kaiui mau Jeu auch 
durch directe Anschauung zu erhaltenden Satz aussprechen: 

Ein Quellpaar ist für Punkte in endliclier Entfernung 
äquivalent mit einem unendlich kleinen ebenen Wirbelring, 
dessen Axe mit derjenigen des Paares zusammenfällt 

Auf conijdicirterc (^uellsysteme, deren Geschwindigkeitspoteutial 
aus dem NKwxoN'schen Potential abgeleitet werden kann, soll hier 
nicht eingegangen werden. Dagegen wollen wir die sehr einfache 
und fruchtliare Verwendung des logarithmischen Potentiales 
discreter Massenpunkte zur Coüblruction vou Wirbelfunctionen aus- 
filhrhcher betrachten. 

Hierzu setzen wir eine Flüssigkeitsbewegung vou der Art voraus, 
dasä gilt: 

also 



, dW BW _ 



(98) 



Diese Bewegung findet parallel der .STF-Bbene in einer TOn der 
Z-Coordinate unabhängigen Art nnd Weiae statt und kann durch 
zwei beliebige zur XF-£bene parallele Ebenen begrenzt werden. 
Wird, wie schon firtther, 

gesetit, 80 ist in dem die Wirbel enthaltenden Gebiet, das durch 
eine FlAche f mit der Bandcorre 8 in der .^F- Ebene charakterisirt 
sein möge, 

in dem ?(m Wirbeln freien [ (93 ) 



1 



Die integratioü der vorletzten Gleichnng über einen normal zu 
der Fläche f errichteten Cylinder von der Länge Eins liefert nach 
dem Sau (22 ') 

(4 </) 

wobei n die äussere Normale auf ds und v, das Wirbelmoment 
der durch f gehenden Wirbelfäden, eine neue Bezeichnung ist ^ 

Deutet man W als Geschwindigkeitspoteotial einer ebenen 
Str(imung, so enthält nach (72") f Quellen von der Gesammtergiebig- 
keit - 2 v. 

2«* 
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Die DifferentialgleichiiDg der StrOmungsIimen ftlr eine der 
Xy- Ebene parallele Bewegung lautet allgemein: 

dx:dy ^ ui p* 

lu uuäoroiu Falle uiinDit sie uach (93) die Form au: 

uiui liefert muegrirt: 

W^ü\ (94) 

wobei c die lntegrationsconst;uite ist. ff hat sonach hier die 
Bedeutung der 8. 4t?T oiiiizet'ii lirteu Strüniungsfunrtion rr. 

Da aiisserlirilb des W irliolgebietes eine Potentialbewegung sUtt- 
dndet, 8o muss dort auch gelten: 

BW dif BW dq 

es folgt al^o das GeschwindigkeitepoCential dnreh Integration der 
Gleichung: 

GescUelit die durch IT» e gegebene StzOmong in geschloeaenen 
dürren» so man gemSss SL 434 das ihr entqirechende Gesehwindig* 
keitspotential unendlich nelwerthig sein. — 

Besteht das Gebiet f ans einer Aniahl tou naeadlieh Ueiaen 
FlichenstUcken \ in endUchea gegenseitigen Bntfenumgen, d. h. sind 
nur disciete« unendlich dflnne Wiibelfiiden Torhauden, so giebt das 
uefEatiTe logaztthniische Potential 

ir--^«i^ ü^^ = ff (»5} 

einer auf jedem bebendes Masse eine Lösung* wenn num 
gem&» difia Uoisland. das» — 2 »' an SteKe der £tgiehiglieit einer 
t^eUe steht, uach \T:^ ' 

Die S^rJxurLC? L J .o C::rren constantet Werthe ron TT 

*Av-<*j >:ch ir. t'r.r*ch'ea Falle a ü ^-jurlnrc. Für-": - ^. Wirl^ei- 

üi^ci scsd es Kreise ua a-- »^r: *-< K.- i :•.> al? Mittelf unkt, lür 
: A . : L t r :• ^ - > e *. : : " t : e "»^ :r i i<a Sisd es Kieise, welche 
CAÄ ^\<>;c2i c^r l-r.h v i-ü W z'i I-?z^rJen eetiiogottal 
:'tir <wei ^ T .vhe «iii Cjkss?!:yi sei* CurretL 

i Allii:-*- c .:t^ :u A jfjk:^ V er::<7r^r^i«aii«i Gescfc^indig- 
ifi^ii-.vceL'tiAle* * :^\rt A;it d;e vrl-::>.*a£ Z5\ mit d» Cuter- 
sc'. /is» r-v>:* — *r i^r >tif.l!f * XxU saehu iMhcr 
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erhalten" wir unter Weglassiin^ einer Integrationsconstauteu deu wie 
zu erwarteu uiieutilicli vielwerthigeii Ausdruck: 

Die Veriileirluiii^f der Formeln (95) und (95 ) mit (72) und 
(73") liefert den Satz: 

Bei ebenen Bewegun^jen einer unendlichen Flü«5sigkeit 
sind die Probleme punkttüiiniger Quellen und einzelner 
W i rfielfäilen insofern reciprok zu einander, als, wenn 
n)an die Quellen so mit Wirbel lüden vertauscht, dass die 
Ergie bigkeit der erstt ii ii und die Wirhelniorncntu der 
letzteren einander })rüj)ortional sind, die Puten tialcnrven 
des einen Systenu»^ zusammenfallen mit den Stromcurven 
des anderen und umgekelirt. 

Wendet man die vorstehenden Resultate auf einen einzigen 
W'irhelfaden an, der sich in der Z-Axe betindt't, so erhält man für 
tu = — q die durch (Ol) gegebene PntentiallM'wegung; letztere ent- 
spricht also auch umgekehrt einem in der Z-Axe betindiichen Wirbel- 
faden. 

Für ein Paar von Wirbritaden von cntpeL'engej^etzt gb'ichem 
Wirbelnioiiieiit v' ^ + t m' und eineiii unendlich Ivleineu Abstand a\ 
den wir [vositiv von dt ni negativ zum positiv rotirenden Faden 
rechnen und der l'-Axe parallel legen, haben wir nach (95) und 
(95") sogleich: 

Ba* ^ By * 

I , B& , . d& 

Nun sin<l aber In« und die speciellen Werthe von W und 'f, die 
einem einzigen Wirbelfaden entsprechen: es gelten für ihre Diffe- 
rentialqnotienten somit die in (94) enthaltenen Foruiohi. Dem- 
gcmabS ist aucli: 

<j « + w a , tp —-^tn cf • (95 ) 

Vergleicht man dies mit den Fonnelu (74 ) und (74") und berOckricfatigt 
die Bedeutung von «nV dort und hier, so erkennt man den Satz: 
Bei ebenen Bewegungen einer unendlichen Flüssigkeit 
ist ein Wirbelpaar mit einem normal dazu liegenden Qaell- 
paar &qairalentf wenn das Prodact ans der Axenlänge in 
das Wirbelmoment fttr das Erstere gleich ist dem halben 
Product ans der Axenlänge in die Ergiebigkeit für das 
Letztere. 
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Da in emeni unendHch dfinnen Wirbel&den bei eineiik endlichen 
Wertb dee Botationsmomentes die Botationsgeschwindigkeit tmead- 
lieh wird, so kann ein solcher Faden» streng genommen, in Wirk- 
lichkeit nicht ezistiren, nnd es ist^ um ein endlifdies Rotationsmoment 
211 geben, anch ein endlicher Querschnitt erforderlich. Man kann 
aber die obigen, wie auch die folgenden Sfttse als eine Annähernng 
betrachten, die den Vorgang bei dem möglichen Falle endlicher 
Querschnitte der Wirbelten am so genauer wiedergiebt» je weiter 
die betrachtete Stelle von den Wirbelftden abliegt — 

Aus dem Werthe (95) 

folgen Tür die Componenten der G^chwindigkeit an jeder Stelle die 
Ansdracke 

ZU denen jeder einzelne Wirbelfaden einen Antheil 

beitr&gt Dies ergiebt wegen m^^ ssit^fn den Satz: 

Ein Flttssigkeitstheilchen erhält yon einem gerad- 
linigen Wirbelfaden (A) eine Geschwindigkeit mitgetheilt, 
welche normal zu dessen Entfernung und im Sinne von 
dessen Botationsrichtung liegt, und mit dessen Wirbel- 
moment direct, mit der Entfernung ^ indirect pro- 
portional ist 

Wir betrachten nun die Punkte x, y eines um den Wirbelfaden 
(jfc) an der Stelle 2^, constmirten unendlich kleinen Bereiches. 
Setzen wir 

V - - aikV + (y - y J, : = (rr, - xj' + Cv, - !/ J, 

und vcniachlüssigcu Glieder von der Ordnung vou «^/''^^t neben Eins, 
80 nehmen die obigen Formeln für u und für die Punkte des be- 
trachteten Bereiches die Gestalt an: 

(^_ + ./^-)+^«,(^.^; 

hierin beziehen sich die Summen auf alle Werthe Ton h nnt Aus- 
nahme Ton h » k. 

Die ersten Glieder in den Werthen von (u^) und («j^) ergeben eine 
Botation des Bereiches um den Faden {k) mit einer vom Abstand e^^ 
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abhängigen Geschwindigkeit; die zweiten enthalten / uod ^ nicht 
and stellen daher eine parallela Verschiebung des Bereiches dar, 
deren Geschwindigkeit die Componenten hat 

tirid -m (irr ein jeder Wirbelfadeu, mit Ausnahme von (k) selbst» 
einen Antlieil rriebt. 

Wir schliesseii hieraus, dass auch ein Wirhelfaden (ik) 
von einem ;in<l»'ren (h) eine Translations^eschwindigkeit 
mitgetlieilt erhält, deren Richtunii normal zu der Verbin- 
dun^rslinie e^^^ und im Sinne der Rotation von ///^ üf'gt, und 
der» n Grösse mit dem Wi rhe 1 niomeiit i»^' direct und mit 
der Entfernung e^,. indirect proportional ist. 

Wir haben demgemäss, um die gesammte wirklich stattfindende 
Bewegung unter alleiniger BUnwirkung von WirbeltUden zu erhalten, 
in dem Ansatz 

W ^m>«» 

dir Masscnpuukte /«^ mit dm (-leschwinditikciten paralhd den 

< "nordinat(!naxen bewegt und auch von diesen bewegten Punkten 
gerechnet zu denken. — 

UehtT die Bewef^nnir d(»r Wirhelfäden lassen sich aus den 
Formeln (96^ einige merkwürdige allgemeine Gesetze ableiten. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit und snmmirt sie 
über alle Wirbelfäden {k), so ergiebt sich, da in der Summe jedes 

Glied von der Form mj^fii|(a:^ — ^i)lHi "^^P* ^k^(ifk~ tfk)lHk 
Mal mit entgegengesetetem Vorzeichen vorkommt: 

Der Schwerpunkt der snpponirten Bfassenpnnkte, den 
man passend den Wirbelmittelpnnkt des Systemes paralleler 
Wirbelf&den nennen kann, bleibt hiernach an seinem Ort 

Multiplicirt man die erste Gleichung (96*^ mit m^w^, zieht sie 
von der mit m^u,. multiplicirten aiweiten ab und bildet die Summe 
über alle {k), so erhält man: 

2»s^^ r; K<»» - + "»<«i - '<)) - 

was sich anch schreiben lässt: 
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dBFaciB folgt durch Integratioii, da 
ist: 



Das logarithmi>cht' Potential der Wechselwirkung 
zwischen den suppoüirieu Masseu bleibt liiernacii bei der 
Bewegung f'"ii staut. 

Jlultii)li<-irt man tlie erste Gleichuni; i'9t> ') mit '«^ die zweit* 
mit m^y^f addirt sie und bildet die äumine über alle k, so er- 
hält man: 



Hieraus folgt durch Intecrration, uuieni man 3-^^* + y^* = V ^'^^ 
und berücksichtisrt, änss die Kntiemung ¥on dem ganz beliebigen 
Coordinatenanfang gerechnet ist: 

k 

Das Tra iiheitsmomeiii der uirten Massen um eine 

beliebijje Axt- normal zwrXI'-Ebene ist hiernach constant 

Multiplii irt man endlieh die ensle Nieichnn!? (96*') mit »«».V». 
die zweite mit m^x^ subtrahiit uud bildet die 6umme über alle kj 
80 resulurt: 

oder nach der Bedeutung von f ^ 'ind unter Einführung der Flächen- 
geschwindigkeiti^iim den villküriicben Goordinatenanfuig von 8.140: 

2:S'»»^ = + §«fc'*k- (96-1 

Die Samme der Flächenmomente der snpponirtea 
Massen um eine beliebige Axe ist gleich der Samme Über 
die Combinationen aller dieser Massen in je tweL — 

Sind nur zwei WirbelAden TorhandeHf so liast sich deren Be* 
wegnug auf Grund der Torstehenden Sfttce leicht angeben. 

Nach (9t)) können sie nur wb ihren ruhenden Schwerpunkt 
rotiren, nacli (dC") bleibt ihre gegenseitige Entfemiingy und daher 
auch die jedes einielxien voa ihrem Schweipankt constant W&hko 
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wir diesen Punkt zum Coordinatenanfang, so ergiebt (96'"), dass die 
Rotationsgeschwindigkeit constant ist; Formel (96") enthält bei nur 
zwei Fäden kein neues Resultat. 

Nehmen wir zunächst zwei Fäden mit gleicher Rotations- 
richtung, also auch gleichem Vorzeichen von m, dann liegt der 
Schwerpunkt zwischen den beiden Punkten ; nennt man a> die Winkel- 
geschwindigkeit der Verbindungslinie = e um den Schwerpunkt, 
und die Entfernungen der supponirten Massen m, und m, vom 
Schwerpunkt, so liefert die Gleichung (96") das Resultat: 

(m, e* + wi, e,') oj » »», fn^. 
Nun ist nach der Definition des Sohwerponktes 

€ tn. $ m, 
e. =3 , 6i *== : 1 

und daraus folgt: 

t», + m, 

» — ^ — 

Besitzen die beiden Wirbelfäden entgegengesetzte Rotations- 
richtungen, 80 sind die supponirten Massen von entgegengesetztem Vor- 
zeichen; ihr 8diwerpunkt föUt auaserhalh ihrer YerbindungsUnie und 
rftckt um so weiter nach dem Unendlichen hin, je mehr de gleiche 
absolute Werthe erhalten. Die Rotation ?erwandelt sich also für 
zwei entgegengesetzt gleiche WirbeUäden, tn, s= — m, = m, in eine 
geradlinige Fortschreitnng, deren für beide gleiche Geschwindigkeit 
F, F« s F direct aus der Formel folgt, die zu (96'") führt Legt 
man nämlich die Fortschreitungsrichtung der -f ^<*Axe parallel^ so 
liefert diese Oleichong: 

also, da .v, — = ± « ist, F = ± w//c, wobei das positive Vorzeichen 
gilt, wuim der positiv rotirende Wirbelfaden die grössere T-Coordi- 
nate besitzt — 

Allgemeinere Bewegungen, als bisher betrachtet, er- 
halten wir durch Superposition von Potential- und von 
W^irbelbewegungen der oben behandelten Art; die hierdurch 
resultirenden nennen wir conibinirto Flüssigkeitsbewegungen. 
Es lässt sich zeigen, was wir hier aber unterlassen müssen, dass 
diese combinirten Bewegungen die allgemeinsten überhaupt 
möglichen darstellen. In Bezug auf sie mag hier nur allgemein 
Folgimdes bemerkt werden. 

Die Continuitätsbedinpnng (78 ") ist in //, r, tr homogen hneär; 
sie wird also stets erfüllt, wenn, wie bei der combinirten Bewegung, 
u, r, w je gleich einer Summe von Theileu sind, die einzeln dieser 
Bedingung genügten. 
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Die Gleichungen {W) sind in u, w und ihren Differontial- 

quotienten nicht homogen linear; also tritt, wenn wir u, w ans 
einer Potential- und einer Wirbelbewegung combiniren, in ihnen auf 
der rechten Seite ein anderer Werth {(p-i-U) auf, als die Summe 
der den beiden Theilen entsprechenden Ausdrücke ergiebt; die 
Superposition der Geschwindigkeiten hat also nicht eine 
Snperposition der äusseren Kräfte und der inneren Drucke 
zur Folge* 

Der allgemeinste Ansatss f)ir eine combinirte Bewegung wird 
nach (58') und (84') lauten: 

djp dy dx * 

dfr , SV du 
dx öx dy 

worin U, V, W mit einander durch die Formel (84'') 

Terbunden sind. Ks stehen «laiin y mit der Dichte, i\ 1', W mit 
den Wirbelcomponenten in den frühereu durch (59") und (84" ) aus- 
gedrückten Beziehungen: 

bei constanter Dichte verwandelt sich die ei*ätere iu die Formel 
= 0. — 

Die combiiiirton Bewtfjuugf'n sind bei idealen Flüssigkeiten 
weni^ uiit(>rHiic)it und wir begnügeu uns mit der Auistellung eiues 
eint'a(;lien Heispieles. 

Auf S. 446 haben wir gesehen, dass 

eine Wirbelbewegung darstellt, welche von einer mit der Ge- 
schwindigkeit Q parallel der Z-Axe fortschreitenden Kugel Tom 
Radius R begrenzt werden kann, wenn man 

n — ^Q^R setzt 

Dagegen stellen nach S. 429 die aus tp q%ji* folgenden 
Componenten 

, ^qxx . ^qyx q f. 8»*\ 
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eine Potentialbewegung von der ftnalogen Eigenschaft dar, wenn 

q = \nji' ist 

Combinirt man diese beiden Bewegungen^ indem man i2 « — i2' 
oder q^-^nR* setzt» so erhält man dnich 

eine sehr eigeuthümliciie Bewe^imfi: ije{j;('i)en. welche im Unendlichen 
verschwindet und durch eine ruhoude Kugelfiärlie vom Radius R 
begrenzt werden kann, denn die (xoschwindigkeitscomponeute (j 
parallel dem Radius erhält den Werth: 

Diese Strömung ist nicht stationär. Andere Beispiele combi- 
nirter Bewegungen werden uns in einem späteren Abschnitt b^gnen. 



§ Mechanik idealer FliisHigkeiten. Die allgemeine Gleichung" 

der Energie; Ausäuss aus einem Keservoir; ^eaction und Stoss 

eines Strahles. 

Nur eine kleine Zahl von Problemen der Hydrodynamik gestattet 

die vollstiliidige und strenge Lösung in der im Vorstehenden ent- 
wickelten Weise, und hierunter wiederum nur der kleinste Theil mit 
elementaren Hulfsmitteln; die meisten liiervon liaben aher nur geringe 
experimentelle Bedeutung. FOr die Zwecke der Beobachtung begnügt 
man sich zumeist mit unTOllständigen Auflösungen oder mit gewissen 
Regeln, die aus der allgemeinen Gleichung der lebendigen Kraft 
aibzuleiten sind. 

Um diese Gleichung vi erhalten, gehen wir aus von den für 
ganz beliebige Bewegungen einer idealen Flüssigkeit geltenden Grund- 
fonnelQ (37)^ nämlich von den Beziehungen: 

4t 09' dt dff* dt dx^ 

in ihnen bezeichnen du/ dt,,., die gesammten Aendemngen der 
Geschwindigkeitscomponenten, die ein Tbeilchen bei seiner Bewegung 
während dt erleidet 

Wir beschränken uns auf den Fall, dass sich < yollstiUidig durch 
den Druck bestimmt, und dass die äusseren Kräfte ein Potential be- 
sitxen, setzen also 
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rf» ^ _ B(0+m «fr _ d{0+n) dw _ d(0-¥lt\ 
dt " das" ' dt 99 * dt^ Fi 

FasBt man diese Gleicliungen mit den Faetoren 

u (i t = dx, vdt = d ij, wdt = dx 

/usammeTi, so zciirt das Resultat auf der linken Seite stets ein toU- 
ständiges Dimeren tial, nämlich den Ausdruck 

udu^vdv-^wdw^^dV^, 

nicht aber auf der rechten Seite, da ja nach (55"') das Tollstandige 
Differential einer Function t^t von de» « nnd i die Form 



besitzt, und ein dem ersten Glied entsprechendes hier fehlt Die Inte- 
gration der rechten Seite ist. somit allgemein nur dann möglich, wenn 
d(0+/7)/d< verschwindet, also im Falle des stationären Zu- 
Standes. Hier erhält man bei Einführung einer Integrationsoon* 
Staaten J;: 



da nun alu r di-' Intenratioti sich auf den von oiiiem Tlicilchen 
wirklich /.uriicki;« It i:!« !! Weg bezieh:, und diesi i an stationären Zo- 
staml eine Strumcurv»^ ist. so spricht die gefundene Formel bei 
Heranziehung der Dctiuition der Knergie von S. 418 den Satz aus: 

Bei jeder stationären Bewegung einer idealen Flüssig- 
keit mit allein vom Druck abhängender Dichte ist die 
Energie der Masseneinh 'ii längs jeder ^tiomcurve constant 

lUe gefundene Formel bat eine grosse Aehulichkeit mit der 
frilber al>geleiteten (59 ), in der fiir den Fall des stationären Znstandes 
T ~ örf dt mit einer Coustauteu zu vertauschen ist. Aber jene 
Gleichung setzte speciell Potentialbewegungcu voraus und galt in 
diesem Fall mit demselben Werth der Constanten für die ganze Aus- 
dehnung der Flüssigkeit; diese gilt für jede stationäre Strömung, 
ist aber mit dei-^elhen Constaute zunächst nur für die Punkte einer 
Stromlinie anwendbar. 

Diese Beschränkung fallt offenbar dann hinweg, wenn 
sich eine alle Stromlinien schneidende Fläche angeben 
lässt. längs deren fü r alle Stromlinien gleiche Werthe T, 0 
und n resj^ / statthaben; hier szilt dann unsere Formel mit 
demselben Werth der Coustauteu k in der ganien Aus- 
dehnung der Flüssigkeit. 





\V*^k^*l>-n resp. ^ r* -I- 0 + U« *; 
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Wir wollen weiterhin nnr solche Falle behandeln, bei denen 
diese Voraossetznng mindestens angenähert xntrifft 

1. Wenden wir Gleichung (98) aaf die station&re Strö- 
mang einer Flüssigkeit Ton unTeränderlicher Dichte an, 
aaf welche von äusseren Kr&ften nur die Schwerkraft 
parallel der positiven ^-Axe wirkt, so nimmt sie die Form an: 

+ ^ = (98') 

Wir betiachk'ii eine Fl«sRi«]jkeit, die nich in einem Gefäss be- 
findet und durch eine Oettnuiig in der Wand desselben ausHiesst; 
die Dimensionen der Oeffnung sehen wir als verschwindend gegen 
die Dimensionen des Gefiisses an. Wird durch vorsichtiges Nach- 
füllen der Stand der Flüssigkeit in dem Geräts constant gehalten, 
so ist der stationäre Zustand als streng, sinkt er nur langsam, so 
ist er als an^onähert erreicht anzusehen. In der freien Oberfläche, 
die wir in Annalierung als eben betrachten und von der aus wir 
t rechneu wollen, sei der Druck //„ streng und die Geschwiudi^^keit 
wenigstens nahezu constant; dann sind die Voraussetzungen für die 
Gültigkeit unserer Grundformel (9b) innerhalb der ganzen Aus- 
dehnung der Flüssif^kcit erfüllt, und sie nimmt für eine beliebige 
Stelle in der Tiefe z unter dem Niveau die Gestalt an: 

r: - 29z -h |(/i -p,) - 0; (981 

daraus folgt dann für eine Stelle der freien Oberdäche des auf- 
tretenden Strahles in der Tiefe z,, auf welche der äussere Druck 
wirken und in der die Geschwindigkeit stattfinden mag: 

V:- V:^2gz, + ^{p,-p,). (98 ") 

0 

Wäre im Querschnitt qt der Aasflnssdflnang selbst der Drnck 
constant gleich so müssten dort auch alle Teilchen mit gleicher 
Geschwindigkeit r, austreten; eine allbekannte Beobachtung zeigt 
aber, dass dies nicht der Fall sein kann. Unmittelbar hinter der 
Oefinung TerjQngt sich n&mlich der Strahl innerhalb eines Weges, 
der bei kreisrunden Oeffnungen nur etwa ihrem Radius gleich ist, 
in sehr außäUiger Weise um nahe drei Zehntel seines Querschnittefi, 
und man erkennt leicht, dass dies nicht möglich wäre, wenn alle 
anatretenden Theile gleiche Geschwindigkeit hätten. 

Constroirt man nämlich in der Oefihung 9, eine alle Stromlinien 
normal schneidende Oberfläche und nennt ihre Grösse o„ eine zweite 
im contrahirten Querschnitt q' von der Grösse o* und nimmt in beiden 
constante Geschwindigkeiten K, und V an, so sind die in der Zeit- 
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einbett durch sie strömenden Volomina o, F, nnd o' V notfawendig 
einander ^eicb. Zugleich sind aber die Geschwindigkeiten in der 
Oberfläche desStrahleSi des dort stattfindenden constanten ftnsseren 
Druckes nnd des constanten oder nnr nmnerklich wechselnden x 
w^en» jedenfalls Ar beide Querschnitte gleich, während deren 
Grossen o, nnd o' sich unterscheiden. Also kann F und demnach 
auch p auf o, nicht constant sein. Es zeigt sich aber, dass, wenn 
man den Strahl homontal aus dem Gelass anstrsten UM» von der 
oben ab contrahirt bezeichneten Stelle an sein Querschnitt sich 
zunächst nicht weiter ändert, und man schlieest daraus, dass dort 
die Geschwindigkeit und also audi der Druck Ober den ganzen 
QuerachnitI hinweg einen nahe constanten Werth nnd die Strom* 
linien parallele Bichtnngen bedtien werden. 

Han wendet daher auf jede Stelle des oontrahirten Quer* 
Schnittes q' in der Tiefe die Formel (98"') 

an und setzt die in der Zeiteinheit aosdiessende Masse 

Da diese Masse M bei siaiionan ni Zustand in der Zoiteiuheil 
auch durch den (Querschnitt y., muerhalb des Gefasses gehen muss, 
in welchem die Geschwindigkeit F« nahe constant ist, so gilt die 
Beziehung 

V q = }\q^^ 

und man erhält dadurch schliesslich: 

V = (99) 

Ist der Dnu k in der Oberfläche des Strahles derselbe, wie der 
in der freien Oberdäche im Gefikes, also Px—p,, and ist q' so klein 
aeben q», dass man {qjqtf neben £ins Temadüässigen kann, so 
resoltirt 

rV = (99 } 

was» Terglichen mit der letzten Formel (35) des ersten TheUes, den 
Ton ToBBtcxLU herrtthrenden Satz aasspricht: 

Die Geschwindigkeit, mit welcher die Theilchen einer 
Flüssigkeit, die ausschliesslich unter der Wirkung der 
Schwerkraft steht, durch eine kleine Oeffnnng ans einem 
Behälter austreten, ist dieselbe, die sie beim freien Fall 
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Ton der Höhe der freien Oberfl&che bis in diejenige der 
Oeffnung erlangen würden. 

Uebtrwiogt in der Formel (99) dageguu das von tier Druck- 
differenz herrührende Glied erheblich die Einwirkung der Schwere, 
80 findet sich für kleines v'/'/. : 

V^'^l{p.-P,h (9»") 

was den weiteren Satz ergiebt: 

Findet der Ausfliiss nur unter dem Einlluss einer Dif- 
ferenz der innerhiilb und ausserhalb des Gefässes auf die 
Flüssigkeit wirkenden Drucke [ji,. — p,) statt, so ist das 
(Quadrat der Austlussgeschwindigkeit gleich der doppelten 
Druckdifferenz dividirt durch die Dichte der Flüssigkeit. 

Haben im Strahl die i heiiehen eines jeden ' ^iiu ischnittes gleiche 
und parallele Geschwindigkeiten, so wirken sir hi i 1(1 Bewegung 
nicht auf einamier ein, sondern bewegen Mch w-w trrie Ma>sst ii]uinkte, 
beschriMben alsu je nacl) der Tja«!e der Ausihis^uliiiuug vcrsciiiedeue 
Tlieile t iM- r Parabel, deren Gestalt man benutzen kann, um aus 
ihrer Be()i>achtung die AuaHnssgeschwimligkeit T, zu berechnen. Die 
Messungen haben, wenn der Austluss durch eine Oeftnung in einer 
ilünnen Wand geschah, eine befriedigende Ueb^'t-ciustimmung mit den 
orjen gefundenen Formeln ergeben und dadurch die DereclitigunL' 
der gemachten Vernachlässigungen erwiesen: Ausat/riibren vermin- 
dern die Auslhi^su^cNchwindigkeit, indem sie starke Wirbeli)ewegungen 
h»'rvnrnifen, bei denen durch innere Reibung der Flüssigkeit Ötrö- 
üiuhL'^f nergie verloren geht. 

V\ ird das Niveau in dem Flüssigkeitsbehälter im iii ' U^tanf er- 
halten, so ist seine Tiet'^ " unter einer beliebigen Anlangspositiun 
feränderlich nach dem Oresetz, d&as 

alao bei einziger Wirkung der Schwere nach (99) 

ist Da die fireie Oberfl&che die veränderliche Tiefe die Auslluss- 
Oflbung die constante Tiefe h unter dem AnfangsniTean hat, so ist 
hier (ik — 0 an die Stelle von ^, getreten. In dieser Formel wird, 
wenn das Oefites nicht cylindrische Gestalt hat, anch 9, Ton ( ab- 
hingen. Dnreh Integration erhält man die Stellung der freien Ober* 
fliehe zu beliebiger Zeit 
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also 



Damit das Niveau mit constanter Geschwindigkeit Q sinkt» moss 



sein. Hieraus kann man eine Regel zur Construction einer Waaser- 
uhr ablesen, bei der gleichen Zeiten gleiche vom Niveau zorück« 
gelegte Wege entsprechen. 

Schreibt man die allgemeine Formel (98 ') 

= + «^^-i«rr*- rn, (loo") 

so giebt sie an. um wie vie] sich der l'riirk wiilircnd der Bewegung, 
der sogenannte hydraulische Druck, iu einer heliei)!gen Tiefe r 
von dem hycirostal i •^e he n nnick. der durch die beiden ersten 
Glieder anet^eehen wird, untersche idet. Man sit ht. dass dt-r erstere 
um so mehr kleiner n}^ d« r !• tztere ist, je lüt hr die i -ie "ich windig- 
keit r an der betrachtett'ii Stelle die im Niveau statttin<Iende F, 
übertritit : es ist soiriir möglich, dass der hydraulische Druck kleiner 
als der Oberiiachendruck wird. Lm dies zu erkennen, fahren 
wir ein, dass 



und 



17 



t - 



ist; dadurch wird ohige Gldcfaiing ni: 

^ ~ if. ' 

Wirfst nur die Jkhwere. i^t also « j^, und 
ist ten:er >owoLl q q aahr klein neben f.. so 
wild sehr einfach: 



f 



Pieae Fonnel ist rm Daxibl BBnoruj anf* 
l?e«telh ocd an Grf^ssea von nebenstehender Fem 
,Fi&44 £?epr::!l w^ rien: der Dnxk an der verengten 
$u:r.e : vaixk durch das llanometer m beatioimt 
^ rm die vorstehesden Befrachtungen nwf die Ans* 
strosiuaj; eine« Gases ans einem Reservoir in eine «send* 
V.cr.e Atst»*phire *ti?r::3eh*en, fii?h*n wir wiederam von der 
aus. welxhe liatrse 



Digitized by Google 



§ 39. AusfiusH eiue» Gai»»traliles. 465 

und fuhren den ZuBammenliang zwischen < nnd p ein, der dem 
Problem entspricht. 

Wir betrachten zon&chst den Ansflass aas einem cylindrischen 
GeftssCp in welchem durch andauerndes Einpumpen einer tropf bai'en 
Flüssigkeit oder durch Verschieben des einen Bodens der Druck 
oonstant erhalten werden mag; den JSinflnss der Schwere ignoriren 
wir and haben demgemäss ein&ch: 

Da an dem beweglichen Boden Drack und Geschwindigkeit des 
Gases als constant betrachtet werden dfirfen, so ist wiederum die 
Voraussetzung für die Anwendung der Formel (98) auf die ganze 
Ansdehnung des Gases erflQllt 

Bestimmen wir die Constante k durch Anwendung der Gleichung 
auf die Nachbarschaft des beweglichen Bodens, wo F r«, /> — 
sein möge, so nimmt unsere Gleichung die Form an 

(r'-F.') = 2j^. (101) 
p 

For ihre weitere Behandlung beschränken wir ans au£ die beiden 
Rchon S. 385 signalisirten einfachen extremen Fälle. 

Ist erstens die AusAussöfihung klein, der Ueberschuss des 
inneren Druckes Über den äusseren gering und in Folge hiervon 
der Ausfluss so langsam, dass die Temperatur des ansfliessen- 
den Gases in allen Theilen als constant angesehen werden 
kann, so ist nach (89") 9^Cp zu setzen, woraus folgt: 

f;= ^in^^j. (101) 

Wendet man diese Formel auf die Grenze des G^trahles gegen 

die Atmosphäre an, in welche hinein der Austluss stattfindet, und 

bezeichnet man die bezüglichen Werthe von V und p mit und 

so erhält man » ^ 

K'-F/-|ln(^;). (101") 

worin die Cüü>taiite (' der lierrscheiidon Tt'uiperutur und der be- 
nutzten Gasart individuell ist; in der Tliat gilt 6 = = €,//',. 

Da der Zustand stationär sein soll, so muss die Beziehung 
stattüiiden , „ „ 

weiche ausdruckt, dass durch den, wie 8. 4i>li besprochen, contra^- 
hirten Querschnitt f', in welchem die Dichte «i, die Greschwindig- 

W. V«ior, MMhttlk. MU AaA. 30 
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k«it ist in der Zeiteinheit dieBolbe Masse geht, wie durch den 
Querschnitt q^f wo und F« stattfindet; wegen c„ y% = e^jpt kann 
man dafür anoh schreiben: 

Hierdurch l&sst sich die Formel (101") in die geeignete Qestalt 
bringen, um F, su bestimmen, so dass sie lautet: 

'•v-(».^)l=-^:'(i::)- ''''' 

Fi Ulkt Au>>{i\>iiieii in den leeren iiauiii statt, ist also p. ^ 0. 
jio t rgieUt die Formel T* — CT. was zeigt, dass unt« r diesen I ni- 
stünden die }?ein:i* ht< AniKiluiie vollständiger Ausgleichung der Tem- 
j>cnituivii jedenialls nu ht /uUtssig ist. — 

Siud /weiteus ( K limini,' und l eberdruck, und demgeuiäss tiit 
Austlussiiesohwindiiikeit >o izross. dass man die Warmeleitunir 
iz^\\7. vornachiissigen kann, so gilt nach (39 ) = C\p'y hier 
Uelert <101): 

Angewandt wie die Fonnel (IUI") und unter Berficksichtigung; 
dass hier ans 

iulgit 

ergiebi die« 

Hit'rau» ^rhsut ni^n tlür » 0 

abi» auch t<ir ddis AusstrOmi« in den Wr» Baum eine eadliche 

iT««chwiuüi:k«e:iN 

Fe uie Terfolfte Aü^z^iLs^n c^Sen dsttin rebcmastimBni^ dam 
be: {leichifB r^.'kvtThiltnrswc das t}::adrat dar Avduas^esdnriDdif- 
k;r;t d^rr Ih.'h::^:t iXt'$ uases i:idir«tf^ bia gleichen -f 4m Quadrat 
lit MAäiie ihr dizM rnrcoctMual ist. 

l w iv*. Vdhv^rw'-^ c^* as A'^^iutSReac^winiiizkeit uamittdbur 
.c^ ^\:z^ izLk^v.y'tT. fi.*h aSfr.wvun m^ daaäaadndi 

ftv-f F' üÄijTit'? »friri- £i nz-i 5cr««f SräA. tien iTTSck im 
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keitsmenjje messen. Auch lässt sich die bei constantem Volumen in 
Folge des AusHusses eingetretene DruckiiiKlcruug im Reservoir in 
(lieser Hin<?icbt verwerthen, wenn der Auslluss so laugsam statttiiulet, 
dass in iti in jedein Moment die für den stationären Zustand gültigen 
Gleichungen anwenden kann. 

Die Formeln iür diese DruckiiiiJcrung lassen sich nur ange- 
nähert intepriren, und es bietet einen Vortheü, diese Annäherung 
von vomliercin einzuführen. 

Nimmt man nämlich an, dass die Dnickdifferen/ p^ — p so klein 
neben dem gesammtcn Druck p ist, dass man (//., — y;) y/ neben Eins 
vernachlässigen kann, so erhält man durch Entwickeluug und Be- 
schränkung auf das niedrigste Glied aus (101') und (102) dieselbe 
Formel 

V'-V:^ \ {Po-p). (103) 

also auch dasselbe Gesetz, wie es nach (08") für eine incompressible 
Flassigkeit gilty weiche nnr unter der Wirlrang einer DracIcdiffereQz 
steht 

Auf den ausHiessenden Strahl angewandt giebt die Formel, 
wenn man die Geschwindigkeit im Gasometer gegen die AnsflusB- 
gescbwindigkeit verschwindend klein annimmt; 

= V Ü^, - P.). (103') 

Die in der Zeit dt ausfliessende Masse ist gleich V^iqdt'y sie 
Terringert die Kasse M im Gasometer, so dass also 

ist Nennt man das Volumen Gas im Gasometer so ist Jf « ü«, 
und wir erhalten allgemein: 

Hierin ist» wenn man annimmt, dass die Temperatur des Gases 
im Gasometer constant erhalten wird, e « Cdp^ zu setzen; das neben 
d« auftretende s ist als constant zu behandeln, da oben Glieder 
Ton der Ordnung (<• — i,)/«« neben Eins Temachlässigt sind. 

Hat das GefUss constantes Volumen, ist also dSk Ü, so folgt: 

oder 

Ist der Anfangswerth von p. gleich p^, so erhftlt man für 

80 ♦ 
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die Zeit, die bis zur ELnreidiung des Werthes Terflieart, die 
Formel: 

m wolcher y*^ ein beliebiger mittlerer Werth des Druckes uud ilit- 
ihm eiiti<prechende Diclite ist. — 

Prückt man in Foruiel (lUo) V und J l irch die Austlussge- 
si'Uwindigkeit aus uml setzt coustaute Temperatur voraus, so nimmt 
dieselbe die Gestalt an: 

oder durch EinÜlhruiig tob (108'}: 

('-'•j((>f)-(Äi)1-'-'- t'*^) 

Ihese Formel sriebt den hydraulischen Druck y iunerhalh 
des (lasstromes an, der mit Hiilte > int s m der irefässwand uu der 
untoi^sinchten Stelle angebntchien .Man* iiieters gemessen werden kaim. 
Ist der (.^hirrschuilt des Sir lu» ^ im Gasometer ero^vS gegen den 
coutraiurteu Cjuerschuitt ^ des austretenden Strahles, so gilt einlacher: 

p,-,-{^-p.)('^^-)'. (IM-) 

Wir werden nur ra.rrbalb der ol'en eingeführten Annrilierunjr 
bleibe'', w^nm wir hierm i-echts ; , ,/» mit Eins vertauschen, an^sie- 
uouimon d u F»!l. d:\ss das Verhültniss q •/ sehr stark von Kius 
mul daher unch der Formel Hiich (/>, — y) sehr stark von (;> — y> ) 
verschiedeü ist. ein Fall, deu wir a«88chlif«s<im. Ks wird dann ein- 
lacher 

oder (m*! 

Man erkenut» dese. venu > '| ist dum p<p^ wird; in diMem 
Falle muas also, wenu in dem Qutrachikitt ^ durh eine Oeflnopg 
in der Wand de« dutvhstiOmtea OuialM ein« Terfeinduig nit dem 
Auisenrjittm wo der Dmck p hemcht^ her^stellt wird, die Luft 
vor. au<^n in den Cacal getrieben werden und eine Azt too Snog- 
wirkuBJt en&?teken. 

3L l'eber die Wirknnsen Toa Flü^si^keitistrablen lassen 
sich aus allgemeinen mechanische:! Principien aoch einige 
}t^\^'iT\L':.z^u. lieheu, welche, ob eie ä:leich Mit de« hjdro- 
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dynamiBcben Gleichungen direct nichts zu thnn haben, 
ihres Interesses wegen hier angefügt werden niögciu 

Wir woUen uns ein mit Flüssigkeit gefülltes Gef^ aus velcliem 
anter der Wirkung der Schwere ein Strahl in horiiontoler Richtung 
austritt, reibungsfrei auf einer horizontalen Ebene verschiebbar denken 
und auf dieses System die Gleichungen fQr die Bewegungsgrdssen 
anwenden. 

Sei M die Masse des gefbUten Gefftsses und ü seine horison- 
tale, unendlich klein angenommene Geschwindigkeit, m die Masse 
der bereits ausgetretenen Flttssigkeit, welche die horisontale Ge- 
schwindigkeit besitst» 80 muss nach 8. 172 

eiü' U von di-r Zeit unubhäugi^'en ^^ erth halien; denn die Schwere 
gicbt keine hüri/.oiitaK! Oomponeiitt" und ein etwa vorhandener all- 
seitig gleicher OberHücbendruck desgleichen. £s muss daher 

v^^^TT^^i dV dm 
^-ir-^^ äi dt äf^^ 

oder, wenn man U als verschwindend klein und die Ausflussgeschwin* 
dlgkeit V, als sehr nahe constant annimmt, auch 

if ^^^ -i- r,^ = 0 (IÜ5) 

sein. 

Nun ist dm (If, d. h. die in der Zeiteinheit iiustntonde Fliissig- 
keitsnu-n^jr. gleich >/ 1 r„ und MdUjdl ist nach S. 172 die Kraft A', 
welche der Masse J/ dieselbe horizontale Besclileunigung zu ertheilcn 
vermag, die sie in Folge der austretenden Flüssigkeit erhält; daher 
kann man 

K^^q^v; {lOb') 

auflassen als die Kraft, welche der austretende Strahl auf 
das gefüllte Gefäss ausübt 

Steht die Flüssigkeit in demselben nur unter der Wirkung der 
Schwere, so ist nach {W) V* = 2^A» unter h die Höhe des Niveaus 
über der Oefihung verstanden, es gilt demnach: 

K^-^gfiBq'; (105") 

steht sie nur unter <ler W irkung eines Ueberdi'uckcii — so ist 
K/ « 2(/*, — j*,)/« und es gilt: 

Dividirt man A' durch q\ so erhält man den auf die Flächen* 
einheit des contrahirten Querschnittes bezogenen Reactionsdruck des 
Strahles und kann daher den folgenden Satz aussprechen: 
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Der Reactionsdrack des aus einem Reservoir austre- 
tenden Strahles einer incompressibeln Flüssigkeit ist gleich 
dem Product aus deren Dichte in das Quadrat der StrahU 
geschwindigkeit; in dem speciellen Falle, dass der Strahl 
nur durch die Wirkung der Schwere auf die FlQssigkeit im 
Reservoir getrieben wird, bestimmt sich dies näher gleich 
dem doppelten hydrostatischen Druck in der Oeffnang — in 
dem anderen, dass nur ein Ueberdruck auf die Oberfläche 
im Reservoir treibend wirkt, gleich dem Doppelten dieses 
Ueberdrackes. Die Gesammtkraft, welche das Gefäss durch 
den Strahl erleidet, ist gleich dem Product des Reactions- 
druckes in die Grösse seines contrahirten Querschnittes 
und hat die dem austretenden Strahl entgegengesetzte 
Richtung. — 

Durch eine ähnliche Betrac htung lässt sich auch eiu Scbluss 
über den Druck — uneigentlich Stoss genannt — ziehen, welchen 

ein Fli)s>igkeitsstrahl gegen einen 
starivii KörjtiT ausübt, den er tritTt. 
Von tler Eiu\\ irkung äusserer Kräfte, 
ins!>e«ion<lere der Schwere, mag da- 
bei abgesehen werden. 

In einem Querschnitt a (Fig. 4 5) 
bewegt' >ich »ler Strahl in allen ««einen 
Tbeilen mit der gleichen Geschwin- 
digkeit r^, u!nl sei der Druck auch 
Qberall gleich dem anf die Obertläche 
wirkenden. Hiennit sind dann die 
Voraossetsungen rou S. 4Ö0 erfüllt. 
Weiter werde der Strahl durch die 
Kinwirkimsr de;« <tarren Korj^ers zertheilt und v.r!a--e ihn in eine 
kegelartige Flache ausgebreitet Haben in ilie Theile desselben 
Quersclinittselementes wieder dieselbe iT«schwindigkeiT I'. so mu?«8 
hier auch der Druck im Inneren wieder wnstant und. da derselbe 
dem in a herm^hendeu gleich ist, so mnsa nach (98> hier überdies 

Wir wi.>Ilen die ^hangen für die BewegungsgrOeeen von 
S. 172 anvt d' n a.it d&s^ jl;i$äen;»y$tem, welches aus dem starren 
Körper k und der ^ur Z vt t zwischen a und h betindlichen Flös8ig-> 
keit besteht. Sei Ji die Ma:>^ de< ersteren, i^"< ein Ma^^nelement 
der Ut^te.-^ ti und Selen T. V\ ü* und •% ar die betreffenden Ge- 
:k-hwiLd:^eitäCi>uiivneuteü. J. . . al»er Constantem, so lauten die 
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hier geltenden Gleichungen für die Bewegungsgrössen, wenn wir von 
der Ebwirknng der Schwere absehen: 

M ' er +J udm ^ Ai,, 

M' V -{-Jvdm^B^^ (106) 

L \ T". n" betrachten wir dabei als ausscrurdciitliLli kleine Giüsseii. 

i >itlereiitiire!i wir diese Gleicliungen nach der Zt^it. so ist zu 
liedenken, dass willirernl dt das betrachtete Flü.ssigkeitsvülumen sich 
liings des Körpern verschiebt, etwa die Position zwischen a und b' 
erreicht, wo dann ' 

aa = V^dt, hh' = \\dt ist 

Zwischen a und h ])lribt Masse und Geschwindigkeit, da die 
st'irre Oberfläche eine nur unendlich kleine Geschwindigkeit besitzt, 
unfreändert; die in den Gleichungen (106) auftretenden Integrale er- 
leiden sonach nur dadurch eine Aenderung ihres Werthes, dass der 
sich auf die Masse zwischen hh' beziehende Term additiv, der sich 
auf die Masse zwischen aa beziehende subtractiv zu dem Anfangs- 
werth hinzuzufügen isL Demnach giebt die Ausführang der DiÜ'eren- 

tiafction; ' 

if'-~- + eJ Vudq-^\ Vudq^^, 

M'^~^-^ijVvdq-^jVvdq^(i, (lOeO 

(h) (a) 

M' ''J^ + « J Vwdq - t jvwäg « 0. 

Hierin stellen analog wie oben W dü' jdtf * . die Gesammtcompo- 
nenten X', T, Z* des Dmckee dar, welchen der starre Kdrfier k von 
dem Strahl erleidet 

Nehmen wir an, die Strahlrichtung in a sei parallel der +X-Axe, 
die Bewegungsrichtnng in dq hingegen unter Winkeln gegen die Co- 
ordinatenazen geneigt, deren Cosinus resp. er, y sind, so können 
wir für die Compouenten A", F, Z' der Drucke folgende Worthe 
schreiben: 



r « -tjv'iidqy (106") 
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Jedem Querachnitteelement Ton entspricht eines Ton in 
der Weise, dass durch das letztere dieselben FlfissigkeitstheÜchen 
passiren, wie durch das erstere; da überdies nach Obigem F. = 
constant ist. so kann man Torstehende Formeln einfacher schreiben: 

r ^^tV'Jßdq, (106") 
(»J 

Z'^-^m Jydq. 
<*) 

Um diese Integrale auszurechnen, bedarf es noch der Kenntniss 
des Zusammenhanges zwischen ß, y ^^'^ ii» Allgemeinen 

die TolIstiUidigc Lösnng des hydrodynamischen Problemes Tcrlangt 
und demgemäss nicht angebbar ist. In dem specieUen Falle, dass 
die starre Oberfläche eine Rotationsfläche ist, der auffdlenile 
Strahl kreisförmigen Querschnitt besitzt und mit seiner Axe in ihrer 
Axe H^t» muBS sich nach Symmetrie die Flttssigkeitsmenge rings am 
die X-Axe gleichmassig vertiheilen und daher werden: 

A" = « ^9^(1 - a), Y ^ Z' = 0. (107) 

Ist noch die Form dor Oberfläche eine solche, dass die Richtung, 
in welcher sich die Theilchen der Flüssigkeit bewegen, nachdem sie 
die Fläche verlassen haben, auch ohne vollständige Theorie angebbar 
ist| so lässt sich X' nach (107) berechnen. Derartige Formen sind 
insbesondere Kegel von so grosser Seitenlänge, dass die Flüssigkeit 
ihnen parallel weitergeht, nachdem sie dieselben rerlaf^sou liat 

Degenerirt der Kegel zu einer nonnal zur .Y-Axe liegenden 
nicht zu kleinen Scheibe, so kann man ir » 0 setzen und erhält 

.Y'««Pj., (1070 

also den Druck (^eich der Reaction desselben Strahles^ was an sich 
einleuchtend ist, da» wenn man sich das Gefilss, aus welchem der Strahl 
ausfliesst, und die gestossene Oberfläche zu einem festen System ver- 
bunden denkt, dieses durch die senkrecht zur .^-Axe abfliessende 
Flüssigkeit keine Beschleunigung parall^ der X-Axe er&hren kann. 

Die Besultate der letztt*n Betrachtung üsssen wir zusammen in 
den Satz: 

Die Kraft, welche eine Rotationsfläche Ton einem axial 
auftreffenden Strahl einer incompressibeln Flüssigkeit von 
kreisförmigem Querschnitt erfährt, ist gleich der in der 
Zeiteinheit durch den Strahlquerschnitt strdmenden Hasse 
multiplicirt mit der Differenz der der Axe parallelen Ge* 
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schwindigkeiten der Flfissigkeit vor dem Erreichen und 
nach dem Verlassen der Rotationsfl&che. 

Die Toretohenden Betrachtungen lassen sich leicht auf den Fall 
eines GasstrahleB übertragen. 

§ 40. Mechanik reibender Flüssigkeitea. Anfstellimg der Omnd- 
glaioknngen insbesondere für ineompresiible Fläuigkeitea. 

Die Mechanik idealer Flüssigkeiten oder die gewöhnliche Hydro- 
dynamik bot zn den in den ersten Abschnitten dieses Theiles ange- 
stellten allgemeinen Betrachtungen nur ein sehr specielles Beispiel, 
insofern die gemachten Voraussetzungen allein Druckkräfte zuliessen, 
welche stets normal zu dem Flachenelement stehen, gegen welches sie 
wirken. And^ Terhält es sich mit den wirklichen Flfissigkeiten. 

Setzt man ein mit einer solchen gefülltes Gefäss, das die Ge- 
stalt einer Botationsfläche hat» in Hotation um seine Aze, so bemerkt 
man, dass die Flüssigkeit allmfthlich an der Bewegung mehr nnd 
mehr Theil nimmt; die äusseren Sdiichten werden yon dem Gefäss, 
die inneren von den Eusseren mitgeftihrt Hört die Botation des 
Gewisses plötzlich auf» so kommt die Flüssigkeit Ton den äusseren 
zu den inneren Schichten fortschreitend eben&lls allmählich zur 
Rohe. 

Dieser Vorgang zeigt, dass bei den wirklichen Flüssigkeiten noch 
andere Druckkräfte Torhanden sind» als die bisher betrachteten, nnd 
dass dieselben auch tangentiale Druckcomponenten ergeben. Wir be- 
zeichnen diese inneren Kräfte mit dem Namen der Flüssigkeits* 
reibung nnd wenden uns nunmehr ihrer Betrachtung zu. 

Die Flüssigkeitsreibung ist eine Kraft, welche nur dann 
auftritt, wenn innerhalb der Flüssigkeit Geschwindigkeits- 
differenzen vorhanden sind; sie ist unmerklich, wenn sich die 
Flüssigkeit wie ein starrer Körper bewegt, also auch wenn sie ruht 
Letzteres wird dadurch erwiesen, dass sich alle Gesetze der gewöhn- 
lichen Hydrostatik mit der Beobachtung an reibenden Flüssigkeiten 
in merklicher üebereinstimmung ergeben. 

Die Gesetze der Flüssigkeitsreibnng durch das Experiment aufzu- 
suchen, wie das für die Reibung zwischen starren Körpern möglich 
war, Terbietet steh durch die grosse Complication der maassgebenden 
Verhältnisse. In diesem, wie in ähnlichen Fällen entwickelt man 
die Theorie aus einem System von Annahmen, welche nach Wahr- 
scheinlichkeit gewählt werden, und prüft dieselben durch die Ver- 
l^eichung specieller von der Theorie gelieferter Folgerungen mit der 
Beobachtung. 
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Von Bolchen Annahmen legen wir folgende zwei der Theorie 
der Flttssigkeitsreibnng zu Gmnde. 

1. Die Ursachen derFlflssigkeitsreibnng eindmolecnlare 
Wirknngen; daher hängen die innerhalb eines nnmerklieh kleinen 
Bereiches B erregten Druckkräfte nur von dem Zustande dieses Be- 
reiches ab. 

Jede Bewegung eines nichtstarren Körpers stellt sich nun, wie 
wir im ersten Abschnitt dieses Theiles gesehen haben, innerhalb des 
Bereiches B als die Snperposition einer parallelen Verschiebung, einer 
Drehung und einer Dehnung nach drei zu einander normalen Bich- 
tungen dar. Da nach dem Vorausgeschickten eine Beibang im 
Innern einer als Ganzes bewegten Flüssigkeit nicht stattfindet, so 
können die ersten beiden Antheile einen Eünfluss auf die Beibung 
nicht besitzen. Da femer im Buhezustande keine innere Beibang auf- 
tritt, so können nicht die absoluten Werthe der Deformationen, sod- 
dt'm nur ihre Aenderungen mit der Zeit, im einfiujhsten Falle al«o 
die Deformationsgeschwindigkeiten, deren Grösse bestimmen. 

Die Deformationsgeschwindigkeiten innerhalb des Bereiches 8 
bestimmen sich aber nach dem Inhalt Ton § 29 ToUstandig durch 
die sechs Geschwindigkeiten der Axendehnangen 

du , B r 

uud der Axen winkeländerungen 

6 r ö «• , du- du , 

von diesen Grössen allein müssen also nach <]• in Vorstehenden auch 
die von der inneren Beibang herrührenden Druckkrütte abhün^en. 

Auf die Art dieser A))hängigkeit bezieht sich die zweite An- 
nahme, die wir vorausschicken. 

2. Die Drnckcomponenten der Flfissigkeitsreibang siud 
lineäre Functionen der Deformationsgeschwindigkeiten. 

Das Hypothetische dieser Festsetzung leuchtet ein, wenn msn 
be<leukt, dass die Deformationsgeschwindigkeiten in Wirktichkeit 
keineswegs unendlich kleine Grössen sind und es demnach von vorn- 
herein keineswegs erlaubt ist, eine lEteihenentwickelong der Druck- 
componenten nach Potenzen jener Unabhängigen mit den niedrigsten 
Gliedern abzubrechen, sondern es muss die Berechtigung hierzn im 
Falle der Anwendung der Theorie auf wirkliche Vorgänge e:q»en- 
uteutell geprüft werden. Indeässen wini die gemachte Annahme in 
iedem Falle um so näher erfikllt sein, je kleiner die vorkommendeo 
IVtbrmatioüsgeschwiudigkeiten sind, und die absukitenden BesuHate 



(IU8) 



du dv 
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werden, selbst weno sie sich unter Umstanden nicht bewiUuren sollten, 
als Grenzwerthe» denen man bei kleinen Geschwindigkeiten sich 
nähert, Bedentang behalten. 

Ueberdies ist ersichtlich, dass von den nächsten Gliedern einer 
Beihenentwickelnng erst diejenigen dritter Ordnung in Betracht 
kommen wUrdenj weil die Glieder zweiter Ordnung nicht (wie offenbar 
erforderlich ist) mit dem Vorzeichen der Dilatationsgeschwindigkeiten 
dis ihrige umkehren; die Annäherang erscheint hierdurch also noch 
bedeutender. 

Da sechs Deformationsgeschwindigkeiten und sechs Druckcom- 
ponenten Torhanden sind, so wird die allgemeinste homogene lineare 
Beziehung zwischen beiden 36 Oonstanten enthalten. Diese Anzahl 
reducirt sich aber durch folgende üeberlegnng sogleich auf neun. 

Wir haben im ersten Abschnitt dieses Theiles gezeigt, dass fQr 
jedes System von Deformationen innerhalb des unmerklich kleinen 
Bereiches B ein Coordinatonsystem X% r*, Z% das sogenannte Haupt- 
dilatationsaxensystem, existirt, in Bezug auf welches die Winkel- 
ändemngen y,\ r/, x^' und demnach auch ihre Geschwindigkeiten 

i^z") ' i-^J) verschwinden, womit zusammenhängt, dass die Defor- 
mationen sich symmetrisch um dieses Axensystem gruppiren. Wir 
haben in dem zweiten Abschnitt für ein beliebiges System Ton Span- 
nungen innerhalb des Bereiches B ein Axensystem Xt% Yt% Z,* kennen 
gelernt, das System der Hauptdruckaxen, in Bezug auf welches 
die tangentialen Druckcomponenten y/, Z^ , Terschwinden, womit 
zusammenhängt, dass die erregten Spannungen sich symmetrisch um 
dieses System ordnen. 

Da aber, wie bei allen isotropen Körpern, so auch bei 
Flttasigkeiten alle Richtungen unter einander physikalisch 
gleichwerthig sind, so müssen in ihnen für jedes System 
▼on Deformationsgeschwindigkeiten und dadurch hervor- 
gerufenen Druckkräften das Hauptdilatations- und das 
Hauptdruckaxensystem zusammenfallen. 

Dies giebt die Folgerung, dass bei Einführung dieses Ooordi- 
nataasystemes X\ nur drei lineäre Relationen mit drei ünah- 
hängigen aufzustellen sind, welche also nur neun Constanten enthalten. 
Wir schreiben sie, indem wir die von den Deformationsgeschwindig- 
keiten unabhängigen Theile der Druckkräfte, die bei yerschwin» 
dender Reibung allein übrig bleiben, mit bezeichnet, liinzufüfjen: 
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wobei das negatlTe Vorzeichen ausdrftcki» dass bei poflitiven Werthen 
a^j^ die Kräfte den Deformationen entgegenwirken. 

Diese Formeln vereinfacben sich noch sehr, wenn wir benntsen, 
dass die drei Coordinatenazen untereinander gieichwertbige Bich- 
tungen sind, und dass demgemftss eme Vertaascbung der Goordi* 
Daten die Gleichungen nicht ändern darf. Denn ein System (I) 
▼on DeformationsgeBchwindigkeiten, welches gegen das System XYZ 
ebenso Hegt, wie ein System (II) gegen das System TZX muss auf 
ein System {V) von Drucken Ähren, welches sich in dem Azenqrstem 
XYZ ebenso ausdruckt, wie das durch (II) erregte System Dtneke 
(H ) in dem Axensystem TZX. 

Hieraus folgt, dass zwischen den nenn Constanten und den 
drei p^^ die Beziehungen stattfinden müssen: 

Om SS a„ B 9 Ö„ S Ol, S O,, =3 (X', 

worin />, a und a neue Bezeiclmiingen sind. Die Formeln (108') 
wenlou hierdurch, wenn man noch die Abkürzung 0-' für die Ge- 
schwindigkeit der räumlichen IHlatation einführt, also 

o X öy ö t ^ ' 

setzt* 

X/«;.-(2a(V]r + a'(^y). 

y;«j,- (2a («/;)' + a'(,^)'), (108'") 

Indessen setasen diese Gleichungen ein eigenartiges Azen^ytem 
▼oraus, das weder im Voraus bekannt, noch selbst innerhalb der 
^'anzen betrachteten Flüssigkeit von gleicher Lage ist, da es ja nur 
durch deren Verhalten innerhalb des Bereiches B der Stelle y^x 
deHnirt ist. Für die Anwendung müssen daher die obigen Fonneln 
(108'") noch auf ein bei i eiliges Coordinatensystem transformirt 
werden und zwar in ihren beiden Seiten. 

Dies geschiebt ÜRst ohne Rechnung auf folgendem Wege. Die 
allgemeinen Transformationsformelu (36) für die Druckcomponcnten 
nehmen in unserem Fall, wo das Axenkreuz A" y Z' mit dem Kreuz 
X'Y*Z* der Hauptdruckazen zusammen&llt^ die Form an: 

K = -V + /^.' ^; + r: z:, u. s. £ 
7, = «.«.-x:.» + + tt. 8. f. 

Man erh&lt sonach X^ und 7^, indem man die in (108''') enU 
haltenen Ausdrücke für .V, , resp. mit ir,*, ß,\ y* und o, er« 
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ßtß$t y%y% ztuammenfasst Um dio Resultate in den x^,,,, aus- 
mdrtlcken hat man einerseits zu benutzen, dass nach S. 359 

,y = {x;y + cv;)' + («;)' = x; + ?/; + < 

ist, aüilerorHcits, dass dio aUgemeineii Trausfbrniationsformeln (17) 
flir die T)eluriJiaLioiisgr()s?jün in uusercni Falle, wo das Axenkreuz 
X' Y' Z auch mit dem System der Hauptdilatationsaxen zu- 
sammenfällty liefern: 

So gelangt man direct zn dem Resultat: 

Y^=p-{2ayJ •\-a\r), (109) 

Die })ciden Constanton a und a heissen die ReibangSCOSfficienten 
der Flüssigkeit; beachtet man die Dimensionen der Druckcomponenten 
nach (19"') und dtr Deformationsgeschwindigkeiten nach (108), 80 
findet man fUr ihre Dimension den Werth: 

[a] » M « [m r' r ']. (10»') 

Ist die reibende Flttssigkeit incompressibel, ist also mit & auch 
i9''s=0, so hängt ihre Bewegung nur von a aliein ab. 

Setzt man die erhaltenen Resultate in die Bewegungsgleichungen 
(25) ein, so erhält man folgendes System: 

di d* ^ ' 0% 

Zu diesen für jeden Funkt im Innern der Flüssigkeit geltenden 
Formeln tritt noch weiter das Gesetz, welchem die Dichtigkeit e 
folgt, also im Falle dieselbe nur eine Function des Druckes ist, die 

eMcho«: ^^^^^j ^^^^ /"{■-n, {im 

femer die Gleichung der Continuität: 

d» dff B» • ät * t dt ^ * 

Die Bedingungen fQr die Oberflüche der Flttssigkeit 
bilden wir unter der Voraussetzung, dass dieselbe von einer zweiten 
FlQssigikeit begrenzt wird; dieser Fall nmsdiliesst den einer festen 
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Wand, wie aach den, dass die Grenze den Abschlnss gegen ein Gas 
oder gegen den leeren Raum hin bildet Haben die Elemente der 
beiden Blttsdgkeiten (A) und {k) an der Stelle y, z die Geschwindig- 
keitacomponenten T/^, r^, und ü^, r^, w^y so folgt ans (18") zu- 
nächst die Gleichung 

— OOS {n, x) + (r^ — t!OS (w, y) -f- {Wj^ — Wj^) COS (», ^) = 0 . (III) 

\\"( iter kommen die in (27') enthaltenen Bedingungen für die 
Druckkräfte zur Anwendung, und zwar einmal für ein Volumenelement 
innerhalb der Flüssigkeit (/<), einmal für eines innerhalb {k), wobei 
die Wechselwirkung zwischen den beiden Voiumeneiementeu die 
Stelle der äusseren Kraft einnimmt. 

Flüssigkeiten, welche innere Reibung besitzen, reiben sich auch 
an einander oder an einer festen Wand; in F'olge dessen wirken in 
der Grenze zwei Kräfte, welche den Theilen der A'^, . . . oben io 
(100) entsprecheil, ein normaler Druck p^^^ und eine Reibungskraft It^^^ 
welche man in Analogie zu der Reibung zwischen zwei starren 
Körpern dt r relativen Geschwindigkeit entgegen wirkend annimmt 
Die relative Geschwindigkeit K^^^ von {h) gegen {k) hat die Com- 
ponenten 



«Ä-"k» 'A-'k' «'ä-«'^* 



und deumach eine resultireude Grösse 



demgeraftsB hat die Beibang 7?^^, welche die Flüssigkeit (//) erfahrt 
die Componenten 

und Analoges gilt für die auf {k) wirkende. Daher folgen ans den 

Gleichuiigon ^^27 ) die Systeme: 











= 0, 


(i'J* - 








«0, 










= 0, 




i^**^OSv/*y — 










y^^^cos {^11^ y) - 










l'kk cos - 






= 0. 



(III) 



bezeichnet hierin die äussere Normale auf der Flüssigkeit (A). 
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Nach dem Satz von der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung sind jt^^ und p^^, R^^^ und R,.f^, und nach ihrer Definition 
Vf^^ und unter einander gleich; die Summe der entsprechenden 
Formeln beider Systeme ftlhrt, da und entgegengesetzt ge- 
liehtet sind, auf das allgemeine System (27) zurftdc 

Die Reibimg in der Grenze reraohwindet nach der Beobachtung 
im Znstande der Ruhe, sie muss also eine Function der relativen Ge- 
schwindigkeit saiii, und die einfuchste Annahme, welche ubeneiu 
der Ober die innere Reibung gemachten entspricht, ist die, sie mit 
'*» proportional zu setzen. Schreiben wir Ueiiigemüss 

«kk-i%»> ("1") 

80 ist ä, die Constante der äusseren Reibung, eine nur von 
der Natur der beiden in der Grenze zusammentreffenden Körper 
abh&ngige GrOsse; ihre Dimension ist nach den Beziehungen, durch 
welche sie eingeführt ist: 

[5]==[«f-r']. (III'") 

Tritt an Stelle der Flüssigkeit (A) ein fester Körper, 
80 wollen wir fllr dessüu < Icsc hwindigkeitscomponeiiten im Ober- 
flächenelement do die BezeiclimiiiLj Vf., w,^, für diejenigen der 
Flüssigkeit m, t% beibehalten; (laiin nimmt (III) die Form an: 

^ — «J COS (», x) H- — cos (n , y) -i- (t<7 — K^jk) COS (», ») ü. (U2) 

Von den Gleichungen (III') kommen hier, da die inneren Span- 
nungen des festen Körpers hier kein Interesse bieten, nur die ersten 
drei in Betracht, die sich nun einflacher schreiben lassen. Da in ihnen 
nach der Ableitung je die beiden letzten Glieder die Druckcomponenten 
des festen Körpers gegen die Flfissij^eit darstellen, und ihre Ent- 
gegengesetzten somit die Componenten A', Y, Z des Druckes ergeben, 
welchen der Körper von der Flüssigkeit erfthrt» so liefert das erste 
Tripel des Formelsystemes (III') bei Einführung der Beziehung 
(lin unmittelbar 

X^ = X « pf^ cos (w, x) -\- a {u — Mj), 

- y= y"^*C08(n..v) + a (?-rJ, (112') 
a Z BB p^cos(n,«) ä(^^Wj), 

Hierin ist bei den auf die FlOsstgkeit bezüglichen Termeu der Iudex ^ 
flberall hinweggeUissen, demgemäss auch liir J)^^ geschrieben; fQr 
X^, sind die aus (24) und (109) folgenden AusdrQcke einzu- 

setzen. Da eine feste Wand jedem beliebig grossen Druck wider- 
stehend gedacht ist, so bleibt wiUktlrlich; die drei Formeln (112) 
leprftsentiren also nur zwei Bedingungen fOr die Strömung. 
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Fflltreii wir neben der ftussereii NonnAlen n der Flfisaigkeit 
noeh eine Bichtong « parallel der reUtiTen Geschwindigkeit der 
Flaseigkeit gegen den Körper und eine Bichtong l normal su n 
und s ein und bezeichnen die anf sie bezogenen- Kraftoomponenten 
resp. mit S^f und X, L, BO erhalten wir ans (112^ mit 
Hälfe der Factoren co&{n,x), <m(n,y}, coe(ii,») und G(»{s,xi ^{*f!f)* 
cos(»,x) und 008 coe(/,y), co8{t,x) die Gleichungen: 

\ - A = + h, ^^=^ = + « Z « 0, 

deren Richti^ceit sofort einleuchtet 

Beachtet man die Werthe der Componenten A', . . . naoli (109) 
und bezeichnet mit n,'« dieselben Ausdrücke fUr das System 

XSLf die für das System XTZ durch x^', gegeben änd, so 

erfaftlt man ans (112^ das oft nütiliche FormeliBjätem: 

Bezüglich der Reibung der Flüssigkeit gegen den festen Körper 
haben zwei extreme Fälle besondere Bedeutung. 

Ist die Constante ä ausserordentlich gross, so erfordern die vor- 
atehenden Gleichungen sehr kleine \\'ertlie von l\; bei unendlichem 
n mus!« ]\ verschwinden niul «laher die dem Körper benachbarte 
Flüssigkeit sich vollständig mit diesem bewegen, ihn, wie man ^gt» 
jybenetxen". Dies geechicht streng oder angenähert in den bei W eitern 
meisten Fällen, wo sich Flüssigkeiten in Berührung mit festen 
Körpern betinden: hier verlieren die Gleichungen (112; wegen der 
Unbestimmtheit der Produkte ('^ — t«^), . . . die Natur von Be- 
dingungen, während das Verschwinden von 1'^ die nöthigen drd 
Bedingungen in der Form liefert: 

Ü^M^t V*^^* Vat«^. (112^ 

Em zweiter extremer Fall ist der, da>s die äussere Eeihung, 
also n. äusserst klein ist; dann bleibt Gleiehun-: 112) ungeändert 
bestehen, aber in ,112 ) wird j- t/i ausser Auch >^ gleich Null 

Diese BetlniiTuiiu'eii Liriteu streng auch m der i^Treiize g^en den 
leeren luiuin, angeuaiiert in derjemgeu gegen ein ijai». 

§41. Mcor.Anik re:bt::.ier ineompressibler Flusii^keiten^ PotenUal- 
ojid Wiroeibewt^ungeü. Slxumungeii m Spalten und Eonien. 

Die vorstehenden sehr allgemeinen und complicirten Giei- 
chnngen Tereinüuben sich, wenn wir eine incompressible Flüssig- 
keit voniusiietzeii. also = 0 nehmen, nnd nns auf toaseio £iilke 
lK>äi>hränken, die ein Foleatiai ^ haben. 
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Dann wird mb den Qleicbnngeu (109): 

z.«~a»;, -Xy«-a«;, 

aua (110) bis (110"}: ' 

du d{0 + II) . n . 
-J-. = s + J W, 

57- ä3^+.^*'' i^^^) 



t o X e ^ 

p du d V dw 

« ' ÖJC dy fJ^ 



MS (112) und (112"): 

— Wj cos (», j:) + — CO» (», + (if — Wfc) C08(», ») = U, (l H) 

Nachdem wir bei nichlreibenden FlQasigkeiten eine so grosse 
Vereinfachung des Strömongsproblemes durch £inlühnmg eines 6^- 
Bchwindigkeitapotentiales erhalten haben, liegt ea nahe, zn fragen, 
ob auch in reibenden Flüssigkeiten reine Potentialbewegnngen mög- 
lich sind. Seteen wir demgemftss 

da da 00 

imd beachten die ans (113") folgende Beziehang 

so erkennen wir, dass bei Potentialbewegnngen der Einflnss der 
inneren Beibung ans den Hauptgleicbnngen (113') ToUstiUidig rer- 
schwindet^ dus letztere also überhaupt keine Wirkung übt» falls die 
FlflsBigkeit keine Oberfläche hat, in der die Bedingungen (113'") 
gelten. Es gilt daher der Satz: 

In einer incompressibeln Flüssigkeit, die mit beliebigen 
Quellen und Senken oder anderen fiintrittsfl&chen fer- 
sehen ist, aber nirgends durch einen festen Körper, ein 
Oas oder den leeren Raum begrenzt wird, sind mit oder 
ohne innere Reibung dieselben Potentialbewegungen mög* 
lieh und erfordern dieselben äusseren Kräfte und die* 
selbe Vertheilung des Druckes. 

An allen Grenzen der vorstehend bezeichneten Art Iftsst sich 
mit dem (steschwindigkeitspotential im Allgemeinen nur einer Ober* 
flächenbedingung — z. B. bei statioiArer Bewegung der nach (114) 

W. Vom, ll«flhaiilk.;.2mlto Aufl. 31 
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stets geltenden dtf du^O — genügen; da aber bei wirkender 
Reibnng in der Grenze für die Geschwindigkeiten drei Ton eintnder 
unabhängige Gleichungen zu erfüllen sind, so ist es im Allgemeinen 
nnmöglich. die Geschwindigkeiten darch ein Geschwindigkeitspotentisl 
darzosteUen. Daher gilt weiter: 

In einer durch feste Körper, ein Gas oder den leeren 
Raum begrenzten reibenden Flüssigkeit ist eine reine 
Potentialbewejsiing im Allgemeinen unmöglich, d. h. es 
werden hier in Folge der Reibung stets Wirbel auftreten. 

Bilden wir nsch S. 487 die Gleichungen fiir die Wiibeloom- 
ponenten il, ^ r, so erhalten wir jetzt: 

d/i 58», , ör a. /Iii ( 

T*'^6-z+i'i, + 'n + 

dv . 8te . dtt btc a . 

j-tä/. U ^ -k- V , i J». 

dt T ^ o y ox « 

DiVWirbelbewegung hat also in einer r^ibenflen b lüssigkeit 
auch bei Abwesenlieit einer Begrenzung eineL aiid^Tf n Cha- 
rakter als in ein* r nicht reibenden; speciell ^ilt in ihr im Allge- 
meinen nicht der r indamentnle Satz, dass rin Thoih iien. welches ztt 
irgend einer Zeit nicht rotirt, auch niemals in Pn lumiz tieräth. — 

Um vr.Ti fhni vorstehenden allgemeinen Gleichungen AnwendungPTi 
auf }ir-tiiiiinte i'robleine in machen, die mit elementaren Hüllsinitteln 
durchlührhar «ind. l-t-trartiten wir, wie früher, ihn^n <^ntspr»-ehrnile 
Bowpgiiniren in » iner unbegrenzten Flüssigkeit und versuchen sie 
n:n !]trägiich längs aus Stromlinien gt^hildeten Flächen durch tt-^to 
\^ ande zu begrenzen. I- ur --o gewählte Flächen i^t die Bedinguni: 
(114 5;tet< ertnllt. es lian'lelt <?ich nho. /> an starren Flächen 
jed'^n \\ ' rih annehmen kann, im Allgemeinen noch darum, die 
z\v< i ■• Uten <T ' i( lnini,'en (1 14') durch die Ausdrücke für Geschwin- 
digkeiten in der Grenze zu !>< tnt'dii:» u. — 

P'^r einfach<5ti^ Fall, der die Keilauiu ..ur Wirkung kommen 
lässt, i^t «•fieuiMr der, das^i eine **tati<inare >tr'>nniui: pnrailel 
einer Coordinatenaxe stattimdet. Öetzen wir demgemüss 

« ssf r SB 0, « n X, B tr, 
so nehmen die Gleichungen (11^ die Form nn: 

wobei fichon benutzt ist dass (113 ) liefert: 

■fi - (»15-) 
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Jede G^lmderflftebe paraUel der Z-Axe ist von Stromlimeii er* 
fUlt| kann also eine feststehende Begrenzung bilden; an dersdlben 
ffluBs, da die letzte Fonnel (114) durch eine zur Z-Axe überall 
parallele Strömung identisch erfttUt wird, allein noch erfüllt sein 
die wegen dw/dn aus der zweiten Gleichaog (114 ) folgende 
Beziehung 

in der unter n die äussere Normale auf den FlQssigkeitsc) linder 
verstanden ist 

Aus den eisten beideu Gleichungen [11^) folgt, dass 
von X und y, aus (115'), dasa w von t unabhängig ist; die dritte 
(Gleichung (115) kann also nur dadurch erfüllt werden, dass jedes 
GUed für sich gleich einer Constauten C winl; öie reducirt sich da- 
her auf die zwei Furmelu: 

Auä der eratereu folgt: 

0 + I7=C»+(7'; (116) 

diese Foniiel •;estattet U und somit aus vorii('schri<'l)enom Poten- 
tial 0 und den gegebenen Werthen von /> an zwei beliebigen 
Funkten der Flüssigkeit zu Imreihnrn. Die nach S. 135 in 0 un- 
bestimmte additive Constante kann dabei in C gezogen werden. 
Zwei besonders einfaclie Fälle sind lol^'i-nde. 

a) Es wirkt keine äussere Kraft, '/> ist gleich Null, und es ist 
der 1 )rnnk /> und in zwei (.^uerschuitteu * = und * = ge- 
geben; duuu ist: 

ju - s (6X + C), p, « «(C*. + CT), 
also (116) 

b) Es wirkt parallel der ^-Aze die Schwere» und in den Quer- 
schnitten x^g^ und X s hat der Druck den gleichen Werth 
Dann ist: 

p überall = 0 « - . , also C^-g, — (116") 

Die zweite Gleichung (115"') J^w^Ct/a kann in sehr ver- 
schiedener Weise erfüllt werden; wir beschrftnken um auf einige 
raie, in denen die partielle sich in eine gewöhnliche Differen* 
tialgleicbnng verwandelt. 

81* 
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1. Der einfachste dieser Fälle ist der, dass w toh y 
unabhängig ist; dann wird 

und die Geschwindigkeit in Ebenen parallel der FZ-Ebene oonstant 

Die hierdurch gegebene Bewegung besteht aus einer Potential- 
bewcgung 

= 1^^, der ein Potential (f — ^(C',» + 
entspricht^ nnd aus einer Wirbelbewegung 

deren Wirbelftden der Y-Axe parallel dnd und eine Wirbelgeschwin- 
diglceit ^ 

besitzen. 

Als Bt'irr(?naung kann man zwei feste der yZ- Ebene parallele 
Wände z. B. in x 0 und x = h wählen, deren Beibung gegen die 
Flüssigkeit verschieden sein dai-f. Die Gleichung (115") liefert^ auf 
beide Wände angewandt» die beiden Bedingungen^ dass 



für 



* = ^ fÖrx = /. -«(1^)^=5,1/;, 



sein muss, unter o» und a, die betreffenden äusseren Reibungs- 
constanten verstanden. Man erhält hieraus! 



w 



In dem six cieilen Jb^alie, dass beide Wände gleichartig sind, ist 
ö, » s ä, also 

«•=i«K*('+:)). 

und die Bewegung symmetrisch in Bezug auf die Ebene r = /</2. 

Das zwischen diesen beiden Wänden längs einer Breite während 
der Zeiteinheit ausfliessende Müssigkeitsvolumen Q findet sich: 



■> 

Di* Coustantc C bestimmt sich entweder durch <<:p^('henes ü 
oilor durch ▼orgeschriebenes <P resp. gemäss (HO). Für die oben 
besprochenen spedellen Fälle wird nach (116') und (116"): 
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Diese Fonoeln kSnaen zur Berecfanimg von a und ä ans be- 
obachtetem Ü dienen, da man sie auf den Ausfluss ans einem Bohr 
Ton lechteckigein Querschnitt anwenden kann» falls die eine Seite 
des Qaerschnittes (h) sehr gross gegen die andere {h) ist 

Ist it SS 0, =s a , so haben wir den Fall, dass die Ebene x^h 
keine Reibung ausübl^ also etwa^ die frde Obeo^ehe darstellt, wenn 
zugleich j» in ihr constant ist Es folgt dann aus (117'): 

«'=2a(''-2»(«+i))i ("n 

die Formel ist dieselbe wie im Torigen Falle, nur h mit 2 h vertauscht, 
eine Tbatsache, deren Bedeutung man sich leicht klar macht Die 
Bewegung Iftsst sich ansehen als die Strömung in einem sehr breiten 
Ctoal mit ebenem, gegen die Horizontale geneigtem Boden. Ist der 
Neigungswinkel der Z-Aze gleich a und die XZ^Eheae vertical 
die X-Aze nach oben positiv angenommen, so ist 

cos a — sin «) ; 

damit nun 

0+ /7» C»-^ C 

sei, muss 

n sa ^ wt c* ^ gxeo&Ut C = — gnaa 

sein. C bestimmt sich durch den Druck jv, auf die freie Oberflftcbe 
ht 90 dass wir als Endresultat erhalten: 



eg 

10 = 



j» aa -J- 9g{h — X) cos tt* — 

2« Die zweite Gleichung (115 ") 

aw « — 
a 

▼erwandelt sich auch noch in dem zweiten Falle in eint* gewöhn- 
liche Differentialgleichung, dass w nur eine Function des Ab- 
standea e von der Z-Axe ist Dann nimmt sie wegen 



dtf> 
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dw 
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die Jborm an: 



1 dvf . iPte I \ äej »0 /iiu\ 
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und liefert integrirt: 

w = 'y- (e* + (\ In e + C,). (l Ib ) 

Wiedenun haben wir also eine Potentialbeweguag 

vj, s= vom Potential y = ^ (C^« ^ + <^V) 

and eine Wirbelbewegung. 

erhalten; letztere giebt kreisfönnige Wirbelfäden am die Z'Axe, 
denn es ist: ■ 

Die resoldreude Wirbelgeschwindigkeit ist 

Die durch (118') gegebene Bewegung können wir nach (115 ) 
durch zwei teste coaxiale C\ linderüächen von den Radien und 
und mit den Beibungsoonstanten und begrenzen, wenn gilt: 

für e = -i- = a.w, 

für e = — a^.^ =^ aw. 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

wobei gesetzt ist: 

In dem speciellen Falle, dass der innere Oylinder verschwindet» 
also = 0, = Ä ist, gilt: 

Das während der Zeiteinheit ansdiessende Volumen Ü bestimmt 
sich allgemein zu 

in dem speciellen Falle, dass R. = 0, A', » i? ist, findet sieb: 
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und uach KioseUcn des Werthes von C,: 

Q "'ßlR^^4^']. 

ort \ <l f 

Wirkt nur eine Druckdifferenz, so ergiebt dies nach (Uö): 
wirkt nur die Schwere, so folgt nach (116"): 

Sa \ ' a j 

ßeohachtuDgen über den Ausfluss aus borizoutaleQ Köhren, welche 
ziemlich lang gegen ihren Querschnitt sein müssen, damit die Voraus- 
setzungeoy die oben gemacht sind, der Wirklichkeit entsprechen, sind 
▼on PoisEiTiLLE und Hägen angestellt und liabcn Kesultat« ergehen, 
die mit der Annahme ä QO vertraglich sind, also der eiu&Msheren 
Formel entsprechen: ^, 

^ SaXr * 

in der L die Röhrenlänge bezeichnet 

% 42. Mechanik reibender incompressibler Flüssigkeiten. Be- 
schränkung auf uueudlich kleine OeBchwmdigkeiten. 

Die allgemeinen Gleichungen (113') bieten der Beliandlung haupt- 
sächlich deshalb Schwierigkeiten, woil sie nicht linear sind and in 
den Gliedern zweiten Grades die Geschwindigkeiten r, w neben 
einander enthalten, so dasa eine Sonderung der Unbekannten unmög- 
lich ist Wir umgehen diese Schwierigkeit, wenn wir uns 
auf so kleine Geschwindigkeiten und Geschwindigkeits- 
ändernngen nach den Coordinaten beschränken, dass wir 
bis zu einem gewünschten Genauigkeitsgrade die Producte 
udujdx u. s. f. neben <]en in die Beibungsconstaute n multi- 
plicirten lineärcn Gliedern a&ujdx*, * . . vernachlässigen 
können. 

Dadurch erhalten die Hauptgleichungen (US) die i^'orm: 

du , 8(0 + TZ) n . 
dt dx « ' 

- , H a — (1»*) 

a t o y r ' ^' 

a f o V e 

W ir koimcii ilieüellit u weiter nun zwar olnie Kuck.sicht danuif 
benuty.i'ii, iliird) w<>lche VernHchl!is<!.:iniL'tMi sie entstanden sind, also 
auch innerhalb der MUssigkeit (^ueiipuukte und discrutc W irbclfäden 
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aiinebmen, i» deuen t7*-«( liwjL.iiL'keitt-n unendlich ^■.• r<lt !i j^tjer 
für unser specielles PrM}.!*-rjj siuti immer nur dipj« nigen B- reiche 
anwendbar, inn^Thalb «l« n flie stattlmdeDde Bewegung die ge- 
machten Annahm «.-n rer}jtf*rrTi Art- 
ist die Bewegung stationär, so erhalten wir noch einfacher 

— '«-Jtt, — ^- — Jr, - = -Jw; (119) 

dazu kommt nach (113 ") 

f cx cy ox ^ ' 

AI« B<'grenzu!ipeii ij<'hnien wir au'j=chlie««li< h feste Körper, die 
fon der Flüssigkeit benetzt werden, an ihnen gilt somit Dach (112 ) 

Aus den Gleichungen (119^ folgt durch Diflferentiation nach 
X, X nnd Addition mit Bttcksicht anf die letzte Formel (119"): 

J(0 + /7) = O, (120) 

und hiermit eine iiirj»rd< Art vrin IW^wt 'jiineen durch den Drack zti ^r- 
füllen.le Bedingung. Aehnlich i ilL'eu durch UiJiereutiatioii ilt r dritten 
Gleieliuiiir 1 1^^"> nach i/, der zweiten nach r und Stihtraetion, sowie 
durch die beiden eitisj^i» ( henden Oj-t rationen hei Hücksicht aul die 
Deümtionen (78) d^r W irbelcomponenten die gleichfalls völlig allge- 
meinen Bedinguiii£eii 

J/. = 0, Jfi = 0, Jr = 0. (ITXf) 

Die Gleichungen (114") nehmen bei der VerDacblässigang der 
Glieder zweiter Ordnung die Gestalt 

9X o j, B u a . 8 r a . 

dt f dt f*^' dt « 

an. Sie zeigen, dass die S. 441 u. f. erörterte Frage, ob eine gegebene 
Wirbelbewegung bei Einwirkung eines Potentiales stationär sein 
könne, hier sehr einlach entschieden ist; die Bedingungen c). df = i\ 
dftjdi — 0. drjdf ^ des stationären Zustandes für die Wirbel« 
component<'u sind nämlich stets eiiüllt, wenn il» jti, r den Gleichungen 
(120 ) genügen. 

Ff}ü[ eine Potentiaihewegung ron der Form 

ergiebt die letüte Gleichung (119") die frOhere Bedingung 

«0, 

und bei Rficksidit hierauf liefern die drei Formeln (1 19 ) das Resultat: 

0* + iZ = Comx. 



Digitized by Google 



§ 42. Innere Reibang bei onendlich kleinen Geschwindigkeiten. 489 



Für eine Wirbelbewegung vou »ler in (Ö4') angeriebenen Form 
dw dv du ew dV dU 

wobei 

^ + ^4.^«0 und Ji/«-2A, Jr = -2/i, AW^-2v 

ist, ist die zweite Bedingung (119") identisch erfüllt, und es folgt 
ans (120 ) 

AAü^O, AAV^O, AAW^O, 

ergiebt sicli in diesem Falle im Allgemeinen nicht constant. 

Da eine reine Potentialbewopi^nc:. wie wir olx'ii i^rsclien haben, 
im All^pmoinon mit den (rrenzbedinf^Mingen für reibende Flüssig- 
keiten im W uh.'i*s])riH'li ist. so wird man, um die Möglichkeit einer 
Begrenzung zu erhalten, WirbelbLwegungen idlein oder mit Poten- 
tialbeweguugrii combinirt anzunehmen liaben. Dabei ist hervor- 
zuheben, dass, weil die Gleichungen (110 ) und (110") in den u, r, w 
und {^U-^-lI) lioinogf ii linear sind, die Combin;iti(>n mehrerer Be- 
wegungen, die tiiizrlii ihnen genügen, nnf einen Wertli 0+ Tl 
führt, welcher ebenfalls die Summe der den einzelnen Theilen ent- 
sprechenden Ausdrücke ist. 

Die auf S. 444 bis ■\ \>^ lietmeliteten W'irbelhewegnngen sind 
säinmtlich soldie. welche den Bedingungen (120') entsprechen. 

1. Der AnsaU (88) 

a-i a«- 
^•^*äili' '^""«aW ''»"^^»^ 

giebt nach SL 447: 

und dadurch eine Rotation der Blfissigkeit nm die ^-Axe, hei welcher 
die Winkelgeschwindigkeit in concentrischen Kugeln constant ist; wir 
können ste also begrenzen durch eine stanro benetzte Kugel, welche 
mit constanter Winkelgeschwindigkeit rotirt 

Wir Terallgemeinern diese Lösung, indem wir die Sb 444 aus 
dem Ansatz (85) 

A,-0, /«,-0, r,-« (121") 

gefolgerten Beziehungen 

u. — '^ny, ar + wT, tr. = 0, (121'") 

weiche eine Rot.itiofi der gnn/en i' ltissigkeil mit dun hweL; constanter 
Winkelgeschwindigkeit darstellen, hin/.uf[)gen und bilden; 
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IHoBen Werthen entspricht die Winkelgeschwindigkeit 

welche ebenfalls in concentrischen Kugeln constant ist nnd zwei Con- 
btanten enthält, also an zwei Kugeln vom Radius und /»'. gegebene 
Werthe oj^ und w. annehmen kann ; da sie im Coordinatenanfang un- 
eitdlich wird, muss dieser Punkt ausserhalb der Flüssigkeit liegen. 

Man kann die Lösung (122) also dem Problem anpassen, 
dass eine Flüssigkeit zwischen zwei concentrischen be- 
netzten Kugeln eingeschlossen ist, welche um dieselbe 
Axe mit beliebigen constanten Geschwindigkeiten rotiren. 

Die Constanten q und n hestinunen sich dadarch so, dasä all- 
gemein wird: 

fii= rM^T^O ^^^^^ 

Steht die innere Kugel fest, so gilt einfacher: 

Wir wollen das Drohnnii^mom» nt iim die Z-Axe bereclmen, 
welches die innere Kugel in F oli:e <ler Kotation der äusseren erleidt t. 
Hierzu benutzen wir, dass nach (114 ) die Ctmiponente > der Kiii- 
wirkiinn «1er Fiüssijrkeit auf «las OltertiiiclKMielenienl des le-^t* ii 
Körpers, noinmeu nach der Kichtung der relativen Bewegung, ge- 
geben ist durch 

das gesammte Moment ist demnach , falls + 9^ — gesetzt wird: 

N=J e6äo^-aJei;do. (123) 

Da die Richtung der in Bezug auf die Flüssigkeit äusseren 
Normale der festen Kugel derjenigen des Radius entgegengesetzt 
und eine Bewegung ihr parallel nicht vorhanden ist, so tindet sich 

wobei 

ist, falls X den Winkel zwischen der -f r- und der + Z-Richtung 
bezeiihnet und für c sein Werth rsin/ gesetzt wird. 
Mau erhält daher: 



= _ ^ . ( 1 + - j^' )sinr. sin/, (1231 
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uad weim mau dies nebst 

— unter y» den L&ngenwinkel des Badins Ton do verstanden — in 
das Integral (123) einsetzt und ttber die ganze Kngelfl&che integrirt, 
80 folgt schliesslich: 

Eine mit reibender Flüssigkeit gefüllte, mit der Winkel- 
geschwindigkeit m um einen Durchmesser rotirende Kugel- 
schale übt auf eine mit ihr concentrische in der Flüssig* 
keit ruhende Engel ein Drehnngsmoment aus, welches 
proportional mit ihrer Winkelgeschwindigkeit und mit 
der Beibungscon staute der Flüssigkeit ist 

Hängt man die innere Kugel bifilar auf, so erleidet sie in Folge 
der Rotation der äusseren eine Ablenkungi deren Messung nach den 
Betrachtungen in § 20 zur Bestimmung von N dienen kann. Ist N 
gefunden, J?^, und oi, direct beobachtet, so lässt sich nach der 
letzten Formel a berechnen. 

Wie die TOrstehenden Betrachtungen eine Lösung ergaben, 
welche gestattete, die Flüssigkeit in zwei benetzten und mit ge- 
gebenen Geschwindigkeiten rotirenden Kugeln zu begrenzen, liefert 
die Gombination der durch (61) charakterisirten Potentialbewegung 
mit der durch den Ansatz (85) gegebenen Wirbelbewegung eine 
Lösung, die dieselbe Eigenschalt bezüglich zweier coaidaler Kreis- 
cylinder besitzt. Eine Discussion des Resultates erscheint indessen 
nicht nöthig. 

2. Auch die ans dem Ansatz (87) 

ö] öl 

^i = «^J, a»' '''""^ ^^^^^ 

auf S. 446 gewonnenen und discutirten Geschwindigkcitscomponenten 

t'. = + + (124') 

lassen sirli l'ür nusor neues Problem verwcitliiri , wenn wir sie 
mit piner l'ot< ritialln \vt"^7iij7 Ton iUmli' lM'iii < 'li.iraktcr ( (iiiibiuin.'n. 
KiiK' solche hubeii wir oIxmi in der \\ irkunu /wrK'r niil ihren Axt'U 
in der Z-Axe liegender (,hiollji.iare koniicn Lieli iut. HaUe Was ciiic 
aiiendlich 'jrr»«<s(n\ Anstand, das aiidcir nmudlKli kleiueii, uud lug 
das letztere im Coordiuatenaniaug, so f^ali nach (07) 

= - + 7'). (12-1") 
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worin 'j uud '/ Abkiirzuugen für gewisse constanie Aggregate sind; 
daraus folgt dann: 

«.-+5lf!, ^-H-^V"-' U24 ) 

Combiiiirt man die beiden Systeme voii VVertlien zu 

^ (125) 

so erkennt man, dass man u, r, \r durch Vertugun^ ül>er die Con- 
stanten «, 7, 7' auf einer Kugelfläche vom beliebitren Radius gleich- 
zeitig zu Null machen kann. Irn CoordinatenaDlJiiJi: wcrdtti dio 
>•, w unendlich: dieser Punkt «larf a!?ri nicht in die Flüssigkrit 
fallen. Im Unendlichen verschwinden u und c, wahrend w dort 
gleich — y' wird. 

Man kann also die Lösun*' 125) dem Fall anpassen, 
daßs in einem unendlichen, der Z-Axe ]>arallel tliessendeu 
Klüssipkeitsstronie eine starre Kufjel vom Kadius A, an 
welcher die Flüssi^ikeit liafiet, in Rulie verharrt 
Die Constanten haben den Bedingungen 

»«• + 8^ = 0, «-^V_7'«0, (125T 

zu genügen, falls die im Unendlichen stattfindende Geschwindig- 
keit beseiclmet Daraus folgt: 

n^-lEw^, (125T 

und es wird schliesslich: 

«'-•»«(?^(«'~O-^T=i^(Ä- + '-* + 4'0]- 

i4i( i)t man dem ^'aii/eu System die Geschwindi|j:keit m;^ in ent- 
ßcgeiifiesctzter Kiclitung, so koiiinit die Flüssigkeit im Unendlichen 
zur Kuhe um! die Kugel schreitet mit derselben Geschwindigkeit u?^ 
in der Fh*lssii:k» it fort. 

Fm das Afzgre,?at 0+77 für diese Bewegung der Flu>-i,i:keii 
/i stimmen, liat man nach 4^8 nur die von der Wirljel- 
Itewegunfj lierridirenden Antheile h . - . in die Gleichungen (119; 
einzusetzen, am einlachsten in der Form: 

3-'- a* /a' 

H — « el, • — »a-f. "■ = + "u.x + u,}' 
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und die Hfll&aätase (86") za benatzen; dann ergiebt sich sogleich bis 
auf eine urreleTante additive Gonstante: 

0 + /r«-?^-^- (126) 

SchliesBt man die Einwirkung äusserer Kräfte aas und setzt 
demgemftss — o/a, d. h. constant, U^pjtf so folgt: 

y-<,_2»0-^-C + ^"^r. (128) 

worin n den in (125") angegebenen Werth hat, und r = ist. 

Die Wirkung, welche die Kugel parallel der Z-Axo seitens der 
Flüssigkeit eifährt, und welche nach der Symmetrie die einzige statt» 
findende ist» berechnen wir nach der Fonnei 

Z«Jz,(/o«- J^Z,; -t.Z^^A'Z.l^äo, (126") 
in welcher nach (118) 

i^l; wir haben aiicli liier für //. r, w nur die von den Wirbein lier- 
rülireiiden Aiitiieile eiii/usetzen . da jji die I'otenlinlbewegUTii:, wie 
wir Irüher gesellen haben, keinen Autlieil zu Z giebt Nach einer 
einfachen ßechuuug erhält mau: 

Z = — 12ii «/< J cos'/ sin/ (ij^ = — biji aw, 

0 

oder in Rücksicht auf den Weilh von n: 

Z^-^-^naRw^, (126') 

Ein unendlicher gerader Flüssigkeitsstrom mit der Ge- 
schwindigkeit w-^ und der inneren Reibungsconstante a 
fibt anleine in ihm ruhende benetzte Kugel vom Radius J? 
Drnckkr&fte ans, welche eine Eesultante parallel der Be- 
wegungsrichtung von der Grösse ^nRatv^ ergeben. 

Gleich gross und entgegengesetzt gerichtet ist die 
Einwirkung, wenn die unendliche Flüssigkeit ruht und die 
feste Kugel ohne Rotation mit der Geschwindigkeit 
geradlinig fortschreitet 

§ 43. Mechanik elastischer Körper. Aufstellung der 
Omadgleiehungen; Anwendung auf den fall des Oleiohgewichtes. 

Elastisch nennen wir einen Köiper dann, wenn jede durch 
ftussere Einwirkung hervorgebrachte Deformation in ihm KrBfte er- 
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regty welche diese Deformation rückgängig zu macbeo streben. Der 
Köiper lieisst vollkommen elastisch, wenn jene Beactionskiilfte 
aof keine andere Weise, als dnrch Wiederberstellnng der ursprOng* 
liehen Anordnung, znm Venchwind^ gebracht werden können, dann 
aber anch stets verschwinden. Wir beschäftigen uns weiterhin ans* 
schliesslich mit diesen ▼oUkommen elastischen Körpern. 

Bezüglich des Zusammenhanges zwischen den Deformationen 
nnd den durch sie erregten Beactionskrilften machen wir ähnliche 
Annahmen, wie wir sie im vorigen Abschnitt der Theorie der Flfissig- 
keitsreibung zu Grunde gelegt haben. 

1. Die Ürsachen der elastischen Kräfte sind molecnlare 
Wirkungen; daher hängen die Werthe dieser Kräfte in einem be- 
liebigen Punkt p nur von dem Zustand des Körpers innerhalb des 
Bereiches B dieses Punktes ab. Die Verschiebung und Drehung 
dieses Bereiches als eines Ganzen kann nach dem Vorausgeschickten 
auf die elastischen Kräfte in p keinen Einfluss haben, sondern nur 
seine Deformation. Letztere bestimmt sich aber nach dem in § 29 
Entwickelten vollständig durch die sechs Dififerentialausdriicke 

bbx b^y ddx 

d dy d dx döx d öx B öx 8 dy 

welche wir die Def'orniationsgrÖssen genannt haben; von ihnen und 
etwa noch von ihrcti Differentialtjuotienten nach der Zeit ktmoea 
also die elastischen Drucke an der Stelle p allein abhängen. 

Der Bequemlichkeit halber bezeichnen wir weiterhin die V^er- 
schiebungen dx, tfu. A: seihst mit den Buchstaben u, v, w, die wir 
im vorigen Abschuitt für öxjÖt, Syjdt, (izlffi angewandt haben; 

r, w haben also weiterhin nicht mehr die frühere Be- 
deutung von (jeschwindigkeitscomponenten, sondern "^ind 
die Verrückungscomponontei! an der Stelle «, y, ^. Zu- 
gleich wird jetzt für die Deformationsgrössen des Be« 
reiches B gelten: 

du _ _ 

Die räumliche Dilatation i9- des Bereiches B ist gegeben 
durch 
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seine Drehungswinkel um die Goordinatenaxen durch 

2. Die. elastisclu'ii 1 ) r u c kco in j)0 non 1 »• n sind liiioäir 
Functionen der I)eforraations}T:röss('n. I )ii'st' zweite Annalinii- 
ist ähnlich hypothetisch, wio dir- Mutsprccliondt' aut" S. 474, da «Iii» 
Defonnationsgrössen ehistisclicr Korjior in der Praxis niclit immer 
80 ausserordentlich kleine Zalilen sind, ilass dio unbekannte Knnr- 
tion, welche den Zusammenhang; mit Strenge aufriebt, bis zu einer 
izeniigenden (lenauigkeit durch das erste (ilie«! der Potenzentwicke- 
hm^' darL'estellt werden kann. Es ist also eine Prüfung der Be- 
rechtigung der gemachten Annahme bei den Anwendungen auf 
wii'kliche Verhältnisse auch hier nicht zu unterlassen. 

Da nach unseren (Trundannahnieri die elastischen Keactionskräfte 
nur dann, aber dann auch stets versehwinden sollen, wenn alle De- 
formationen verschwinden, so kimneu Glieder, welche die Difteren- 
tial'iuotienten der Deformationsu'rossen nach der Zeit enthalten, 
nicht vorkommen, eine Abhiin ^'i^^keit von den (i esch windig- 
keiten ist nnniit;:lich, auch darf ein von den Deformationen 
unahlum^l L'»"i (ilied nicht auftreten. 

Der allgemeinste Ansatz für die elas^tisehen Druckcomponouteu 
ist also, wenn c^^^ constantc Parameter bezeiclmen: 

— = «u*. + Cn3r, + '^.i«, + + <^i»*« + (127'") 

— — <V,ar, + OnSf, + 'V.*, + f^y, + + c«.«y n. 8. f. 

Beschränken wir uns aber auf Körjjer, m dencü aih' Richtim^'en 
physikalisch glcichwerthig sind, also sogenannte isotrope Aletiien, 
1>. homogene unkrysUilIiuische feste oder Hüssige Kcrper, so liisst 
sich nach dem S. 47^ und 477 in gleichem B^dle angewamlten Ver- 
lahreu eine grosse Vei i iiiiachung erzielen, und wir krninen das 
dortige Resultat mit anderen Constanten ohne Weiteres auf unser 
Problem übertragen und setzen: 

— = iio - c')y,, - = i{c - c) x^, - .\ = ^{p - c)x^. 

Die heiden Coefficienten e und c' sind der Substanz des be- 
trachteten Kdrpers indiTidaell und heissen seine Elasticitätscon- 
stanten; sie sind ftlr feste Körper thceretiscb weder unter einander 
noch mit anderen physikalischen Oonstanten des Mediums in Zu- 
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sammenbaiig zu bringen und nnr durch directe Beobachtungen zu 

bestimmen. 

Für Flüssigkeiten, in denen nach den fiesultaten der früheren 
Ahschuitte im Gleichgewichtszustände tangentiale Druckkräfte nicht 
bestehen können, mnss e^H sein und demgemäse statt (128) folgen- 
des System gelten: 

— 

Während bei liomogeneti festen und tro])fbar flüssigen Kürpem 
der Anfangszustaiid so gewühlt werden kann, duss in ilmi elastisdie 
Kräfte überhau|)t nicht wirken — was eintritt, wenn diu Korper 
äusseren Kinwiikiii L^on überhaupt nicht unterliegen — ist dies bei 
Gasen nicht an^fau^i^^, da diese unter solchen Unistainlen sicli über 
einen unendlichen l\auni ansdelinen. Hier sieden also die in (128') 
entlialtenen Wertlie der Druckconiponenten X,, . . . A' niemals die 
gesauimteu Drucke dar, sondern es ist: 

— ^. — ^,-0, 

woltesi den Druck in dem Znstande bezeichnet, von dem 
aus die I)eforniation gerechnet ist. 

Die Coustante <; lässt sicli in diesem P'alle hestiuimen. Handelt 
es sich um eine Deformation hiü Consta nter Temperatur, so ist nach 
(39") und daher auch pk - unter k das Voiuuien eines Massen- 
eleniente.s verstanden — constant. 

Hieraus folgt, wenn öp die Acnderun^ von /> bezeichnet, die 
einer Aenderung von k entspricht: 

^^l^^ß- oder Sp^p&. 

Nun ist jt mit dem obigen und y f f)p mit A*^, Y^, Z identisch; 
es folgt sonach durch Vergleichung für Gase c ssp^ und 

x.-y, = z.=p.(i + *), 

y. = ^, = A; = o. 

Für Deformationen, die ohne Wärmeaustausch verlaufen, also 
z. B. für schnelle Schwingungen, ist — falls x eine dem Gas indi- 
viduelle Constante (das Verhältniss seiner specifischen Wärmen bei 
constantem Druck und constantem Volumen) bezeichnet — nach (39'") 
und daher auch pk'* constant; also gilt: 

~- = Ä xi> oder dp = 3ep&, 
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and hieraofl folgt: 

-X^B = ^, + «»*^)» (128 i 

V\ r I heu ilie Gase weiterhin nur bei einzeinea speciellen Pro- 
bieuieii in Betraclit. 

Die Diiiieiiäicni einer Eiasticitätscoustanten ist die einer Druck- 
kraft aläo gilt; 

H = M - r' #-«]. - (128"") 

Mit den Beziehungen (128) sind die allgemrii n Bewe^ngs- 
gleichungen (25^ ans § 3U zu verbinden. Dabei wollen wir ebenso, 
wie in den Detiuiüouen der DeOnMiiutiünsgrössen, x, y, z consequent 
in der Bedeutung der ('oordmaien der Anfanfjshipe des Volumen- 
elementcs weiterfülin n , auf welches sich die Formeln beziehen. In 
den Beschleunigungen d^yjdf, (Txjdf haben sie aber die Be- 

deutung der Coordinaten der verschobenen Lage. Wir werden in 
ihnen also an Stelle von ;r, x, nunmehr r-f-'/. // 4- * -|- «- setzen 
und berucksirhtitren, das.s Ijit riii die x, x sich nicht mit der Zeit 
ändern. Deingtinasö erscheint jetzt d^xldC, iTy/df, d^A^^jät* mit 
(CujdC, d'vfdt\ d'irjdt' verUnsclit. 

Diese vollständigen T)iti»M-futiulqu()tiniit'ii >ind nun weiter, da 
wir «, »\ w als Fu lu tionen von ^ und t anselien, in ihi^e Theile 
zu zerlegen gemäss dtm Schema: 

&* \p d* xf) du ^l d V 

dV " dt* dxdt dt öyö^ a/ 

da aber v, to und ihre Differentialquotienten als sehr kleine UrÖBsen 
angesehen werden, so können wir die Glieder, welche in Bezug auf 

sie zweiter Ordnung sind, neben denen erster vernachlässigen und 
also einfach d'xjdt* mit &uldt% d'vldV mit d*vldi\ d^w/df mit 
d*wjdC vertauschen. 

Die Gruudgleichuogen, von denen wir bei der Behandlung 
ela.stischer Körper auszugehen haben, sind hiernach folgende. Erstens 
die Uauptgleichungen(2Ö)» für einen jeden inneren Punkt geltend: 



d*u _ ^ „ iöx. , dx, ^x^ 



S*w „ (dZ, , dZ, , dz: 



d f 



jöZ dZ, dZ.\ 
[fix öy ^ dxl' 



zweit4*ns die Oberfläclu nbedingungen (27) für die Druck- 
kräfte an der Grenze zweier Körper {h) und {k}: 

(A'J* + (A'A = U, ( + (} = 0, {/J, 4- {/^J, = 0, (125» ) 
W. Vui«r. MwhMlk. Sir«il« Aofl. 83 
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welche wir, wenn in dem einen der Grenzdmck diieci gegeben ist, 
nach (27 ) schreiben t 

X^4-A=0, y^4-i=ü, Z^ + Z=0; (129") 

drittens die Grenzbedingnngen für die Verrücknngen in der 
Grenze zweier KOrper {h) nnd {k), in der Form (18"): 

(«^ - cos {n , x) + - r^) cos (w , y) + {w^ — u ,) cos (//,;) = 0 , (1 30) 

falls die Körper in Berührung sind, aber sich an einander verschieben 
können» oder aber nach {iS^'y. 

falls sie fest zusaiiiinenliiineren : viertens die Bt'stimmuii ^; des A Fi- 
fa ii gsz ustandes oder die Festsetziniii der Wertlie der Verriiekuij<,'»'ii 
und «ler Ge«5ch\vindi?keiten zu einem bestimmten Zeitpunkt^ die wir 
so iormulireu, dass für t = i): 

u^u% v^if, w^u/'y Qf^u, 57 =t^, ö7^^ ^^^^ 

gegeben sein soll, anter u% if, uf, u, v\ w gegebene stetige Funo- 
tionen der Coordinaten Terstanden. 

Diese Tier Systeme Ton Gleichungen bestimmen fftr einen freien 
elastischen Körper vollständis: die Verrttcknngen als Functionen des 
Ortes und der Zeit, wobei allerdings zu bemerken ist, dass die 
wirkenden Kräfte so gegeben sein mUssen, dass die Verrückangen 
tt, r. V unendlich klein bleiben. 

ist der Körper nicht firei, ao kommt zu den obigen noch ein 
itiuftes System von Gleichongen, welches man passend da^enige der 
Befestigungsbedingnngen nennen kann, and wdches, je nach 
den Umständen, in Tezschiedener Weise zu formnliren ist 

Meistens wird man einen Punkt ;> . in den man ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit den Coordinatenanfang legen kann, absolut 
festhalten, also 

««.0, v»0, för «»0, y»0, ^»0 (131) 

machen können; mit • ini ui zweiten />. oder dritten />, wäre aber 
dasselbe uu All^tmeinen nicht üiuf^üch, du ihre Abstände vom ersten, 
wie auch die Winkel zwischen ihren Verbindungslinien sich in Folge 
der DeforjLUittiüu uLdcrii kr.nnen. 

Aber man kann di Kichiun^c der Verbindungslinie vun y^ und 
y, unverändert erhalten, d. L, wenn uiau sie etwa zur Z-Axe wählt, 
auch 

ttsQ^ r^O fftr «=0, i/ = 0, X = (131; 

setzen. 
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Für einen dritten i unkt kann man dann nur norli fordern, 
dass er in einer festen Kbene durch die feste Kiclitimg /yj>, bleiben 
soll, während seine Verschiebung in derselben beliebig ist Wählt 
mau diese Ebene zur FZ- Ebene, so muüä uoch 

«»0 für ««0, y = y., » = (lai') 

sein. 

Ein besonders wichtiger Fall ist der. dass die Punkte y;, und y>, 
unendlich nahe bei liegen; die vorstehenden Bedingungen werden 
dann in Rücksicht auf die Hezieiiiingen (\), welche für die Verschie- 
bungen unendlich naher Punkte gelten, die Eorm annehmen, dass 
Itir a; s= 0, ^ = 0, z 0 gelten muss: 

«-0, v-0. »-0. f5-0, ll-O. (182) 

Man kann sie dabin deuten, dass der Coordinatenanfangspunkt 
an seinem Ort, das erste Element der Z-Axe in seiner Richtung, 
das erste KU ment der >'/- Ebene in seiner Ebene festgehalten wird. 

Eine ande re wiclitige Art der Befestigung ist die, dass der Co- 
ordinatenanfang au seiner Stelle rerbarrt und das ihm benachbarte 
Volumenelement keinerlei Drehung um ir^jend eine Axe erfahrt 
Nach (3") sind die Bedingungen dann, dass für x — 0,^=^0, x^O gilt: 

Ort n dw dv du dtc dv du /*o€v\ 

' Oy ö* ox dx' dx dy ^ * 

Wir wenden uns mmmehr specieller m Behandlung des 
Gleichgewichtes eines homogenen isotropen Körpers. 

Die hier, hei nur einem Köi-per, filr die Krfifte in Betracht kom- 
menden Gleichungen sind folgende. Für jeden inneren Punkt gilt: 

^ dy d» ' 

für jedes Oberflächenelement: 

a; -hX^o, F + y = 0, z + z = o, (ISS") 

worin n die äussere Normale bezeichnet Hierzu nelunen wir nach 
(24) die Beziehungen: 

r, - r,cos(»,a?) + i;co8(M,y) + y.cos(«, o, 05^^") 

= Z^coH{n,x) -f Z,c09{n,p)+ Z,cos(»,*), 

und für die . . . die sie detiuireuden (.ileiehungen (128). 

82* 
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Die Gleichungen für Zwischengrenzen und die Anfangsbediuguugen 
kommen hier in Wegfall ; doch wird man die Bedingungen der Be- 
festigung — am bequemsten in der Fonn (132') — behuft Ver- 
binduDg des Coordinatensystemes mit dem Körper selbst dann be- 
nutzen, wenn eine eigentliche Befestigung des Körpers nicht vor- 
geschrieben ist. — 

Bei der Behandlung der vorstehenden Formeln wenden wir 
ein Ver&hren an, das dem in den Übrigen Abschnitten dieses Theiles 
benutzten entspricht Um die Schwierigkeit zu vermeiden, welche 
die E^llung der Grenzbedingungen bietet, sehen wir zunächst von 
diesen ganz ab, betrachten also gewissermaassen einen unendlichen 
Körper. BHlr diesen nehmen wir willkürlich Werthe der Verrückungen 
u, V, w an, bestimmen die ihnen entsprechenden Deformationen x^y^,,. 
nach (127), die Molecnlardrucke A^, F^, . nach (128) und setzen 
dieselben in die fiauptgleichungen (138) ein; dadurch finden sich 
diejenigen Werthe der äusseren Kräfte X, 7, Z, welche die ange- 
nommenen Deformationsgrössen bewirken können. Hierauf suchen 
wir den Körper passend zu begrenzen, zumeist so, dass er längs 
eines Stückes seiner Oberfläche einen oonstanten äusseren Druck, 
z. B. den Druck Null, erilüirt, weil dies praktisch am ersten realisir- 
bar ist 

Die für u, v, w einzuführenden Functionen der Coordinaten 
müssen im ganzen Körper eindeutig und stetig sein; Stellen, in 
welchen eine oder alle unendlich werden, müssen durch eine Be- 
grenzung des Körpers aus ihm ausgeschieden werden. 

Sind in dieser Weise mehrere Lösungen u,^, i\, w^^ der Diffe- 
rentialgleichnngen erhalten, so lassen sich aus ihnen neue bilden, 
indem man sie mit willkürlichen Constanten multiplicirt und zu- 
sammenaddirt, also setzt: 

Da die Gleichungen sämmtlich in % tr, «r, X, 7, X, Z lineär 
homogen sind, so entsprechen die combinirten Lösungen äusseren 
Kräften und Oberflächendrucken, welche in demselben Zusammen- 
hang mit demjenigen stehen, die den einzelnen Lösungen zugehören, 
wie tt, V, %o mit den u,^, u-^. 

Indessen ist hervorzuheben, dass die dargelegte Methode, die 
sich in dec Hydrodynamik so fruchtbar erwiesen hat» in der EUasti- 
citätslehre erheblich weniger leistet Der Grund ist leicht einzu* 
sehen. 

Li der Hydrodynamik gaben die begrenzenden festen Wände 
direct ein Gesetz für die Bewegung und konnten umgekehrt ans 
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gegebener Bewegung direct erschlossen werden; der Druck, den sie 
ecfohreii, blieb sameist ganz ausser Betracht 

Starre Wände» welche die Deformation eines elastischen Körpers 
in fthnlicher Weise leiten and umgekehrt ans seiner Deformation 
erschlossen werden könnten, giebt es aber nicht, denn unsere Be- 
trachtungen betreffen zumeist die Yeränderungen eben derjenigen 
Körper, welche den starren von allen am nächsten kommen und 
welche strömenden Flüssigk<üten gegenüber auch als starr angesehen 
werden konnten. 

Demzufolge haben wir in Wirklichkeit bei den elastischen Kör- 
pern fast ausschliesslich die Kräfte in den Grenzen als gegeben 
anzusehen, und diese hängen mit den Deformationen in so compli- 
cirter Weise zusammen» daas es sehr schwierig ist, zu übersehen, 
ob irgend ein VerrUckungssystem in einer praktisch möglichen Weise 
herrorznhringen ist. 

In der That ist deshalb in einigen Gebieten der Masticilftts- 
lehre zur Durchfhhruiig sijecleller Probleme erfolgreich ein Weg 
eingeschlagen worden, der dem unserigen in mancher Hinsicht ge- 
rade entgegengesetzt ist; es sind nämlich zunächst Gesetze für die 
elastischen Kräfte willkürlich angenommen, welche in einfacher 
Weise gegebenen Grenzbedinguugeu entsprechen, und aus diesem 
sind darnach die Gesetze der Verrflckungen abgeleitet 

Wir wollen uns hier anf den schon angedeuteten Weg be- 
schränken, weil er interessante Beziehungen zwischen Erscheinungen 
der Hydrodynamik und der Elasticität ergiebt und fast nur die- 
jenigen Hfilfsmittel benutzt welche wir in den froheren Abschnitten 
kennen gelernt haben, dabei aber doch zur Lösung mehrerer auch 
praktisch wichtiger Probleme f&hrt — 

Ueber die Veranschaulichung der zu bildenden Lösungen 
ftr u, 17, «r mag hier allgemein Folgendes gesagt werden. 

Da durch die Deformation die Coordinaten x, y, x eines Punktes 
des Körpers in Xy^x-^u, f/, = 7 + v, Übergehen (wobei 

ti, «, «; Functionen Ton y, % sind), so geht eine Oberfläche Ton 
der Gleichung F{xyij, x) 0 in eine andere über, deren Gleichung 
man erhält, wenn man aus den Formeln fhr o^, ^1, die Werthe 
der Ooordinaten x, y, % als Functionen von 2,, 9., bestimmt und 
in F{x, y, ;) « 0 einsetzt 

Diese Bestimmung wird wegen der Kleinheit von u^v,w einfach 
dadurch ausgeführt, dass man in letzteren Grössen x,yfZ mit le,, y,» ^, 
vertauscht, was durch die Bezeichnung u (2^ , , ^u^, v (x, , y^ , x,) 
*<^(3^f^M « angedeutet sein mag, also schreibt: 
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die Gleichung der deformiiten Oberfläche wird hienmch 

F{x, — u,, y, — V,, X, — w,) = 0. 

In dem speciellen Fall, dauss die Oberfläche ursprünglich eine 
zu einer Goordinatenebene parallele Ebene war, wird man natürlich 
die V< rtauschung von x, y, x mit r,, t/,, nur bei den variabel n 
Goordinaten ausführen. Die Gleichung der Fläche^ die aus der 
Ebene x = A entsteht» wird man daher schreiben x, —u{Ä, ff^,x^^Af 
also in « für x den constanten Werth A beibehalten. 

In derselben Weise wie die Deformation einer Fläche bestimmt 
sich diejenige einer Cur?e von den Gleichungen F,{x^y,x)=0 und 
^(•^>y>-) = ^- So wird z. B. die der Z-Axv parallele Gerade x^A, 
y = B durch die Deformation fibergeflihrt in die Cur?e von den 
Gleichungen 



§ 44. Moohamk elastiieher Kdrper. Olelohgewioht bei Potential* 
atfbrmationeB; homogene Defi»m«.tlon; allgemeiMre Pille. 

In der UydrodTnamik haben wir zwei Arten von Bew^UDgen 
unterschieden, Potentialbewegung und Wirbelbewegung, nod 
haben bemerkt, dass aus diesen die allgemeinste sich zusammensetzen 
lässt; da die Verrückungscomponenten «, r, ic in der Elasticitäts- 
lehre in vieler Hiiisit bt den G^schwindigkeitscomponenten in der 
Hydrodynamik parallel gehen, so liegt es nahe, jetzt die analoge 
Unterscheidung einzuführen. 

Wir nennen eine Deformation eine Poteutialdeformation, 
wenn sich die Verrückungscomponenten u, r, w darstellen 
lassen als die partiellen Differeutialquotienten einer und 
derselben Function rp der Goordinaten, welche das Hefor- 
mationspotential heissen mag, d. h. wenn die Beziehungen 
gelten: 

Urlit r die geometrischen Eicrensclialteii dieses Yerrückungs» 
systeuit'S ^'t'ltt'ii na<-li S. 13<> folgende Sätze: 

Coustruirt man das System der Oberflächen 

^ s C 

für nm constante Incremente 6C wachsende Werthe der 
Constanten, so ist für jede Stelle des Raumes die Bichtung 
der Verrttckung gegeben durch die Normale auf der Poten- 
tialfläche, welche durch jene Stelle geht, positiy gerechnet 
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Ton kleinen zu grossen Potentialwerthen; ihre Grösse ist 
indirect proportional mit dem Abstand zweier Nachbar- 
n&cHen an jener Stelle. 

Aus den Bedingungen für die Klxistenz eines Defonnations- 
potentiales 

dp _ 0IP _ dl» du^ dp 

0» dff* 6» dp ~dx 

orgiebt sich weiter iu Verbindung mit der Detiuitiou der Drehuugs- 
oder DriUungswiukel au der Stelle x, x 

das Resultat, dass DeformatioDspotential uud Drilluug sich 
gegenseitig aasscbliessen. 

<len Werthen der u, ^•, w ergeben sich die Deforma- 
tionen gemäss den Formeln: 

»tf-dV^ ^,34„^ 

^'^"^dydx' ^'^öxdx' ^v-^dxdy' 

zogieich folgt die r&nmliche Dilatation: 

Erfüllt das Deiormatiouspotential die Beziehung 

so ist hieruHcli die Dofürmatiou vou eiuer räumlichen Dila- 
tation nicht begleitet. 

Die Anwendung der Betrachtungen auf S. 421 ergiebt den wei- 
teren Satz: 

Die Hauptdilatationsaxen und. falls das Medium iso- 
trop ist, die mit ihnen parallelen Hauptdruckaxen liegen 
für jeden Punkt den Hauptaxen derjenigen FläelM' zweiten 
Grades parnM '. mit welcher innerhall» des dem Punkt za- 
gehörigen Bereiches B die Oberflä('he 7 — C zusammen- 
fällt In dem speciellen Kalle, dass dus Delormationspotential eine 
Function zweiten Grades ist, tritt natürlich die Potentialiläcbe selbst 
an die Stelle jener Hülfsdäcbe. 

Setzi-n wir die in (134 ") angegebenen Wertbe in die 

Ansdrttcke (12n) für die Drnckcomponenten in isotropen Medien 
ein, so Unten dieselben: 
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-i; =.(e-r l^+e-Jy. 135) 



und die Hanptgleidmngen (133) werden unter Benotsung hierTon: 



Hierin liegen folgende wichtig^e Sitze: 

txi^urt ein DefürmaTioiiSjHaf'ntiaj rf , s<:» müssen die 
wirkenden Kräfte nothwendig eüj k r a i i jioteniial </> h;4ben, 
dessen W« rth sich bis auf eine additive Constante be- 
stimmt durcii 

0 = -^^Jy=-j^. (1351 

PotentialdefurmaüüLitD mit constanter oder verscLwiD- 
dendei cubischer Dilatation können nur eintreten, wenn 
keine äusseren Kr;i!U- wirken. 

Umc^r-kehrt erl'orii'-rt da> Febirn iiU'>-*_-rt-r Kräfte, das« 
das beiormationspoientiai der Gleichung J ^ = Const 
genügt — 

Der Druck i\ gegen ein hrii'-hi« n-'-leiitiies Flächen* 
e lerne nt hat nach (133 } und (135; die Componenten; 

f^* \ 

— (' -<:';( cos ;«,y,-r cos ^^-^^cos^n,;)j-rc'J^ cos^».,^> ^1^^) 

,^.^^^C^S^a.,j:;+ ^j^.COS(#*.t,j+c'Jy COS(ri,4 

Gehört da« Flaciieiit lement einer Potei la ; i a l lir an. was vrir durch 
die Wrtauscbung der Normalen v luit i andeuten wollen, so ist; 

worin wie S, 92 
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* 

es gilt demgeiuäss: 

— A', = {o — o) + cAtf C08 {y, «), 

n = (c - c') ^f^^ -^dA(f cos (f, y), (186) 

- i?, = (ff - 4- c cos (r, x). 

In dem specielleii Fall, dass = 0 isty stehen also die Drucko 
gegen die Potcntialflächen an jeder Stelle oonnal zu der durch sie 
hiodorchgelieudeii Fläche B{^p) = Oonst und haben die Besultante 

p,=(ö-c')evö('f))- 

Allf^mein erhält man die Componente noniial /iir Fliiclie 
*f Const, wenn man die Formelu (13G) mit tleu Factoreu 

zusammenfasst; es feiert dann nämlich: 

- JV; = (0 ^ + c - (c - c) I; + J^. (136') 

Aebnlich liel'ern die Factoren 

, . </x , . du , . fix 

COS (fr, J-) = ^ ^ , COS {'T,y) = ^ -^y cos (rr, t) = ^ 

die Componente nach der Richtung einer beliebigen Tangente tr 
an der Potentialtiäche; es wird 

_fi,-(.-c)«f;'=(o-o-)/;j,. (186") 

♦ 

Die Resultirende steht normal zu der Potcutialfläche, wenn 
lur jede Richtung fr verschwindet, also in der PotentiaiÜäche 
neben (f auch S{<f) = d<f jdv constant ist. 

Diese Resultate kommen in Betracht, wenn es sich darum handelt, 
hei gegebenem Deformationspotential in dem unendlichen elastischen 
Körper eine OberHäche zu bestimmen, welche die Begrenzung eines 
Theiles desselben bilden kann. 

Man kann den Satz aussprechen: 

Eine Fläche, in welcher das Deformationspotential (f 
constant ist, kann bei Kinwirkuug äussi-rer Druckkräfte, 
welche normal gegen sie wirken, eine Obi'rfläche des elasti- 
schen Körpers bilden, falls in ihr /ugloich ör/- ■ cnnstnnt 
18t Die äusseren Druckkräfte erhalten dabei constaute 
WerthOi wenn gleichzeitig in ihr auch 

^JV;-(tf~a')"^^ (136'") 

eonitant ist 
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Was die Bedio gangen der Befestigung anbetrifft, so be- 
Bchiftnken sich dieselben im Falle einer Potentialdeformation darao^ 
dass f&r einen beliebigen Pankt, z. B. den Coordinatenanfaug, ti, v, w 
verschwinden müssen; denn da die Rotation irgend eines Volnmen* 
elementes durch die Annahme eines Deformationspotentiales bereits 
ausgeschlossen ist, so sind die letzten drei Bedingungen (132 ) nicht 
nur für einen Funkt, sondern allgemein eifÜUi 

1. Der denkbar einfachste Fall einer Potentialdefor- 
mation ist der, dass die Deformation homogen ist, d. h. 
dass die DeformationsgrOssen x^,,.» Co n staute sind, woraus für 
das Defonnationspotential eine Function zweiten Grades folgt Dieser 
Fall hat nicht nur an sich der praktischen Beziehungen halber ein 
grosses Interesse, sondern der betreffende Ansatz ist auch in der 
Ckimbination mit anderen Potentialen von Nutzen. 

Wir machen, um gemlss den drei ersten Bedingungen (1 82 ) u, v, w 
im Coordinatenanfinng Terschwinden zu lassen, für das Potential 
der homogenen Deformation den Ansatz 

2(f> = m,x + m^tf -i- m^x -f + + w.a:^), (137) 

haben also: 

i?- Ä w, + w, + 

Wegen der in r. ij, : lineFiren Warthe von «, r. w ist bei der 
homogenen Deformation das S. 347 definirte Bereich B über den 
ganzen Körper zu er^^trecken und alle die für letzteres in § 20 abge- 
leiteten Sätze gelten für seine ganze Ausdehnung. Demgemäss bleiben 
im ganzen KOrper Ehenen eben, Gerade gerade, parallele Ebenen 
und Gerade parallel. KugelHächen werden zu Ellipsoiden u. s. f. 

Die Druckkräfte in dem homogen deformirten Köiper werden 
constant, nämlich: 

— X, « (c — <?')m, -I- o'd- «« Jtf,, 

_ « (c - <?T w. + ü'* - JC, (IST") 

— « (<j — O m, 4- <t'^ «s Jf,, 

worin die Jf^ und .\ Abkfinnngen sind, die wir auch weiterhin be- 
nutzen wollen. 

Sind die und JV)^ bekannt, so folgen ans ihnen die und 
nach den Formeln: 
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_ (ff + r')Af. -c'(Af . +1/«) 

JV, JV, 



Die äusseren Kräfte finden siel» nach (l.'iS) f^leirh Null; homo- 
gene Deformationen sind also nur durch Oberflächen- 
drucke hervorzubringen. 

a) (iemäss den Formeln (13U) steht der elastische Druck gc^en 
jedes Flächenelement normal und hat eine von dessen Orientiruug 
unabhängige Grösse, wenn A'^, ^ , / unter einander gleicli und 
gleich Null sind, d. h. wenn gilt: 

In diesem Fall kann man den Eör|)er durch jede beliebige Ober- 
fläche begrenzen, wenn man anf dieselbe einen constanteo Normal- 
druck p anaubt Da ein solcber Dmck der äasseren Normalen » 
entgegenwirkt, ist nach den Gleichungen (1330 

— A'^ = A' = — ^ cos (w, jc), — i\ = y = — /> CO» («, y)f 
— Z^^Z^^p cos(fi, %), 

und ee folgt daraus: 

Setien wir diee in die Formeln (137) bis (137"') ein, so er- 
halten wir den Sats: 

Das Deformationspotential eines unter dem allseitig 
gleichen Druck p stehenden homogenen, isotropen Kör- 
pers ist: 

^^imf'^ 2ie + 2a) ^^^^ 

seine Verrttckungen haben die Werthe: 

seine Deformationen sind: 

'.-9,'\- ,1h- f *. = 0, t, = <>. «,-0, (18«") 

seine cubische Dilatation ist: 

~ (138") 
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Die Dilatatioiis- und Dmckellipsoide sind hier nach S. 956 
und $76 Eagelo. — 

Z« dieeen ReeoHateii nacfaeii wir eine allgemeine Bemeiteng. 

Kaeh unserer Gnmdaimahme über die elastisrheii Dnicke ud 
nach den FandameotalgleichimgieD, welche diese mit den loaKren 
und OberflichendnickkiäAen veHnnden, werden wir bei allen ela$d- 
«chen Problemen lineare Beoehongen twischen den ansgeübten 
Er&ften and den Deformationen erhalten, also Gleichnagen 
Ton der Form 

4 

in welchen die A^^^ nur von der Ge>talt des Körpers, auf welchen 
die wirken, und Ton seinen Elastieitätsconstanten - nnd r :tb- 
bän^eo. Meistens nehmen dabei die A^^ ^»edeüer eine Form an. («e- 
stehend ans einem Factor C^^^, der nnr Ton den Elasticitits- 
Constanten, nnd einem anderen B,.^. der nnr Ton der Gestalt 
des Körpers abh&ngt. so dass also gilt: 

Die hier auftretenden Aggregate C^^ nennen wir die Hodaln 

der betreffenden Deformation, ibre Beeiproken. die am so 
grosser sind, je geringer der Effect : r Kraft ist, die Deform a« 
tioLl^wider?tände der Substanz des Körpos. 

Ein sehr einnicber Fall der besprochenen Art, in velcLetn die 
B^^ SB 1 siad, lA der obige. Da negative Diiatatianen als Com- 
pressionen antgefasst werden können, so wird aan die Grösse 
1 '^^'2-'' den Kodul der linearen Compression, 3,{r-f 2r*j 
den Modal der cabisch<^n Compression bei allseitig gleichem 
Drnck nennen: ihre Reciproken ^nd die bexögUcben Corapres- 
sif' n > w i d e r 5 1 ä n d e. 

Für Fl&ssigkeiten wird wegen c » / gelten: 




ihre einzige ElastieiUtaooiistaat«' r ist also direct als ihr Com- 
pressionswiderstand dennirt 

Wir wollen weiterbin allgemein den Modnl der cnbischen 
Compression bei allseitig gleichem Drucke 




«etcen. 

Zur experimentellen BestimmTing von K dient dna Piemmeter 
Flg. ein mit einer tropfbaron Flüssigkeit fsADtea ainikwnndiges 
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BeseiToir innerhalb dessen in einem Quecksilbemapf Q das eigent- 
liche Beobachtungsgeftss O in Form einer grossen Thermometerkngel 
mit gradnirtem Messrohr rr und das geschlossene Luftmanometer M 
aofrecht steht Der Druck p, welchen man mit Hülfe der Schraube S 
auf die äussere Flüssigkeit ausüben kann, pflanzt sich durch das 
Quecksilber des Napfes Q auf den Inhalt des Geitoes Q und die 
Lfuft im Manometer fort; die Ablesung des Standes des Quecksilbers 
in U gestattet die Bestimmung des im Inneren herr- 
schenden Druckes p, diejenige des Standes in fr die 
Bestimmung der Volumen&nderung des Inhaltes von O. 
Zu letzterem Zwecke hat man zu überlegeui dass der 
ganze Raum, welchen 0 darbietet, gegeben ist durch 
das Volumen V bis zur Nullmarke auf fr weniger dem S^rk}^-^^ 
Volumen, welches von dem in der Röhre stehenden 
Quecksilber eingenommen wird, also weniger Iq^ wenn 
/ die Länge der Säule Tom Nullpunkt aus und q den 
Querschnitt der Röhre bezeichnet Dieses Volumen 
erleidet nach der obigen Formel bei dem stattfindenden 
allseitig gleichen Druck die Verminderung (r—/</)/^K^, 
wenn den Compressionsmodul des Gefässes O be* 
zeichnet; denn da jeder Volumentheil des compri- 
mirten Körpers in demselben Verhältniss Terkleinert 
wird, gilt Gleiches auch von dem Hohlraum. 

Das Volumen der Flüssigkeit, die zunächst das 
Gefäss Q erfüllen mag, erleidet die Verminderung 
{y—lq)pKfi wenn den Compressionsmodul ftUr sie bezeichnet Die 
Differenz beider Volnmenändemngen oder die relative Volumen- 
ändemng ruft die Veränderung des Standes im Messrohr um die 
Länge t herror, so dass 

ist Hierbei kann der Querschnitt q auf der linken Seite als dem 
ursprün^chen ^eich angesehen werden, da wir sehr kleine Defor- 
mationen Torausgesetzt haben und in Praxi stets erhalten. Die 
letztere Formel giebt 

und dies zeigt, dass die Beobachtungsmethode nur die Differenz der 
beiden Goäfiicienten und ^nebi^ der eine also auf andere Weise 
bestimmt werden muss. Hierin liegt eine bedeutende praktische 
Schwierigkeit; denn zumal wenn das Geftss (?, wie meist» aus Glas 
besteht, ist die Benutzung des an einem anderen gläsernen Körper 



Flg. 46. 
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auf andere Weise bestimmten K sehr bedenklich« da Terscbiedene 
Giasstücke, selbst von der gieicben Sorte, in ibrem elastiMhen Ver- 
halten häufig stark diffehren. 

Die Methode des Piezometers ist aaf feste Körper anwen l^;lr, 
V - ■ man dieselben mit einer Flüssigkeit in das Gtfass O bringt, 
ibt das Volamen des festen Körpers l\. sein Compressionsmodiil 
so ist seine Volnmenänderong ^^P^f ^ flfissigkeit 

die gesammte relatiTe Volomenftndenmg also: 

sie wird gemessen dorcb eine VerSnderang des Standes im Mes^ 
rolir Fr am die Länge T. Beobachtet man in O erst die FlSssig- 
keit allein, dann mit dem festen Körper znsammen, so gelten die 
beiden Gleicbnngen: 

r7 = {r-/v)/>(K,-K,), 

und bierans foljgt: 

^ ^ * ip 

Fikr diese Beobacbtungsart ist also die Kenntniss des Com- 
pn'>«io!Kmoduls des Geiasses nicht nöthig, wohl aber diejenige 
des Moduls der Flüssigkeit — 

b) Der elastische Druck wirkt gegen jedes der Z-Aze fkarallele 
Flächenelement in normale Bichtang und mit Ton dessen Orien- 
tirung unabhängiger Stärke, wenn » and » 0, » 0, 
jSysO d. k, wenn 

M^^M^^M, A'. = 0, a; = o, a;«o 

ist; denn in diesem Falle wird nach (133") 

- « Jf cos («, J-), - « Jrco9(«, y), - « 0. 

Der Druck wirkt in diesem Falle gleichzeitig auch normal gegen 
jedes zu der Z-Axe normale Ka-ment, aber mit anderer Stärke. 

In diesem Falle lässt sich der Körper durch eine oder mehrere 
beliebige der Z-Axe paralb le linderfläcben und iwei zu ihr nor- 
male Ebenen begrenzen, £ills die Cyliudertläcben einem, die Gniud- 
tläcben einem anderen eonsiauien normalen Druck ausgesetzt sind. 

^Virkt auf die Maiitelliäcbtn von aussen nach innen ein Druck 
von der UKisae p\ so folgt ^ sie ans den Gleichungen (IdS') 
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— A'_ = A'= — ;/cos(n, x), — — ^ cos (w, — Z^=;^ = U, 

und man erhält daraus: 

Wirkt aaf die Grund flächen von auaaen Dach innen ein nor- 
maier Druck j», so ist ebenda zu setzen 

— x^ — x^o, — y^=rasO, — = z«— y;co8(«, «), 

und es folgt: I». 

SetsEt man diese Werthe in die Fonneln (187) bis (137") ein, so 
erhält man den Satz: 

Das Deformationspotential eines homogenen isotropen 
Cylinders, der auf seinen Mantelflächen den constanten 
Druck p', auf seinen Ornndflftchen den constanten Druck p 
erfährt, hat den Werth: 

V>«i("»« 2(g - ^(^ + 2«0 » 

seine Verrückuugeu haben also die Grössen: 

(c ~ c ) (c + 2 c J. ' {e - '•') (c + 2f '} ' 

((c + rO;^-2r>')* 
WS—- ' f 

(c - r')Cr + 2e'J 

seine Deformationen sind: 

rp' - p (rj- r');> - 2c' 

= «. = 0, «,^0, 

seine räumliche Dilatation ist: 

Dilatations- und Druckellipsoide sind ersichtlich Bota- 
tionsflächen um Parallele zur Z-Axe. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, dass die Cy linder- 
flächen frei sind, also j)' = 0 ist, und nur auf die Grundflächen 
ein Gonstanter Zug oder Druck ausgeübt wird, was sehr nahe reali-' 
airt ist, wenn ein Draht oder Stab durch ein angehängtes Gewicht 
gedehnt wird; dann findet sich 

_ e'p _ _ (« + «0p t\±ii\ 

- - + _ + 2«o ' *" (c - r'}{p + ■ ^ ^ 

Sind 0 und e positi?, so tritt bei positivem y>, also ausgeübtem 
Druck, Längscontraction und Querdilatstion, bei negativem p, 
also ausgeübtem Zug, Längsd ilatat ion und Quercontraction ein. 



(139) 



(139") 
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Die ModvlB A mnd A' der LängtdilfttatioA üad der 

QaercontrAction bei eioseitigem Zag sind re^ 

A'=- / ^ , A = - ^ . : 140) 

beide nnd der Beofaacbtncg zogiiigiidi nnd geben Mittel, die Widen 
EUsticitlteooiistantai « imd gesondert m berechneo. Da die prak* 
tiflcbe Anwendmig der vorstiebendeo Kormelu eisen CTÜnder vnrauf- 
fietzt, d^-'^i: LfiDge <ehr viel grOeser is^ als »ein Querschnitt diBit die 
Art der Venbeilaug der inseer^r. Kndi auf den GnuiddäcbeOy welche 
Ton der Ekfestiguig des dehnenden Gevicbtet «Irhiiitgtg nad uns 
nnbekaiuit iil, ketnen Eiuduss übt, so wird die gesammte Lä«gft- 
deformatioD viel gröawr ansfalien, als die Querdeforantion, letztere 
^bf> der Messung grössere Scbwierigkeiteo bieten. Man iml daher 
statt ihrer die cobiscbe Dilatation bei einseitigem Zug gemessen, 
indem nina als m dehnenden Körper einen Hohlcylinder wlhlte, 
dir unten voEständig nnd oben durch einai mit einem feinen g^- 
Üieilten Glasröhrchen versehenen Stopfien rersc blossen war. Füllt 
man den Hohlraum mit Flüssigkeit, so dass deren obere Flache in 
dem Gia-srohr steht, so wird bei einer Liuigadehnung dr> Hohi> 
cjündera die Flässigfceit in dem Böhrcben sinken, und die Messung 
dieser VoBcliiebung gestattet die cubische Dilatation des Uohl« 
qriinders und hierdurch die Constante 1 , x + 2c ) zn bestimmen. 

Diese Metbode hat indessen das principielle Bedenken, dasa 
dprt:]*'ichen Hohlcylinder in der Plraxis meist nicht der VoraoaBetxnng 
der Isotropie entsprechen. 

c) Der elastische Dmck wirkt nach (133') normal geigen jedes 
Flik^henelement» welches einer Coordinateoebane parallel isl» wenn giH 

r.«0, Z. = 0, i^-O; 
dies flifart hier auf dia Werthe: 

-V, =*0, .V. = 0, JV.^O. 

In diesem Falle kann man den K*»ri>t:r durch «erlis zu den Coordi- 
natenehenen parall- ]> Hbtneu beerenzen. v, u denen je zwei gegen- 
überliegende gleiciif constante NormaMruckr erleidet. 

Üebt man von aussen auf die Fliw^heij normal zur A'-Axe den 
consUtLten Druck />,, auf die n<"»rmal zur r-.\xe 7^,, auf die normal 
zur Z-Axe //. aus, so geben üic Gleichungen [133 ) 

fer die Flächen nonnal mr A'-Axe — A', = X = — p,oos(f», s), 
•» f •» » r F-Ax© r. » COS(N,|r), 

n n 9» yt f Z-Aj» — 2^ » Z « ^ Jl, 008 x), 

woraus folgt: 
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Die BerttckaiehtiguDg dieser Werihe ergiebt den Satz: 
Das Deformationepotential ftlr ein homogenes iso- 
tropes rechteckiges Prisma, welches auf den Flächen- 
paaren normal %ntX, 7, ^-Aze resp. die constanten Drucke 
iK erfährt, hat den Werth: 

" 8(c-c')(<5 + 2c') 

Verrftckungen nnd Deformationen berechnen sich wie oben; die 
Dilatations- und die Dmckazen liegen den Prismenkanten parallel — 

Wir wollen nun ^nige deijenigen Functionen, die in der Hydro- 
dynamik ein Geschwindigkeitspotential darstellen kdnnen, als Defor- 
mationspotentiale wählen. 

2. Der Werth des Deformationspotentiales 

(142) 

worin » 2^ + y -h »* und q eonstant ist, erlbllt die Gleidiung 
Atf — Oy giebt also keine HUimliche Dilatation und kann daher 
nach dem zu (135 ) Gesagten nur stattfinden, wenn äussere Kräfte 
nicht wirken. 

Als Begrenzung läset sich nach S.505 eine beliebige Kugel ääche 
um den Coordinatenanfong wählen, in welcher ein constanter Normal- 
druck herrscht; denn in einer solchen ist mit fp sowohl öff fdr als 
d'(f Idf* eonstant Da aber dff jdx, . , , f&r r » 0 unendlich wird, 
so muss der Ooordinatenanfang ausserhalb des elastischen Mediums 
liegen, die Kugel also einen Hohlraum begrenzen. 

Die normale elastische Druckkraft gegen eine Kugelfläche um 
den Ooordinatenanfang berechnet sich nach (186'") zu 

(T - 

- P, « (c - = 2{c - 0) ^ ; (142^) 

wirkt also gegen die Wand des Hohlraumes parallel mit r der 
Druck />, so bestimmt sich die Constante y aus 

— 2(0-0^, (142") 

und man erhält den Satz: 
Die Function 

ist das Deformationspotential fttr ein unendliches, homo- 
genes, isotropes Medium mit einem kugelförmigen Hohl- 

W. VoMT. ll««hiallc Z««lto Ana. 3S 
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räum vom Radius JR, gegen desBen Wandung der Druck 

P wirkt. — 

Um noch in einer zweiten Eugelflftcbe den normalen Dmck will- 
kürlich vorschreiben zn können, eombtniren wir das Potential ^ « ^ /r 

mit dem Potential \inr^ der homogenen Deformation ans (138) zq: 

^«imr' + f; (U3) 

hieraus folgt in der Abküri^uug von S. 507, da sich die Drucke 
einfach superpouiren: 

- - Jf + 2(c - c) ^-. (143 ) 

Wirkt anf die innere Kugelfläche Tom Radius der Druck p. 
parallel + r, auf die äussere vom Radius der Druck p^ {larallel 
— r, so gilt: 

-j'( = -ta = '" + 2('^-<'')i.' 

und daher; 

zugleich folgt aus ^ISI da darin J/» = J/, = = A/ zu setzen ist: 

Das Deformatiouspotential (f für < ine hoino^'ene iso- 
trope HohlkuirtM von dt-ni inneren Ka<lius /.v, ih m äusseren 

welche unter dem iun» r« n constani» n Druck dem 
äusseren steht, ist hiernach gegeben durch: 

Unter Benutzung der abgekürzten Form (143) folgen die Werthe 
der Verrückungen: 

II = X - ^ j . V = y^m — ^j, w = x^m — ^ j ; (144') 

die Deformationen sind: 

Die Discuäsiou der Wertbe Ton h, r, ir ist nach dem am Haide 
des vorigen Abschnittes Angegebenen sehr einfach« bietet aber wenig 
Interesse. 
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a, Öetzeu wir 

<jf = ffln e, (145) 

worin e' = x' + if und 7 con<;tant ist, so giebt aucli dies (üne Defor- 
mation, welche, da A(f vcrscliwinclet , iiacli {135') nur ohne Hiu- 
wirkuug äusserer Kräfte auf den elastischen Körper bestehen kann. 

Da rf' nur von r abhängt, so ist sowohl öq jOf als b'ff jde* längs 
coaxialer Kreiscylinder um die Z-Ax» eonstant, und man kann nach 
S. 505 das Medium durch einen solchen KreiscvHnder vom beliebigen 
Radius H begrenzen, wenn man ge^'en dessen Fläche eine normale 

constaute Druckkraft wirken lässt Da aber d(f jdx in der Z-Axe 

unendlich wird, muss diese ausserhalb des Mediums liegüu, die 
Cylinderriäche also einen Holilraum ))eL'n'ir/''7). 

Die mit (145) berechneten Drneke(iiii[»ouentcn A'^, y^, finden 
sich ;^leichNull; dem^'emäss können neben der besprochenen <Vlinder- 
tiäche noch eine oder zwei zur Z-Axe normale Ebenen, fre^'en welche 
keine äusseren Druckkräfte wirken, das Medium begrenzen. 

Der normale elastische Druck gegen eine Kreise^ imderdäche 
um die Z-Axe ist nach (i3ü'"): 

-P^^{c^c')q''^]: (c-O-J-j (145') 

wirkt also ge^'en die Wand des Hohlraumes der Druck p parallel 
mit e, 80 bestimmt sich die Constaute q aus 

-P P. Oj.» (1*5") 

und es gilt <ler Satz: 
Die Function 

^ « (145'") 

ist das Deformationspotential fftr ein unendliches homo- 
genes, isotropes Medium mit einem cylindrischen Hohlraum 
Tom Radius R, gegen dessen Wand der Druck p wirkt — 

Um das Medium noch in einer zweiten (^Hnderfläche hegrenzen 
und fUr beide Fl&chen den Dmck beliebig Torschreiben su können, 
combiniren wir das Potential (f = q\ne mit dem Potential der homo- 
genen Deformation (139) 9>' s \{me* ■\- m.x*), welches in der frQheren 
Abkürzung die Antheile der Drucke - p; ^ M, Z/ « M, liefert 

Ee entsprechen demgemäss dem Deformationspotential 

(f = { (w c' + w, + Int; (1 46) 

die normalen Gesammtdrucke gegen eine EreiscylinderÜäche und 
eine zur Z»Axe senkrechte Ebene: 

-.i>.-Jf-(c-e')*, -Ä.-J/.. 04«') 

33* 
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Erfahrt die innere Cyliaderiläehe rom Badins R. dm Dncl 
panüel mit die ftnssere Tom Badins £^ den Druck panliel mil 
^f, jede der Gnmdfl&cben nndi innen den Druck p', so ist in selaen: 

woraus folgt: 

Wird eine Zugkraft auf die <Trundiiächen nicht ausgeübt, so 
folcrt ans (137' 7 bei fiinsetzoDg von = m, ^ M,^ M 

unü J4»0: 

Das Deformalionspoteutia. iinr>i h'>m<'i:en»rn isotropen 
HohlcvH:) ders tou dta KAdit-a und E . '5v^-lch^■r :"»u: deu 
Mantt I:i.^cbeQ die constanten Drucke i>. uud eriä&rt, 
ist also: 

lo der Alkkftrsnng ^^46) folgen biersns die Tcrrticknn^en: 

i, r«jf:«»i+*'-. «• = w^^, {147* 

die De:Vnant2ooen: 

_ , I Jx* I 2r _ 

— m -S" ^ — • , >, = -r Y ^ ^ . • — *■»» 

4.r, CHI) 

Ftir Stelle der TZ-EKm ist > « 0« nl» 

- 1 ^ •* - • ^ _ f , « = = 0, = 0; 

i:e Hasf ;«i:libintk^&saxea ssxmI dort a<» des Coerfinsif iTf psnBcL 
Ist «er irja^re Drs:k v crteer als der iawre » , as ot e > 0, «d 
<^ £r.«ia die £r>[«» l*L.asax;cn MiaL-^I dar r*Azeabrtl: daher räd 

i;n r<rsir:r.£>fa i«^ atii SrjC^ea ta dea H« 

4, Ss:ll:««sb«'h «cllec vir e£=. Betsf 
F. ^irt itr tiaer ä ai w r iK räaTr'iriea' Etaft 

e'^< KziTfl Sa^us$ 5L t;^. i-«r Maate JTaad d« Dktee « 
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worin ß = \nft (unter f die Gonstante des NswTON'schen Gesetzes 
rerstanden), u aber wülkttrlich ist, da 0 nur bis auf eine additive 
Gonstante bestimmt ist 

FOr das Deformationspotential tf> gilt dann nach (185 ") die Be- 
dingung « 

~{^ + ßr^^^9' (148) 

io der 7 iiiich Symmetrie von r allein abhängen muäs. Da iq 
diesem Falle 

iHt, ä(> laäst sieh der ihm entsprechende Ausdruck für Afp leicht 
berechnen, und man erhält 

Hieraus folgt hei Einiuhrun^ der Integrationsconstanteu y und öi 

I);t dfflär für r = 0 nicht unendlich werden kann, so imiss <T 
vergeh winden; / hat auf dir Deformation keinen KinHuss. S(»ll die 
Kuti^el Ton aussen keine JJruckkrait erleiden, so muss nach (136"') 
für r « Ä _ 

sein. Setst man den erhaltenen Werth Yon ^ ein, so findet sich: 

Eine homogene Engel von der Dichte < nnd dem Radius 
R erleidet durch die NEWTON*sche Anziehung zwischen ihren 
Theilen eine Deformation, deren Potential gegebenistdurch: 

Die Verkürzung des Kadiuü in folge dieser Deformation beträgt; 
^ " 15 (c + 'Zo)~~ b (c + 2c') ' 

§ 45, Mechanik elastischer Korper. GleichGfewic)il bei Drillungs- 
deformationen; gleichförmige Drillnny;: Drchun^,'^ einer Kogel in 
einem unendlichen elaatischen Medium. 

Hatten wir im Vorstehenden Deformationen betrachtet, welche 
in Analogie traten zu den Potentialbewegangen einer Flüssigkeit» so 
wollen wir uns nunmehr zu denjenigen wenden, welche den Wirbel* 
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b^-wegungen entsprechen. Weil für dieselbf n tliarakteristisch ist. 
dass die Drebungswiflkel oder Dnlluii^scoiiiponeüteu der Volumen- 
element^i 

*-*(äF-ä7)' "-iis.-s-i)' '-Hn-r,) t"»' 

nicht vtTSch winden, neiuien wir sie Dri 1 1 un^sdeformationen und 
nehmen aus der Hydrodymanik den BepritV der I)ril i unL'slinie her- 
über, als einer Curve, deren Element an jeder Stelle in die Richtung 
der dort vorhandenen Drillungsaxe {alltn, also der Gleichung: 

dxiäy.dx, = k:fi:v 
geuügt Zmchen den K ^ besteht die identische Relation: 

|A + |? + i^ = 0. (149) 
9x ojr * ' 

Um auf einfache Weise Drillungsdeformationen zu constmiren. 
drücken wir die Verrückungscomponenten u, v, w durch drei den 
WirbelfunctionQn entsprechende Drillungsfunctionen V, W 
aus gemäss den Bei^iehungen 

dW dV dü dW dV dU 

ö.' ^^eT-T^' «'»ö¥"-~d7' ^^^^ 

onterwerten wir U, F, W noch der Be^liugong 

SO treten sie mit den Drillungen X, /v, v in den Zusammenhang 

2ft/=-2;., jr=-2fi, jfr=«-2». (15ü") 

T ^H diese Werthe (löo) von 7/, r, die räumliche Dilatation ^ 
zu Null machen, so schreiben sich die Druckcomponenten in der 
Form: 

und die Gleichgewichtsbedingungen werden zu 

a■--i(<,-«v--i(.-cv(?^^>^''-''Ha:-':)•(>"> 
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wo auf der rechten Seite je drei verschiedene Formen ftlr dieselbe 
Function stehen. 

Zieht man je den letzten der angegebenen Wertbe in Betrachti 
80 erkennt man den Satz: 

Eine dem Ansatz (150) entsprechende Drillangsdefor- 
mation kann nur dann ohne Einwirkung äusserer Kräfte 
bestehen, wenn die Drillnngscomponenten an jeder Stelle 
durch die partiellen Differentialquotienten einer und der- 
selben Function des Drillungspotentiales, nach den 
Coordinaten gegeben sind, nämlich 

^-Z' "-sj' '-If (»sn 

und demgemäss 

ist; wegen der identischen Beziehung 

Bx d]f dx 

muss dabei gelten 

Ji^»0. (151") 

Die Bedingun^^en für eine begrenzende Fläche sind hier mindor 
einfach, als hei dem I)etorni;itir>nspotential, weil sich die «, v, w nicht 
durch das derselben Stelle eutsjuecliende ausdrücken lassen. 

Während unter den Potentialdetormationen diejenigen, denen 
im ganzen Körper constante Werthe der Deformationsgrossen ent^ 
sprechen, eine ganz besondere Wichtigkeit und vielfältige Anwendung 
besitzen, geben diejenigen Drillungsdeformationen, für welche die 
Drillnngscomponenten constant sind, überhaupt kein elastisches 
Problem; denn, wie schon aus S. 35U hervorgeht, treten solche 
Werthe nur auf, wenn der Körper als Ganzes bewegt wird. Trotz- 
dem findet der diesem Fall entsprechende Werth des Drilluugs- 
potentiales 

in der Combination mit anderen Potentialen Anwendung. 

1. Der einfachste Fall von Potentialdrillun ir. welcher 
wirklich auf ein elastisches Problem führt, ist <ierjenige 
der sogenannten gleichförmigen Drillung. Man verstirbt dar- 
unter eine DefoimatioQ, bei welcher sich alle Flienon normal zur 
Drillungsaxe als Ganzes drehen und der Drillungswinkel eine 
lineftre Function des Abstände» Ton einer willkürlichen A"* »riijs. 
ebene ist Hier bietet die Einführung der U, Vj W keinen \ ortheih 
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Mechanik <lefonnurb«i«r K9iper. 



Nrtch drill S. isT iM^sprocheiieii wird eine sdclie Drilluns um 
die i^-Axe mit der «\ r-Anlangsebene eiiiüicb&t deüuirt sein durch 

was— TjfS, rs+TJC«, also FS T«, (152) 

worin r die ooustante ge:i:i'n>eiti::e nnhuntr zweier um die LaiiL'e 
ÜÜüs panillel der Z-Axe von riiiauder cütkriiter Kbeut-n iitjzeiciineL 

iMfi-er AusaU lusst u:uh den ersten l>eiden Gkn huujen (151; 
die Componenien A' und 1 der äusseren Kralle vcrscLwmdtro. 

lu die Formel 

du . rr ctc 

1 -~ + x~ — 

cx cy OS 

einjpeUkbit, effnebt er ö*c dt » U und somit das Besaitet, dass ir 
nur X and jß enthalten kann; seHea wir demgemäas; 

so udi:t tar x der driUeu Gleichung 151;. wenn anch die 

Z>Com(vnente der iuss^n» Krmi\e TenchwinNkt* die Bediu^Dg 

I>ie iW^e8ti{rtin(esbedi&g*^n^:i ;13:^i lie/em lar z ^ weit e i ea 
Bexivhanseri: 



0. |r_0. -?^_u 



F'Ir d:e PRl'.:m£sco£;rone!ite& fo'^ acs yl5:f 
'ff * er ' 



— X « V, — I"^ — — — — J, » 0, 



rs Ism^jr^ »".M s z2ACiJa^^ *li*£. so w:C«t5. wir 



:virr^ Trfzzfa wir i». ii^ S^r Ixsmrs. X:ex^ -iara"*" dm 
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Die Gleichung (152 ") für x ^^«^ identisch erfüllen durch 
den Ausatz: 

dj BSl dj _ BSl .... 
seine Benutzung in dem Ausdruck für ergiebt: 

Soll die ('ylinderHüche eine freie Oberfläche sein, so müssen 
alle drei Componenten A'^, Y^, längs derselben verschwinden. 
Wir erkennen, daas dies stattündety wenn längs des Randes ihres 
Qaerschnittes 

ist; eine willkOrliohe ConsUmte denken wir dabei in Q hinein- 
genommen. Da diese Formel eine endliche Relation zwischen den 
Coordinaten der Punkte der Qaerschnittscnrve enthält, so stellt sie 
die Gleichung dieser Curve dar. 

Die Formeln (153) nehmen hei Eünf&hrung von (154) eine Oe* 
stalt an, die sogleich die Berechnung des durch il a d^/do;, . . . 
definirten Drillungspotentiales gestattet; man erhält: 

Aus der Beziehung (154) folgt unmittelbar: 

^fß-O, (154'") 

uihI SSW kolUH'ii nuniiK ]]{■ die Heliaiidliinf^ (h-s Piolilemes aucli mit 
Bestimniuii^' tler b'uaction statt der Function Xt beginnen, ge- 
mäss dem Inlgenden Satz. 

Ist Ü eine Function von x und ^, weiche die Gleichung 
J U^i) eriüllt, ist 

die Gleichung einer geschlossenen Curve 6' und bezeichnet 
ferner x durch 

dff dx' dx"^ dfi' 
definirte Function Ton x und dann stellen die Werths 

14 = — r yx, V = + r w — Tx{Xjy) 

eine gleichf5rmige Drillung des Cylinders dar, dessen 
Querschnitt von der Curve 5 begrenzt ist. Das ihr ent- 
sprechende Drillungspotential hat den Werth: 
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Die Be'^timmiing eioer Fonctian x ^ ^ dabei iteto ohne 
Schwierigkeit mdglieb, da 

dz = . </x -r - a V = ^ — dx t — aw 



«regen der Oleichoog dÜ » 0 steti ein Toflstiiidiges Differential iit 
Um eine solche DriUnng wirklich herrorzabriogeo, man man 
den Qrlinder in zwei Qnencluutten begrenzen nnd in denselben 
nassere Kräfte anf ihn aasüben. Da nach (153') bei unseren Voran»» 
«u^nngen alle Dmckkiftfte, mit Ausnahme von F, und Z^, gleich 
Noll sind, so kennen diese ansseren Dmcke nur tangentiale sein. 

Führen wir in die Ausdrücke Ar }' nnd A' ebenfalls Ü statt 
Z ein, so wird: 

~X, J<e_clr("/^+,). 

Die äussere Kraft, welche auf den nach +Z 1i>L'< rid^n (^aenchnitt 
ausgeübt wird, habe die Gomponenten Ä' and Jt, dann ist: 

X X., r=-T,; 

ent^füfnpesetztp ^^omponenten siud auf dem mich — Z Hegenden 
Querschnitt anzubnrigeii. Ueber d< n ganzen (.^uerschuitt q summirt» 
geben X und Y ein Drehungsmoment 

X = Jis y - yX) d^i = i - r) r j^^["/^ ^] + y (^/^ +yfjäq 

=- i{c - c)T i J (x|^j + dg + , (155) 

worin /^.r* j-?rW7 = Qx^ pe>» t/t. -a]«» mit x der Trägbeitsradias 
des <,»uf tiiiitt^'S Ulli die Z-Ax^ hczf^u htn-t ist. 

1-t (i*-r r-i'hnitt des Cyliriderv k!*^iii npneu seine Läüue, so kann 
iimu Hiicii li.-i beliebiger Vertlifiluiiij dt-r iius-^ereii Krätte auf die 
Klndiiuerschnitl»* annehmen, das- der ('vlmder uiit Ausnahiiie der den 
Knden uumitt«^lbar bena -iittart^Mi riinlr iiherall eine ^d eich förmige 
Drillung erleid^'t. deren (-Jr'---t' nur \ou dem Gesararatmomeut der 
ausgeübten Kratte, uu lit aU-r v»»n ihrer Vertheilung auf dem Quer- 
schnitt abhiinfjt. Daun kann man die einzige Constante r der Losung 
bestimiueu durch die aus (155 ) folgende Beziehung: 

T = ■— - r. (155') 

Hierin wird man nach dem S. 508 Gesagten (e — e*)/*^ den 
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Drillungswiderstand, 2/(<j— c') = T den Drillungsmodul des 
isotropen Körpers nennen. T enthält die beiden Constaatea e und e 
in einer anderen Combination als K und A; seine Bestimmung, welche 
keine experimentellen Schwierigkeiten bietet» ist also mit deijenigen 
von A zusammen sehr geeignet, um c und c gesondert zu ergeben. — 

£s ist nach dem Vorstehenden leicht, dne grosse Anzahl Ton 
Querschnitten zn hnden« filr welche das Problem der gleichförmigen 
Drillung sich in geschlossener Form lösen lässt; schon die Annahme 
ganzer rationaler Functionen für ß giebt Fälle von grossem Interesse, 

Wir beschränken uns auf den einfachsten Fall einer Function 
zweiten Hrades und setzen dem^'eiiiäss. um die Formel (154"') zn 
erfüllen, indem wir unter C und D Gonstante Terstehen: 

2ß« (7(flf-30-i>; (166) 

die Gleichung (154') der Querschnittscurre verwandelt sich hier- 
durch in: 

(1 + Oa:' + (l- ny» = Z), 

welche, falls man 

also 

setzt, die Gestalt 



a' + 6" a* + b* 



(156') 



annimmt und eine Ellipse von den Halbaxen a und b darstellt 
Nach (155") folgt dann 

_ 2A' 

^ ~ (f - eOO l +C)/afdq + (1 - c]j'y^q) 

.V(«7' + A') 

~ le-«')C>ta'«/ + /»'VJ"* 

faUs ftifäq^Qx*, fy'dq^QxJ ist, also und die TrÄg- 
heitsradien des Querschnittes um die und T-Axe bezeichnen. 
Deren Grösse bestimmt sich nach dem S. 221 entwickelten Verfahren 
leicht zu 

und es resultirt daher 

Wendet man diese Formel auf einen Cylinder von der Länge L 
an, der, dn die Diillung gleichförmig ist, eine Gesammtdrehung 
tL= jT erfahrt, so Hodet sich das Kesultat: 

Die Drillung eines elliptischen Cylinders von der 
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Linge iL und den Httlbazcn . h seine» Quers' 1 ittes durch 
ein nm seine Axe wirkendes Moment A' h*t die Grösse: 



Für einen Kreiscylinder ton Badios H gebt diene Fonnei ikber in: 



r 
* 



T = 



4M 




Am dem Werth 
eriiHt man gemiss 

ahm, da nach (152 1/ für x » 0, 
»/ = 0 verschwinden soll, in 
Hücksicht anf den Werth Ton CT: 

IC »— ^ ~ ^Tx»/. (156 ") 

bei poüritiver Dn liant; und a > fr tritt also bei der Drillung 
der ( Thte und dritte m^uadrant eines Jeden Qaersdmittes nach der 
negativen, der zweite and Tiefte nach der positiven Seite aus 
seiner Ebene. Die Cunen con^tanter Versc-hiebung tc sind gleich- 
seititre Hvperh' ln : Vi^inr 47 verdeutlicht den V«.rpinpr. 

2. Zur Aufst* llung allgemeinerer Functionen, weiche 
Driüungsj ot» !!ti:i]e ««'in können, bieten das NEwxoN'sche 
und das lo;L;Hritii mische Poteittial Hiillginittei dar. 

i^in Beispiel hierfür gieht die Jb uncüua 

« 1 



FSf . 47. 



«18 ihr folgt: 



dxdx' 



r 



(15?) 



(157-) 



und die Gleichungen (150") gestatten die Lösung: 



(157") 



wobei in FT das Glied 29/r zugefögt ist, um die Beziehung (150^ 
zu erftillen. Die hieraus folgenden Werthe der VerrQcknngen 



a 



u 



r SS 



-2^ 



äx 



V = 0 



(lä7'") 
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stellen eine Drehung in Bezog auf die Z-Axe dar um einen Winkel 
2qjr^, der also anf Kugelfl&chen um den Goordinatenanfang coo- 
stant ist Im Goordinatenanfang wird r = oo, dieser Punkt mnss 
daher ansaerhalb des elastischen Körpers liegen; wir können letzteren 
demgemAss durch eine Eugelfl&che Tom Badius R um den Goordi- 
natenanfang begrenzen, falls wir anf derselben die Drehung gleich r 
gegeben annehmen. Die Gonstante q bestimmt sich dann zu ^tR' 
und wir gelangen zu dem Satze: 

Ein unendliches elastisches Medium, in welchem ein 
kugelförmiger Theil Tom Radius jR um den Winkel r um 
die Z-Axe gedreht ist, erleidet eine Deformation, welcher 
das Drillungspotential 

entspricht 

Durch ZulUgUDg der aus dem Ausatz y;' = m folgenden Ver- 
rückuugeu 

U ^ — ny, i'' + n x, = 0 

erh&lt man eine allgemeinere Lösung, welche gestattet, das elastische 
Medium zwischen zwei Eugelflächen einzuschliessen, an denen beiden 
willkQiliche Drehungen und vorgeschrieben sind. Die Formeln 
stimmen mit (122) bis (122") übereio, auch läset sich gemftss dem 
jenen Folgenden leicht das Moment N berechnen, weh li< s nöthig 
ist, um die innere oder äussere Kugeltläche in der abgelenkton 
Liage zu erhalten. 

§ 4ü. Mechanik elastischer Korper. Oleichgewicht bei combinirten 
Deformationen; ein uuendlichei Medium unter Einwirkung einer 
räumlichen Kraft; die gleichförmige Biegung eines Cylinders. 

Da Diillungsdeformationen der durch (150) bis (150") gegebenen 
Art ohne Einwirkung äusserer Krilfte nur stattfinden können, wenn ein 
Drülungspotential existirt, wird dadurch die An/ahl der einfachen 
and interessanten Kiille sehr bescliriinkt Grössere Mannigfaltigkeit 
bieten die aus ])rilliings- und Potentialdeformationen com- 
binirten Deformationen, die so gcwäblt wertlen können, dass 
die einzelnen Theile für sich Kinwirkungen äusserer Kräfte erfordern, 
welche sich aber durch die t/omhioation aufheben. 

Wir benutzen demgemäss den (wie sich zeigen lässt, föHig allge* 
meinen) Ansatz: 
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9jf ' dz cz * ' 

if. — _» ^ 



c* ex 

in dem T, Y\ IT darch die Bedingvog 

cx cy 

mit einiuider und durch die Fmeln Jf~v«-21y JTs — 2». 
JH" = — r ■* dea Drülungscomponenten Terbandmi sind: in die 
ivleitfhpewichtsbediiiguugeB ^133) eini^fuhrt, liefert er die Glei- 
chungen, «eiche den SttBunen der rnp. Formeln in i}^") nBd(15i} 
entsprechen: 

— fj« ^ J ^ + — f J ; — - . « ^Jt^ — !f — * t'^: 



Cf ^ • 9z er > ^9 <•■»■ 



rs ex ef e« ' ex cf 

l. K.a Beisf^itl für eine der^rtig^ combinirte Deforma- 
tion 'ii^:Vrt die Anvendasg der nU^meiaim Bcnehnn^CB S<j mnd » 

Cf cx 

]»( eis-e Drill ;:!ii:$de£oricat:«>:i k:; «i^n T<rr&. 



•Xs «VI E 



15» 



— , — _ , 

5e-5 XAi iiise W-r:i.f I, *. » ^z l c -:i be «.Tiicnc&ssM 













, _ — . _ 


— « y = 




f — 

.•JT6 




* 




r 




» -> - • 
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und wegen der Formeln (86") genügen ihnen die Werthe 

A'= y= z = 0, 
die verschwindcudeu räumiiclien Krättcn entsprectieQ, falls 

2o9-(c — c')»sO 

ist. 

Die hiernach durch Combiuation von (159 ) uud (159 ") resul* 

tirendeu Vcnückungen 

« = « «^-» 2r> ' = - (160) 



werden im Coordiiiatenanfangspiinkt unendlich; letzterer ninss also 
ausserhalb des Kitrpers Hegen, dieser z. B. durch eine Kugcitiäche 
um den Coonlinatenanfau^ nach innen begrenzt sein. 

Eine solche Kugeilläche vom Hadius Ii von der ursprüngüchen 
Gleichung 

2;' f y + = R' 

erhält nach S. 501 darch die Deformation eine Gestalt gegeben durch 

(•^. + i/. ) (1 - -iJ^v J + - « j = 

die man bei Beschr&nkung auf die niedrigste Ordnung der in i» 
multiplicirten Glieder auch schreiben icann 

Die Kugel ist demnach bei der Deformation um die Strecke 2»/i^ 
parallel zur Z-Aze verschoben, während ihr Radius eine Dilatation 
im Betrage von 'in'lH* erfahren hat 

Die begleitenden Deformationen bestimmen sieh zu: 

2 er* er* ' * 2 er* «r* * 

flp ^ ^ n — - — • 

V 2 er" 

Von Druckcuiiiponenten wollen wir nur diejenijrcn anircben, 
\%< It lie gegen eiue KugelHache um den Coordiutitcoaulaog wirken; 
diese lauten: 

. ^ 8n(r'-c'*)x* , ^ 8»(r*-<r")y» 

^ ^ 3« (r«- n{r-rV ^ 
2 er* 2 er* * 
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Denkt man dch eine derartige Kogel Tom Badios JR als Uohl- 
ramn in dem nnendlicheii Mediiui heigeatellt, so mflssten, um die 
VerrQckangen (160) herronubringen, gegen deren innere Fliehe 
Krfite X, f, Z wirken« gegeben dnreh 

Ist der Hohiranm nnendlich klein, wird er nm Ponkt, so wird 
anf den Znstand an in merklicher Entfernung gelegenen Punkten 
nicht die Vertheilung, sondern nur die Grösse and Richtung 
der Eesultirenden dieser Kräfte Eiiifliiss hab«>n. Diese Resul- 
tireude liegt parallel der i^^Axe und bat die lou U nicht abhängende 
Greese 

Ä'= 4aii(c- c'); (160 1 

eine gleich grosse and entgegengesetzt gerichtete müssen die Kräfte 
ergeben, welche zur Erhaltong des Gleichgewichtes in anendlich 
fernen Pnnkten z, B. auf einer unendlich groeeen Kogellliche an* 

zubringen sind. 

Drtiekt man n durch A' aus, ?o erhält man «las Resultat: 
Uebt man auf ein**n z ii in • oo rd i uat euan ta n lt tre wü h 1 ten 
Punkt eines u n en «1 1 ! e h en Mediums »-ine Kraft A' parallel 
der Z-Axe au-, so haben die dadarch hervorgebrachten Ver- 
r&ckungen die Werthe: 

Da die «Tleiehiiniren der Elasticität linear sind, so kann man 
den Fall der Wirksamkeit mehrerer Kräfte mit beliebigen Rieh« 
tongen and Angriffispunktea ans den torstefaendra einlacben dorch 
Snperposition gewinnen. Hierzu bemerke man zunächst, dass die 
oben erhaltenen Formeln, übertragen auf den Fall einer beliebig 
frericliteton Kraft A\ itiit dni Componenten A\. Y^^ and den 
Coordinaten a:^. y^, ;^ ibres Angnüsponktea die Gestalt annebmen; 

^ä^r-^eW ^^""^^ 

n. s. wobei r* = (ar— x^V + (> — y^^V + (: — ist Die Summe 
über diese Ausdrücke für alle wirkenden £r&fte. d. b. für alle K 
giebt direct die dem allgemeinen Problem entsprechenden Löeongen. 

Theselbea werden nach dem oben Gesagten in unmittelbarer 
Nähe eines Angriffs|Hinkte8 ihren Sinn verlieren: sie behalten ihn 
aber im ganzen Haome. ueun die Kraft derartig itetig anf das 
Volamen des Körpers rertheilt ist. dass auf das einzelne Raum* 
element aar ein nnendlich kleiner Antheil kommt; hier ist dann 
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mit X*dkt mit Tdkf Z^mtZ'dk zu ▼ortotiachen, wobei dann 
X', Y , Z' auf die Volumeiieiiibelt bezogen eind, und die Summe 
durch ein Integral zu ersetzen. Es ist Uar, dass auf diese Weise 
die LOsuug eines sehr allgemeinen Fh>blemes gefunden ist; doch 
mögen die betreffenden complicirten Formeln hier nicht aufgeführt 
werden. — 

2. Der im Vorstehenden eingeschlagene Weg der Zerlegung der 
VerrQckungscomponenten in die ?on <p und U, V, W resp. A, ju, ft 
abh&ugigen Thefle ist in anderen Fftllen gleichfalls Ton grossem 
Nutzen. Es giebt indessen auch Probleme, bei denen ein derartiges 
Verfahren einen erheblichen ümweg bedeuten würde. Das folgende 
praktisch wichtige Beispiel mttge dies erl&utem. 

Auf S. 511 sind itlr eine spedelle homogene Deformation die 
Werthe der DeformationsgrOssen 

««-yy'-A'/», ».=-Ai», y.:=0, *, = 0, aj, = 0 (162) 
erhalten, denen die Druckcomponenten 

a;-o, r,i=.o, r.-o, z.-o, jc^ = o (162-) 

entsprochen. Dahoi sind A und A' die durch (140') definiiion Mo- 
duln, p ist der parallel der Z-Axe wirkende constante I)nick, diin li 
welchen die Deformation zn erlialten war. Da X , Y , X vt r- 
schwinden, so konnte man den Körper durch eine beliebige zur 
Z-Axe parallele lindertläche begreuzeu, auf die keine Drucke 
ausgeübt wurden. 

Man kann diese Lösung verallgemeinern, indem man das 
constante ji mit einer Function von .r und 7 vertauscht, 
wenn nur die so erhaltenen Ausdrücke für x^, - • - auf ein 
System «, r, zu rück führbar sind. 

Kinp sulciie Functiun ist, wie sich zeigen wird, der Ausdruck 
nx (ddei ny), unter // eine Constante verstaudon. Auch bei dieser 
Kinfübrung liisat sich der deformirte Körper durch eine der Z-Axe 
parallele CvlindtrHäche begrenzen, aber die einzelneu Elenuntar- 
faden des betr. Cylinders sind jetzt nicht mehr lu gleicher Stärkt , 
sondern verschieden gespannt, der Cylinder ist nicht einfach ge- 
didint, sondern, wie sich zeigen wird, gebogen. 

Um n, V, w der gemachten Verfugung entsprechend zu bestimment 
hat niHii zuuächst die Beziehungen 

W. V«MV, IfMbanik. Mm äaM. 84 
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Mi dOMB folgt: 

Tori^a&g oaliekaaate FuelkMoi fcntaiMfu. Fir kiMe 
die FoflMeb jr, » 0. » 0^ » 0 die Dedu^mBgea: 

Eammirt xus deo letzten beidemGkichiiii^iii;,, soer^Ültaia 
«M zttSABiflkeil mal «1er Bacb x disereiitürica ersi/en Formel «163*. auf 

litbit; dieCoHbiniiii n i^ese^ Restiitüt^ mit eäme^der letzteD beiden 
lb leipw Mcb s dÜcccatäiteB Gkichngep TICS) cipeM aack: 

eye» 

Hknacfc sftM die /; die Ctihf bataa: 

/. = a ^ z + = z. - - s ; = H, + ' , 



ia demen die H^, H^, Fui;:iio*« nm wo» y, rom x 

Gel>; inn diesen Anfvät^ea ia die Bc^üagaagra (163'^ M» 

eriiiilt miui k^cLt dir- Aizidräcke: 



die j£lEt ooatBtniirteo L&saik^:^ «, r, « dea BciBabg]in£sliedin|:au<reB 
il32'u iffetd cn dadndi «De die latepaliMHaMlttleB a, h ^ 
m ta. Knll «nd et fenhirea die «ehr «ia&ekai Aaedriicfce 



Fm ibre Bedentaztg cd tbrr«)fLenp lietiBcirtai vir die dm zo 
den Coordiaateaebeaen pmlielea Ebeaefi 

T»J, £»r (l^) 

iD iLrfni Trr?.i3 tfi: if^r I^rf irnjaT;L»iL I*k«ieill»ea giften uAth 

- i». A — Ai' = .4 :1 + i^A Jl), ^jg^^ 
jy. » <S 1 + « A s = r(l — «Ax.,)« *^ 
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Die beiden letsten Fonneln «teilen Scbaaren von Ebenen dar» 
deren erste dnrcb die Gerade » 0, x,=—\jnNy deren letzte 
dnrcb die Gerade X|»0, fl:,»+l/nA hindareh geht; die erste 
Formel liefert eine Sattelfläche, die beide Ebenenscbaaren orthogonal 
schneiden moss» weil nach (162) ^0, » 0, ^ ^ also die 
Winkel zwischen den Bichtungen, die nrsprttnglich den Ck>ordinaten- 
axen paraller waren» sich bei der betrachteten Deformation nicht 
Andern. Der geometrische Ort aller Punkte der Sattelflftche^ welche 
die gleiche «-Cooidinate besitzen, ist eine Hyperbel von der Glei- 
chnng AV^AV » Gonsi 

Die Gerade, welche ursprOnglich in die Z-kx^ fiel, ist durch 
die Parameter ^ = 0, £ = 0 charakterisirt; sie nimmt nach 502 
in Folge der Deformation eine Gestalt an, gegeben durch 

x,^\nh%\ y.-0, (XU"") 

d. h. die eines Parabelbogens, der bei massigen Werthen von 
einem Kreisbogen mit dem Radius J?» l/«iA nicht merklich ab- 
weicht 

Begrenzt man den deformirbaren Körper ausser durch eine belie« 
bige Qylinderfl&che noch durch zwei zu jener normale Querschnitte Q, 
so sind auf sie wegen jf^ » 0, » 0, 2^, ^ nx normte Drucke anszu- 
flben, um die Deformation zu erhalten, und zwar Z^^nx auf der 
positiven» Z^-^nx auf der negati?en Grundfläche. 

Legt man den Coordinatenanfang in den Schwerpunkt eines 
Qnerachnittesy die Coordinatenaxen in dessen Haupttrftgheitsaxen, so 
ist nach a 206 und 215: 

In diesem Falle liefern die (auf die FIlohe Gins bezogenen) Drucke Z 
weder eine Besultirende noch ein Moment um die X-Axa, sondern 
nur ein Drehungsmoment M um die F-Axe Ton der GrSsae: 

Ist die Länge des Cylinders gross gegen seine Qucrdimensionen, 
so wird auf dem grössten Theil seiner Länge die Deformation die 
oheu behandelte sein, wenn die Vertheilung der äusseren Drucke 
auf div Kndquerschnitte zwar nicht dem Gesetz Z = ± nx entspricht, 
aber doch die Eigenschaft hat. keine Resultirende und kein Moment 
um die A'-Axe zu liefern, und es wird dabei n nach der F<^rmel 

n^MjQu; (166) 

durch das auf das positive Ende des Cylinders ausgeQbte Moment 
bestimmt sein. 

84* 
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Wir sind aonaeh tn folgendem Sftti gekommen. 

Werden auf die beiden Endfl&chen eines Cylinders 
Yon beliebigem Querschnitt Q entgegengesetzt gleiche Dre- 
hangsmomente Jf nm eine derHnnpttrftgheitsnxen durch den 
Schwerpunkt des Querschnittes mit dem Trftgheitsrndins jr, 
ansgeftbt, so wird dadurch der Cylinder so gebogen, dass 
seine Sehwerpnnktslinie einen Kreisbogen von dem Badias 

Ä= <?x;/J/A (165^ 

bildet« unter A den Dehnungsmodul der Substanz Ter- 

ata itdei). 

Gt'uiii>s ilou Formeln ^IbA) bleiben die zuvor ebeneo 
Querschnitte eben, werden aber in ihrer Ebene verzerrt 

Die iiesamnite. d\< i ^ le icht'öriuise Bie?üü^ begleitende 
l^t^luriuiktiou L^Qg: Hilein vvt. dru beidea Kljik>;icit^lämodaIa 
A Qud A ab. auf weiche die einseitige Dehnuug eines Cj- 
liuders tührte. — 

Miu: kAun aie Vonias^etziiiueo der Tor^tehesden iheoretis-rhin, 
Vlutwidkeiun^en ^iüii'^'-.uii;^ :: redlisinen. iiid-LU 1^.^X1 den CvUnder s-jj: 
iwtfi pdLT^klicIe iiMrut?n:iiIe >.;Liie;de,:i acr'.e^ djbÄs in bridei. Scisen 
Stücke Ton gleichen Lliig^n : äbers^teheo. und an deren Enden gleiche 
Gevkhie F anbnu^; ia üeiw Falle ei£ihicn Sit 
Qncisehnillo keine l e s nlüi end tn bifte« da die 
!if I II die Wirkangen der Gewichte aafhebcB, 
momenten nur solche um eine horäoatsb Axe 
±tl\ lien^t aUo die eine Haupwrig h c iUaAe 
schmttea hocirontal. so suid tfHx den Theil des Cyfiaden 
den btfui«« rntersttttmngnt die obim Voiaas 
»t JT^iP. abo a^c^P V?a/. 

LVr BeolMchtuBg mitia^jch ist sowohl die Hrtu^ k 
Wrea Qwf9i;h:dne» tber di» beiden uoriir^HiniM) ak aach d 
sei:;^ Xei^pts^ Z dper b<eidea s&Serstilttma Qusnchnitte xa Folge da- 
Re^xu^ Ut dw Liotpi iko CVixikieEs xvischen «In bcsdea rater> 
«rvltsari^a-LkM ^«tch I. w gelten fir % uml g die am (1^ Imefcs 

i « : -""V. I =aAL« ; ^ti»'* 




di« 9e^ijcucl:en B«r^eik.'2:ra':.£e!i k^nieu also nr 
IVcTKjrsaiodi* \ •ieueä. 

le Aivinjc« Ajuriiiiad: nr E^*r«eüxiic «her Biespia« 
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dann abzuleiten, wenn die Querdimeiisionen des Cylinders so klein 
gegen seine Länge sind, dass man die einzelnen Längselemente als 
Stäbe der oben behandelten Art betrachten kann. Die hier enU 
stehende Biegung ist aber eine ungleichförmige. 



§ 47. Keelianik elaitiieher Körper. JÜt allgemeinen Formelii ftr 
Pelenlial- und SrlUnngieqhwingimgen; der tpeoielle Ml ebener 
Wellen; transrenale Sohwingungen eines gespannten Fadens. 

Die Hauptgleichuiigen für die Bewegiingon in einem elastischen 
Medinm hüflcn wir aus (129) durch Einsetzon der Werthe(128) der 
Druckcompouenteu und erhalten so folgendes System: 

««X+i(r-c')Jtt+K^ + <'')|^, 
« f ; « , y + J (. _ r') J r + H« + r) l . (166) 

Von drr Kinwirkunp iUisserer Kräfte wollen wir absehen, weil 
dirselhi'i) :iut' die ßew»'i:nii.j einen Eintliiss nur in dem kaum vor- 
kommenden Falle habeHi dass sie selbst zeitlich variiren; wir setzen 
also fernerhin: 

A = r = z - ü. 

Anf die Bedingungen, denen die Verrftckungen an der Ober- 
fläche des elastischen Medium unterliegen, wollen wir bi< r noch 
nicht eingeben; ea kommen sonach ftlr uns ausser den vorstehenden 
Haaptgleichnngen nur noch die Festsetzungen über den Anfangs- 
siutand in Betracht, dahin lautend, dass fUr l « 0 

gegebene Functionen der Goordinaten sind, 

Wie wir in dem Torigen Ahechnitt die VerrQcknngen u, w für 
einen beliebigen Zeitmoment in die beiden Theile Potentialferrttckung 
und TornonsTenrflckung serlegt haben» indem wir eetasten: 

M = u, + u,, i> Ä i', + r,, w — w, + a\y 

(»««■•) 

SO können wir auch die Anlaugswerthe zerlegt denken und setzen: 
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««-i^ «•_£*!. t«--i^ net) ^ 

'^»''-d^* 

Hierin bezeichnen f/*, ü*^ V% W* die Anfimggwertbe des Defor- 
maüunspotentiales und der Drillanpfimctioneii, ip% ü% F die 
An&ngBwerthe ihrer req^ Differentialqitotienten nach der Zeit oder 

ihrer Geschwindigtceiten. 

Da die Grössen w,*, u. s. f. von einander voUstüiulig 

uTiabbängig gegeben, z. B. alle mit Ausnahme einer einzigen gleich 
Null sein können, und da die Gleichungen sämmtlicb linear sind, so 
ergiebt sich, dass die u^v^w in je vier Theile zerfallen müssen, toq 
denen ein jeder nur Ton einer dieser willkürlichen Functionen ab- 
hängt. Wir werden demgemäss auch die Potential- und 
die Torsioiisbewegungen gesondert betrac!it< n können. 

Bebandeln wir zunächst die Potentialverrückungen m., r„ ir, 
und berücksichtigen die Beziehungen, welche dieselben deüniren^ so 
nehmen die Gleichungen (16t>) die Gestalt an: 







d ( a> 

dx\^ st' 




«0, 




— c = 


dyy d f 






S'w. 




d 1 d'tp 




«0, 



(167) 



woraus vir schliessen, dass 

eine nor tod der Zeit abhängige Grrösse sein mius; da eine Function 
der Zeit allein nach der Definition des Deformationspotentiales ^ auf 
die Werthe der Verrücknngen u, v, w nicht inHuirt, so können wir 
jene Grösse ohne Beschränkung der Allgemeinheit in &ffjdf hinein- 
gezogen denken nnd schreibe: 

Beachtet! wir. dass sich aus dieser Formel durch zweimalige 
DiÜorentiatiou nach ^, « und Addition der Resultate ergiebt 
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berücksichtigon wir teruer, dass selbst hp\ pleichzeitigom Vorhandt n- 
sein von Drillungsdeformationen die räumliche Dilatation doch nur 
Tou den Poteutialdeformationeu abhängt, gemäss der Beziehung 

Jtf = &, (167") 

80 erhalten wir ganz allgemein iür die r&nmliehe Dilatation die 
Qleiclmng: 

(167") 

Wenden wir nns nun su den Torsionsverrttckungen u» tot, 
nnd bedenken, dan ne keinen Antfaeil an & geben, so eibalten wir 
aas (166): 

= i(c-c') J»i„ e == |^(c-r')J't. «^^' = i(c-^0 Ju. (168) 
oder nadi Einführung der Werthe (166"): 

* e r [dl, - öT) = - O ^ - 

Da die in jeder einzelnen (ileichuug Torkommcuden Differential- 
qaotienten 

BW j, dV dU dW dV . dÜ 



von einander uuubiiangig sind, zerlallen diese Formeln in drei Paare 
▼on der Gestalt: 

/.(•Yf--ii'=-''')^t')=". 

Diese sechs Formeln sagen vob, dass die Aggregate 

,|£_j(c-.)j:;, ,^^-^(f,-o)JV, ,^lj'-i(.-c')jjr 

drei resp. nur von a; nnd t, ?on y und I, Yon x nnd I abhängigen 
ITunetionen (^eich sein müssen. Da aber nach der Definition der 
Tordonsferrttokangen in (166") solche Functionen auf die Werthe der 
Verrttckungen ohne Kinfluss sind, können wir dieselben ohne Be- 
schränkung der AUg* nit inheit in d'UjdC, d*VfdC, &WidC hinein- 
gezogen denken und daher schreiben: 
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Wogen der IVziohungfU (150") jr--2x, jr = -2f*. 
J ir a — 2 r gilt sclüiessUch aiach: 

«f^^^-i(-^-Oil^^ ifZ-ilr-cUr. (168") 

We Gleichnngcn (161). (I6I7, (167 > (16^J)^(168 > :166 1 fiiOlen 
unter dieselbe Form p»«*, 

c r 

umi wir behaadehi, indem wir diene integrireti, zugleich die Gesetze 
Tür das Detormntkkospotnnlinl die DhUnngK^unctionen / , r. n; 

l'ür ilie Verrückmigscomponenten r, ir, för die räumlicbe Düa- 
tntiou 1*^ und tur die Dnllangscomponenten Ä. «, r: nur h&i die 
OiMistante r:cbt ir: al!er. Flüen den dei hen Werth. Des be- 
tjuemeren Ausdruckt s wegen wollen wir aber weit^rhic. W3 = 
»uch den wichtitrsien Fällen entspricht, eiae Verr&cknng, 
C0 r- eiue Geschwindigkeit nennen. 

Siv.ii vlie Anijuigswenhe von 4> und c <t> c in p^rLlelen Ebenen. 
tl:e wir der -V V-Kl-ene pATsiael denken wollen, coostnat. und sind 
etwaige O'vrf^cher.Kdiu^u:;?« lÄnsrs solcher Ebenen in con- 
iU;::er Weise Ci^c^^Sen. ?«:' wird lacL Symmetrie 0 und r0 c* 
"t^ieneit m vii- ^ven E^.><rr.rr: coiLstint. ilio nur von r and ; ;»bLÄL - _• 
"«^ir:. l'.r Gltixi..!!^ ^It-^' redacirs s,ach öeu gemach lea Aü- 

*^*-.'4^T 169- 



f ?' et 

W*«r bc=i«rkea beili:!^^^. dus d^e GL-:::^^-£ n^teich da 
J^n» w-:.>l:i<es Ftv^Kea ssiM«. rte":^ d*pesi^ der trABs* 
Ttfr««lea Sc^wi&irssf en e;::es «%»el:it tie^aaea Fadeas« 

we!:iir d^rci e:s Gewici: c<f$]^«rrs i*t. xzd Am 

Aj;* i ;>cr r-- - "iirn-. j^j^Lij?« v i^T VirricirLZÄi « nad - 
zt :kz . aI-- ■ „re l -^-T-zzLiL ^i-^-i^L'-z. z nette. Eccs 

T:tz i-:^: ! iT^iCL ? ■»ic^:.:_':-i,-ti2» 
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tQSs j^ = P (cos (.V, x)ß - cos (^f , r)^) , 

9Q8s^^ P(eoB{8,y)ß - C08(«,y).); 

liipriii hezcicliiiet € die Dichte, Q den const-iuiten (Querschnitt des 
b'adcns, dvr Index f< bezieht sich auf das negative, auf das 
positive Ende von ^).s-. Wegen der Kleii^hoit von du!d\, r'r'ax. 
sind <1io cos cos {fi,y) mit diesen Wertheu selbst ideutiäcii, 

und es wird: 

«»(«»aO^— C08 («,«)«» ^d'*, coe(9,y)^ — co&(tf,y).» ig. 

Es resultireu deuigemäss aus (10!^ ) die Gleichungen 

welche, wie gesagt, unter die Form von (169') fallen. Bei den 
weitereu Eutwickeiuugen wollen wir zunächst auf die Bedeutung 
dieser Formel für das Problem der Saite keine Rücksicht nehmen. — 

Da die Function 0, um deren BestuiHnung durch die Hanpt- 
gleichung (109') es sich handelt, nur vun zwei Variabein t uinl f 
abhängt) so können wir ihren Verlauf durch eine Darstellung m 
einem rechtwinkeligen ebenen Coordinatensystem anschaulich machen. 
Wählen wir die von einer beliebigen An£angsebene gerechnete Co- 
Ordinate x zur Abscissei daa a* fache der toh einem beliebigen An- 
fang gerechneten Zeit i zur Ordinate, so leaprftsentui ein Punkt p 
der ZT-, genauer der ZaT-Ebene» den Znstand einer bestimmten 
Wellenebene zu einer beatinunten 2jeit Die Znstftnde, welche die- 
selbe Ebene zu ▼erachiedener Zeit durchUuft» sind durch 
die Punkte einer ?erticalen Geraden, die^ welche ▼erachiedene 
Ebenen zu deraelben Zeit aufweiaen, durch die Punkte einer 
horizontalen Geraden dargestellt 

Das Bereich der ZT-Ebenoy in dem sich der zu unterauchende 
Vorgang abspielt, ist je nach der Art des Problemes Tenchieden« 
Wird z. B. die Bewegung tou einer ala t 0 zu wfthlenden Zeit ab 
im ganzen Baume untersucht, so ist die / > 0 entsprechende Halb- 
ebene heranzuziehen; handelt es sich dagegen um die Bewegung 
im Halbranme x > 0 ftkr — QO<<<+qc in Folge gegebener Vor- 
ige an der Ebene » « 0, so iat die Halbebene « > 0 zur Dar- 
stellung zu benutzen. 

In jedem Falle wird das betreffende Bereich begre nzt durch 
Curven (oben t » 0, resp. x — ü), tTir v eiche specielle Angaben über 
das Verhalten von <t> vorliegen, und die Aufgabe ist, aus diesen 
Angaben mit Hülfe der allgemeinen Gleichung (169') den 
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Werth von 0 in einem beliebigen Punkt ]> 1 - Bereiches, 
d. lu also in einer beliebigen Ebene z und zn einer beliebigen 
Zeit / abzuleiten. 

Wir behnndeln sie am bequemsten und aDschaoUchsten doffch 
Kinliyunuig zweier neoer Tnmbeln | und n durch die Beaehnngm 

welche nach « und I an%e]fek lantfln: 

Aus itinen tblgt: 

iMler luugekehrt: ! 
ebeneo «etler: 



I^e v«m n i&t<'gnr«ade Gkkhang (169^ niaMt hkidreh die 

^""^ 0. (III) 



F^mi an: 



2 



I^^e g\om.tftn^cb.e I>ir^ttllu::z uriscnfs Problem.es erl^Hel dun:h 
di^e Hi:i:uhjri::z d-er aeutii Vinib-eln * und ^ nur iasofem eine Aea- 
d'i'niii. a1> .i:<e bcOmoIitetea Puntie // drrr Zr-Eb<iie auf ein Coonii- 
ua:<?nsy^t«em b.r^ocen wenirc, dessen Aien S und U die Winkel 
2w-h<-iieri der u.=.d - F-Ase halbirtc Fiz- 4> : rufdeich. wird aber 
i •e V^i'Z'^r^z'is.z'ii:z-i:LZ sxn cLu-r F 'r:ii iiebrjtcht. weichi? durch. Milti- 
v'.i'.-jLtiva oi:: ' iii^d d'ir^:h. Izte^rrarii'.-a aber ir?en,d ein FXa^ciiiü- 

«nrt» eodl ciii; B Liii' a zwiscüea dun, aof T^nchiedeBe Seeaea bez^;^ 
• ' W^c^ea «1»^ c«0 C' ud r^fr r ; aoznleitem putatML. Bei der 

Aiw^-iiax b i: die F"i:aess-- i : ke F so im wÄklea, 

it>* Ii.-:: ii-x-::ir:^r 1 2 "i-^ zn:: : u iT-js-fr dem zesachten 
*Ö ^; ir a • Z'Z'':i-' V\ r' .li ii d^r h i n z »utsreten- 

!. •'-^ In A : : *'e^ br^zv'i d:»^ Air-^endimjf 'iitttser 
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§ 48. Meohanik elaittiolMr Zöiptr. rortpflammig ebener Wellen in 
einem ■Uieitig nnbegreniten Kedium, lewie trantvenaler Sohwin* 
gongen Uagt einei onendliehen geepaanten Fadeai. 

Das einfachste Problem, für das die oben aus einander gesetzten 
Hülfsmittel zur Anwendung kommen, resoitirt, wenn neben der 
Hauptgleichung 

Ö»0 9*0 



df 



a 



resp. 



keinerlei Grenzbediugungeu, sondern nur noch Anfangsbedingungen 
Torgeschrieben sind. In der oben festgesetzten Ausdrucksweise la.utet 
da^elbe folgendermaassen: 

In einem unendlichen homogenen elastischen Medium 
sei für t = 0 sowohl O = als d^jdt = vorgeschrie- 
ben: es soll der Zustand 
des Mediums für alle spä- 
teren Zeiten bestimmt 
werden. 

Das Bereich der ZT- 
Ebene, in welchem sicli in 
diesem Falle der Vorgang ab- 
spielt, ist, wie schon oben be- 
merkt, die Halbebene t > 0^ 
und unsere Aufgabe ist die 
Berechnung des Werthee von 
^ (Ur eine beliebige Stelle p 
aus den l&ngs der Absdssen- 
aze f ^ 0 TorgesdiriebGiien 

Werthen. Dies l&sst sieb erreißhen durch Anwendung der Grund- 
formel (171') auf das rechtwinklige Dreieck ppift, welches durch 
swei Pterallcde zur S* und A-Axe Tom Punkt p aus und durch die 
Z*Aze begrenzt wird (Figur 48). 

fHlhren wir in (171') zunichst die Integration nach ii aus, so 
werden damit die Werthe d'0ldfdv lAngs einer ParaUelen zur 
H'ks», z, B. längs 9,9^, summirt Das Besultat ist: 

Das erste Integral ist in der That längs einer Parallelen zur 
S'Ax» zu nehmen, das zweite aber l&ngs der Z^Aze. Daher er- 




Fig. 46. 
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setzen wir in letsterem nach geometriBcher Anschauung d| durch 
d»l'\f2 und d0/d{ durch seinen Werth aus (t70') und erhalten so: 

(i>t) (n) 

Hierin lasst sich die Integration der ersten zwei Glieder aus- 
führen und eiigiebt, wenn man die Werthe ron 0 an den Stellen 
p, j9„ /I, mit 0, <t>„ 0, bezeichnet: 

oder 

Wir bedenken nun, dass längs der ganzen Z-Aze« d. h. fikr < s 0, 

gegeben ist; die gefundene Gleichung drückt also den Werth von 
0 an der Stelle p aus durch die gegebenen Werthe von in den 
Schnittpunkten p^ und p, der durch p gelegten Parallelen zur 
und zur H-Axb mit der 2-Aze imd durch alle zwischen diesen 
Punkten liegenden Werthe 0'. 

Berücksichtigt man, dass, wenn die Stelle p der Abscisse * und 
der 25eit l entspricht, p, die Abscisse a<)y jb. die Abscisse (« + a<) 
besitzt» so kann man die letzte Formel audi schreiben: 

t-f al 

Nach dem erhaltenen Resultat und in üebereinstimmnng mit 
S. 584 besteht 0(«, 0 aus zwei Theüen, von denen der eine nur 
▼on 0*, der andere nur von 0' abh&ngt; wir können also setzen: 

0 = 0, + 0„, (172-) 

wo die beiden Theile die Eigenschaft haben, dass 

für < s= ü imd — 00 < Ä < +00 gilt: 



(172") 



dt 

Der erste Theil von 0 ist gegeben durch: 

0, « ^(0/ + 0;) « i {0> + »0 + <»>H« - (1^3) 
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% 49. For^flanzung einer AnfisuigSTerrückung. S41 

Nach dem ersten Werth und der Figor 48 wird die Verrflckung 
an der Stelle p durch das Mittel aus den Werthen an den SteUen />, 
und Pt gegeben, welche Punkte» wfthrend t wibchst (also p nach p' wan- 
dert)^ mit gleichfftnniger Qeschwindigkeit nach beiden Seiten hin (nach 
und /!.') fortrücken. Der zweite Ausdruck spricht dasselbe Resultat 
in der Form ans» dass» um die V errttckung an- jeder Stelle su 
jeder Zeit zu bestimmen, das ganze System Ton Anfangs- 
Terrttokungen 0* in halber St&rke nach der positiTen^ in 
halber nach der negatiTen Seite hin mit der Geschwindig-- 
keit n zu Yerschieben und überall die Summe der an die- 
selbe Stelle gelangenden VerrUckungen zu nehmen ist 

Dass hierdurch nicht nur eine Deutung der Endformel, sondern 
der wirkliche Vorgang gegeben ist, erkennt man durch Betrachtung 
des speciellen Falles, dass die AuAn gS T er rlleknng <t>* nur in der 
unmittelbaren Nähe einer Stelle x = einen von Null Terschiedenen 
Werth bat Da 0" eine stetige Function ftm % sein soll, ist dabei 
für 0" streng genommen ein Werthsystem anzunehmen, das unmittel- 
bar vor x^^ von Null an auf»t«igt und nach zu Noll herabsinkt; 
wir wollen weiter aber immer . 
nur von dem in ? eintreten- A // 

q 

deu Maximalwerth sprechen. 

In I^'itl^e der gemacliten 
Annahme ibt nun 0, zu jeder 
Zeit / überall gleich Null, 
mit Ausnahme der Stellen, 
in welchen 

« — «< sai und » 4" a< » 

ist, d. h. längs der beiden 
Geraden w, und y 7,, welche 
in der Figur 49 der und Fig. 49. 

H'Axe parallel durch v g^ 

legt sind; dort besitzt die Verrückung den halben Werth der An- 
fangsverrttckung in 9. 

Man erkennt also deutlich, wie die anfilngliche VenrOckung an 
der Stelle q Terschwindet und statt dessen an anderen auftritt» deren 
Entfernung fon 9 mit der Zeit proportional wächst Hau drückt 
dies Resultat mit den Worten aus» dass sich die AnfanjgsverrOckung 
0* nach beiden Seiten hin in halber St&rke und mit der Geschwindig- 
keit tt fortpflanzt 

Ist nodi an einer zweiten Stelle r eine AnfangsverrOckung vor- 
handen , so ist deren FortpHanzoag durch die Geraden fr, und rr, 
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yybiM» wtB wird dhndi von f flsigriMMfe is knMr HflHidht 

J«dn belidM^e Veirtctepsyita fca» Mmn Ar dw te- 
^BiB dflf vod tbot fert^ff|ptfmrt''yii ITcR'ttdcH^^BS ib cib SyvtoB solcher 
E imad f ei rttekmy zeilegen od eriiilt dadaivli die Biatlrtgii^ des 

am§j—]>Todhteafm SesuItAtes. vekhes vir in den Sttz ftaai: 

Ib eisern «BendliclieD elastischen Mediaa pflmozt »ich 
eiae AofangSTerrücknng, welche eine Fonctiom mmr eimer 
Coordinate ist, mit halber Stärke nach deren poeitirer, 
ait hmlber Stärke A*eh deren negativer Biehtaag aad mit 
der conttAnten Gesehwiadigkeit a fort — 

Der s veite Tbeil foa ♦ iit aacb {i7Z)km{UZ^ mebea dnch 

wocaot darch Differeatiataaa nadh I aacsh folgt: 

Vergieiclit bmd die letzte Formel mit (i 7^ so effceaat auw dm 

ße«.altat: 

Ebeato wie die tob anr einer Coordiaate abblngige 

Aufangsverrückung pflanzt sich in einem nnendlichen 
elastischen Medium aacb eiae ebeasolche Aafaagage' 
8Cb wiodigkeit fort. 

Wa« die durch die an:^^ch'^ G'^schwiadigkeit erregte Ver- 
räckuog aagebt» m limt acb, indem vir 

s 

fi 

setzea, die ente Formel aacb acbreiben: 

<>D » 1 + •<) - x(* - «0)- (i^n 

Sie fpricht das Besoltat lai, dam maa ia aaemma FaDe die 

dnrch eine Aa&Agsgescfawindigfciat ^' errcgte Terrftdnag erfailt, 
iadem aiaa eiae Alt Aa&agsverrftckaag voa der ia (174*^ defiaiitea 
GrSsse X(:) ta Hftlle aiaimt» vdche pn^oftjoaal ist aüt der Flidie» 
die begieazt ist tob der darcb g ag efa eaea Carre, laa der 

Abscisaeaaie aad voa dea » « 0 md z ealifraheadea Or- 
dinaten. Diese Aafaagsverrttckaag X(0 nast maa sich daaa 
nach der posititen Seite mit dem halben negatirea, nach 
der iiegatixen mit dem halben positiven Werthe und mit 
der Gesehwiadigkeit « fortpfUaiea aad fiberall sammires 
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lassen, um den Werth der erregten Verrflckang an jeder 
Stelle sn erhalten. 

DasB diese Vorstellung dem wirklichen Vorgang entspricht, er- 
kennt man «iedenim am hesten dnrch Betraditung des Falles» dass 
die An&ngsgeachwindigkeit nur in unmittelbarer N&he der Stelle 
ts«^ Ton Nnll verschieden ist Dann hat die Fmiction X(«) den 
Weräi Noll, so lange vA, und ist oonstant, etwa gleich C> 

ffBa » > Hieraus folgt» dass in der Figur 49 die durch die An- 
fangsgeschwindigkeit in q erregte Verrückung 0„ för alle Punkte, 
welche swischen den beiden Parallelen qq[ und ^ zur H- und zur 
S'Axe durch q liegen, den Werth ^Cbesitsl^ — diese Verrflckung 
pflanzt sich also nicht eigentlich fort, sondern breitet sich 
mit der Geschwindigkeit a nach beiden Seiten hin aus. Dies 
rührt davon her, dass im Anfanjopzustand das ganze Me(üura eine 
Schwerpunktsgeschwindigkeit besitzt» welche von selbst nicht wieder 
verschwinden kann. 

Ist an einer zweiten Stelle r eine entgegengesetzte Geschwindig- 
keit erregt, welche dem obigen Integral (tiae »> den Werth C 
ertheilt» so breitet sich von dieser Stelle eine entgegengesetzte Ver- 
rflckunp: aus, welche die von q am^hende an denjenigen Stellen 
der ZT- Ebene, die beide erreichen, aufhebt Der Vorgang ist in 
der Figur 49 in der Weise dargestellt, dass dasjenige Bereich der 
^T- Ebene, in welchem <t>„ = -{- 1^ 6' ist, vertical, dasjenige, in 
welchem (t>„ = ~ ^ C7 ist^ horizontal schraftirt inL 

Jedes System von Anfangsgeschwindigkeiten kann man nun in 
solche auf unendlich kleine Bäume beschränkte Theile zerlegen, uod 
darum erscheint die oben gegebene Deutung der Formel (174'") be- 
rechtigt — 

Nachdem wir bisher die Bedeutung von 0 ganz offen gelassen 
haben, wollen wir daflür nunmehr die eiozelnen Componenten der 
Verrückung wählen. 

Die Gleichungen (1G(>") reduciren sich durch die Annahme ebeoer 
Wellen normal zur JS-Aze auf: 

H, = ü, r, = U, "'i = » "t = — ^yt = + » »"t = 0. 

Unter der gemachten Voraussetzung ergiobt, wie man 
sieht, die Verschtebungscomponente parallel der Wellen- 
normale Z, welche man longitudinal nennt, eine Potential- 
deformation; tax sie vertreten die allgemeinen Gleichungen (lü9) 
und (109') specieller die Bedingungen (167^ (lÖlO und (167"'); a* hat 
dabei die Bedeutung e/c. 
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Die ConpoBesteB BoniAl t«r Wellesttonümle 2, welclie 
m«B transTersal Aennt, geben nmch denselbem Foraela 
TorsiomsdeforBationen; ftr ae w trei ca abo die tUf umfii 
Fofndn (161») rcsp. (169^ die apeddlanB (168). (16ff^, nd (16ri; 
4' hak dibd die Bedratog ▼on (<r - O/^«- 

Gens diinilin vie fir die VcRlciap^ pH eack Ifer die Ge- 
achwindi gkeifci cc »iwentMi 

Wir obaitaB daher den vichügea Sali: 

Sind in einem dnrch die ElasticitätscoDstaatea nnd r' 
definirlen nnbegrensten Medium in Welleaebenen belie- 
bige AnfangtTerrickiiDgeD and Anfangsgetehvindigkcilen 
gegeben, so pflansen eich die longi tu di aalen and die Irans- 
Ters&len Conponenten mit rerschiedenen Gesebwtndig- 
keilen fort; erstem mit der Gesckvindigkeit 

letalere mit der Gesckvindigkeit 

— 1 -ir 

In ^ide^es} Flü^ist^itc-n «ird w<(?^d d«?r Bezieh ^:.ir ^ ~ r die 
itütere Gescbwiiia-^xt::! jZ.e.:.^. N;.^. m j-.-dÄUZrn sich trsuis- 

versAle Verröctünffen £!*r T::oht fort, denn sie erresen dort köae 
« '.&$t2<cLen Be^^tioLskräite; die longiiBdiwileit bnngen eine cnbisfhe 
DÜAtstiC'ii & befTor, die sieb •fc«^**^!* mit der G es ib n M iglieit 
« K I ' ( forqviUnrt, 

In idesJea Gaaenittnicii&496 tnd 497 nocb ipecidler r »^jc; 
wobei P dm Anfingsdmck and m das Tcxblhaiss dv beiden ipea- 
fisciben WlnecA des Gases benacbnet: iatr gOt dann « k ] j> jr/c, 
oder bei Einfäbraag der Wertbe j. imä c, die der Tea^m mr 
roa 0* CeKaas eotspMben. nacb "^'f aacb n = ] j .* J -r ans 
dieser Fomel ist die ^bbkLp^keit der Vi tt H>flsn ■ a^iftf in h m iwlig 
keit Ton der TriLtv-rstar r des Gases erBc^tbcb. — 

Da die PotentaslvesTDcteipen der FonpP im i iigii u h\ mit Z par- 
allel sind, so ksnn msa das Mediam dardi eine beliebige der ^Aae 
parsllele «sarre (Minderääcbe bc^raiaeii, ohne disne Schningangi ii 
sa beeiarassen. Allerdia^ ist za bedenbs« 4mm Winde w ga- 
nvgemäer 9 tsn beii ia prssd aar LersteJIbar and. venn das Xedhoi 
<'ia Gas ist Ffir die loadtadias}«« Sc^viairaE^nB eines ßdaalea) 
(^^<f>v ia eioer rr: :itan<<:ben resSniurs^^^em} R5kre iit lüematii 
d» Gesett der Fartjrf*saniapimdi«iiidi^Bt ebener WeDm ahne 
^ eiiC'TOS ra "fibeitncea« 
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Hingegen wfirde es dnrchane irrig sein, das analoge G^etz auf die 
sogenannten longitndinalen Sebwingangen eines Stabes anzuwenden. 
Die Theilchen eines solchen schwingen nämlich bei der betreffenden 
Bewegung im Allgemeinen nicht parallel zur Stabaxe, da sich die 
Qoerschnittselemente^ die im Laufe des Vorganges longitudinal com- 
primirt werden, transversal dilatiren und umgekehrt. Hierdurch er- 
klärt es sich, dass für die genannten Schwingungen zwar die allgemein e 
Gleichung (169') Gültigkeit besitzt, aber mit einem anderen Werth 
der Constanten a, als für die Fortpflanzung ebener Wellen gilt — 

Yersteheii wir unter 0 eine der Comj)onenten der transversalen 
\'err{ickung einer Saite, so ergeben die Formeln (169" ) das weitere 
Resultat: 

Auf einer unbegrenzten Saite von (lern (Querschnitt Q 
und der Dichte e, welche durch die Kraft /' gespannt ist, 
l)flanzen sich die transversalen Verrückaugen fort mit der 
Geschwindigkeit 




Bisher haben wir über die Gesetze <t>\x) und <t>'(^) der An- 
{juigsrerrflckungen und Geschwindigkeiten keinerlei Voraussetzungen 
gemacht Nehmen wir jetzt aber specieller den Werth 

0(*) = Jlsiu-^*» (175) 

so stellt sieb die Anfangsverrtkckung, als Ordinate zur Absdsse x con- 
struirt» durch eine Sinuslinie mit der Periode L und der Amplitude Ä 
dar; die fortgepflanzte V^rrflckung 0, folgt nach (178) dem Gesetz: 

0, « (sin {z + at) + fim~{»- ao] • (Hö') 

Jeder Theil dieses Ausdruckes ISsst sich durch eine mit der Ge- 
schwindigkeit a nach der negativen oder positiTen Seite fortschrei- 
tende Sinuscurre repräsentiren und crgicbt damit eine sogenannte 
fortschreitende einfache Sinusschwingung» welche jedem 
Punkte « «■ sc eine periodische Bewegung mit der £k;hwmgung8- 
dauer T^Lja ertbefli 

Zieht man in (175') beide Theile in ein Glied zusammen, so er- 
hält man die Formel; 

<t>^ = A cos - j — sm - ^ - 5 (i ' } 

sie giebt, wie <D' construirt, gleichfalls eine Sinuscurve, deren sämmt- 
lichen Ordinaten mit der Periode T =» Lja gleichzeitig und pro- 
portional wachsen oder abnehmen, so dass also die isolirtcn Stellen, 
welche zu irgend einer Zeit die Verrückung Null haben, auch immer 

W. ToMT» NvdHulk. Zmito Aalt. 85 
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ruhen. Man nennt solche Bewegungen stehende einfache Sinus- 
se Ii w in gungen. L heisst die zur Schwingungsdauer T gehörige 
Wellenlänge; zwiflcben beiden besteht die Beziebung: 

die Welleulängf i>t also gleich dem Weg, über welchen 
sich eine Verrückung während der Zeit einer Schwingungs- 
dauer fortpflanzt. 

An einer beliebigou Stelle x = tindct ciue Schwingung mit 
der Amplitude vi siu ('J .7 ; ^ L) statt; dieselbe verschwindet, wenn 

«»•^-T^» ^^^^^ ±2,...) 

ist, und besitzt den ;.,'r()Hsten Werth, weuu 

»,--^^^-, (»-0, ±1. ±2....); 

erstere Stellen nennt mau iSchwiugungsknoten, letztere Scbwin- 
gungsbäuche. 

Die Gescbwiudij^kt'it 

r (X> in Ä tn i . 2« * 

— — — ST— Bin — =- sin 



ijl T — T — L 

besitzt ibre j?r()>steii und kleinsten Werthe an denselben Stelleu, wie 
die AmpUtude; dagegen wird die Dilatation 

-^ = 4--^- cos-^, cos-^- 

am gröasten in den Knoten und ist dauernd gleich NoU io den 

Bäuchen. 

Aehnliche Betrachtungen, wie an den Werth der Anfangsvep- 
rttckung (1)70 — ^ sin/« ^, lassen sich an den Werth der Anfangs- 
geschwindigkeit 0'(x) = Äüuhx knüpfen ; sie ergeben indess nichts 
wesentlich Anderes, als im Voistehenden besprochen worden, und 
mögen darum unterbleiben. 



§ 49. Keoliaiiik eiutUolidr Körper. Ebene WtUen in einem dueh 
eine Ebene begrenzten Xediun; der einaeitig begrenzte Faden* 

Während wir im vorigen Abschnitt das elastische Medium nach 
allen Richtungen liin unendlich voraussetzten, wollen wir es nun 
durch eine der Wellenehene parallele Ebene Ije^ren/t <l<'nl;en. Da 0 
überall nnr von x und / abbiin^'t, so kann in dieser Kbene am ein- 
fncb'^ten entweder 0, und damit zugleich ö^iöt, oder aber öO/ö* 
als i^'ouction der Zeit gegeben sein j der lur ^ = 0 stattündeude Werth 
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mu*?« dabei natiirlich mit dicsfn Angaben vereinbar gewählt werden. 
Diese beiden balle wollen wir wie oben zunächst allgemein behan- 
deln und darnach diejenigen wirklichen Verhältnisse au&uchen, denen 
diese Verfügungen eutspre(;lien. 

1. In einem unendlichen homogenen elasti'ichen Medium 
sei für positire Werthe von ; für / = 0 sowohl <|) = <!)"'( als 
<9<t> /6v = <t>'{i), und lür die Ebene » aa 0 für positive Werthe 
von t zugleich 0 = (/) gegeben. 

Das Bereich der ZT- Ebene, in dem sich <t> bei diesem Problem 
bewepjt, ist der zwischen der -\-Z- und der + T'-Axe liegende erste 
Quadrant; verlangt wird die Bestimmung von 0 für einen beliebigen 
Punkt diesesQuadranten 
aus den längs der posi- 
tiven Z-Axe gegebenen 
Werthen von <t> und 
d^jöt und den längs 
der positiven T-Axe ge- 
gebenen Wertben von O. 

Liegt der beiref- 
fende Punkt so, wie p' 
in der Fig. 50, /wischen 
der -f //- und der 
Axe, so ist das bei dem 
Problem auf S. 539 an- 
gewandte Verfahren zu 
benatzen und daher • 
auch das S. 540 erhaltene Resultat (172) ohne weiteres anwendbar. 
Dies hat folgende Bedeutung: 

So lange at<x ist, hat 0 denselben Werth, als w&re 
die Begrenzung in 0 nicht vorhanden^ und es gilt dem- 
gem&ss: 

oder (1*6) 




¥i%. 50. 



Anders, wenn der Punkt, wie p in der Figur, xwiachen der 
und der + T-Axe Hegt, also für ihn > ;c ist; denn dann würde 
die früher gewählte Fl&che F sieh in das Bereich 4^ < 0 erstrecken, 
welches mit dem Betrachteten in keinem Zusammenhang steht, 



85* 
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z. B* die elastische Sabstanz gar nicht za enthalten braucht,^ tind 
demnach auf die Werthe von 0 ftr « > 0 keinen Einäuss haben kann. 

Wir wfthlen deshalb znr Fläche F das in der Figur 50 mit 
PPmPmPb bezeichnete Paralleltrapez. Die Aueftthroog der Integration 
nach n der Gnindformel (171') ergiebt: 

m (j4 (a) («■) 

Im letzten Integral ersetzen wir d| durch d%l}f2 und d<t>/d| 
durch den Werth ans (170^; dann findet sich: 

4> « 1(0, _ 4,,) + ,ljf-dz + 0„ (176') 

worin rechts nur gegebene Werthe der Functionen O und d^jdt 
stehen. Führt man die den Punkten entsprechenden Werthe der 
Variaheln in die fbr O und d^jdi Torgeschriebenen Functionen 
^'{x)t ^(4 ein, so schreibt sich das für at>% geltende Resultat: 

0(«,<)« j(<|»-(«+oO-0»(a*«»))+ -VJ 0'(*W« + I). (176") 

Die Ldsung setzt sich ersichtlich aus drei Tbeilen (D,, 0„, (t> 
zusammen, die für sich genommen folgenden Bedingungen genügen 

für f = U und für ^ = U und 

0 < » <00: 0, « <D'(»), ^' 0 < / <00: a>, « 0, 

Jeder dieser Theile hat eine physikalische Bedeutung und soll 

demgemäss discutirt werden. 

Der erste Theil ist gegeben durch die beiden Formeln: 

verbindet man mit ihnen die Figur 5t) und lässt wieder den Punkt /> 
längs der Parallelen znr 7'-Axe von a nach ß fortschreiten, so er- 
kennt man leieht, wie die Nnllebene (t = 0) auf den Vor^'anu; einwirkt. 

So laiii^'c der Punkt p sich iiocii unterhalb ilcr //-Axe befindet, 
senden die rechts und die links von hcfintllieheu Theile der Z-Axo 
ihre Functionswerthe in normaler Weise zu ihm hin; wenn er 



III 



Digitized by Google 



§ 49. Ebene Welten und eine ihnen parallele Bcgrenzaiig. 540 



aber die H-Axe ttberachritten hat, geschieht dies ferner nur mit 
den rechts liegenden Theilen; links kommen die schon einmal in 
Wirksamkeit gewesenen Elemente zum zweiten Mal daran und die 
Figor weist daranf hin, dass dies in 
derselben Weise geschieht» als wan- 
derten die von den einzelnen Ele- 
menten gelieferten Antheile erst bis 
zur Nnllebene hin nnd kehrten dort 
zugleich ihre Bewegongsrichtang nnd 
ihr Vorzeichen um. Dass dies wirk» 
lieh 80 geschieht, erweist am besten 
die Betrachtnng des schon firtther 
behandelten speciellen Falles. 

Ist nSmlich zur Zeit t = 0 über- 
all O » 0 mit Ausnahme eines sehr 
kleinen Bereiches in der Nähe des 




Wf'rtlif'S X = X , dann «Tiieben die 



Fig. 61. 



Forniein (177), dass 0 üijcrhaupt 
einen vfui N'uU verschifdi'ncn Werth 
nur aul einem gewissen iSystem von Geraden besitzt; und zwar ist: 



<D = 4- ^«D* 



für ai < X längs ^ -f = 

längs » — a/ = 

fUr > s Iftngs » + a< » x^, 
l&ngs = 



Dies sind in Figur 51 ersichtlich die vier Geraden 77,, qq^^ 
nnd man erkennt deutlich, wie die Fortpflanzung nach der posi- 
tiven Soite unbehindert stattfindet, dif nach der negativen zu einer 
Ketlexion an der Nullebene führt, hei welcher mit der FortptlanzunRS- 
gescliwiiidi^keit znul- irh die Verrnckung uu lit dif (j rosse, wohl al)er 
das Vorzficbt'!! iindert Pie (loriden. auf welchen 0 = -f 0" ist, 
sind in thr b igur ausgezogen, diejenigen, aufweichen (p= — ^0* 
ist, gesthcht lt. 

Der zweite Theil von 0 ist gegeben durch die Formeln: 



PI» 



(177) 



nt > %, 0„ = l f<t>'dz^ l f 0' [z] d : ; 
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m ihnen itigen 



wir: 



< », j-^ 



^ (0;, + = ^i^0'{z + at) + 0\z - at)) . 



(177") 



> r, « l (0; - 0;) = 1 (0'(^ + «0 - - 0) • 



Wir erkennen durch Vergleicliung der Formeln (177") mit (177) 
zunächst, dass sich die fortgepflanzte Geschwindigkeit d<t)^Jdt 
durchaus Terhält, wie die fortgepflanzte Verrttcknng 0,, die soeben 
untersucht wurde. 

Dio durch die Anfangsgeschwindigkeit (J)' hervorgerufene Ver- 
rückung 0„ bestimmt sich aus den Werthen O'. welche zwischen 
den Punkten ]>,' und resp. zwi«irhen p. und j>, liegen, analog wie 
hei «lefn vorigen Problem, Genaueres ergiebt wieder die Betrachtung 
eines specielleu Falles. 

Ist nur in einem sehr kleinen Bereich nächst der Welleuebene 
X = eine Anfangsgeschwindigkeit vorhanden, !?o breitet sieh die 
durch sie erregte Verrückung so lange regelmässiff aus, bis sie die 
Nullebene erreicht; die von jener relh ctirten Thtilu zerstören, als 
mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftet, die direct erregten, so 
dass die Verrückiing nur in dciu von den Geraden 9 *?,, qq,, q~q^ be- 
grenzten Streifen der Figur 51 Ton Null verachieden ist Eine jede 
Wellenebene erleidet also dieselbe Yersehiebnng und geht naoh einer 
bestimmten Zeit in die ursprüngliche Lage zurQck. 

Diese Betrachtungen «eigen, dass man die Wirkung 
des Verscbwindens Ton <t> in der Ebene zwtO auf die Aus- 
breitung von AnfangSTerrüokungen und Anfangsgeschwin- 
digkeiten innerhalb des Bereiches 0<»<+ao auch da- 
durch erreichen kann, dass man sich das elastische Medium 
bis «n-^QO erstrecken l&sst nnd an jeder Stelle »^^x^ 
die Anfangswerthe <!>' und 0' denen entgegengesetst gleich 
Torschreibt, welche an der entsprechenden Stelle 
gegeben sind. 

In der Tliat würde dann^ wie die Figur 50 auf S. 547 erläutert» 
die im vorigen Problem angewandte Methode die beiden Theile 
Ton 0 bestimmen su: 



da aber der Werth von <t>' in (entgegengesetzt gleich dem Werth 
in y>, i'^t, und O' auf der ganzen Streckt- die entgegengesetzten 
Werthe hat, wie auf y /-^ — unter /i. den Courdinatenanfang ver- 
standen — , so reduciren sich diese Ausdrücke auf die obigen: 
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Dies Yerfahreii, eine Naliebene darch eine Verlängerung 
der Anfangswerthe zu enetssen^ werden vir weiter unten Tortheilbaft 
Tervenden. 

Der dritte Theil der fortgeptianzten Verrückung ist gegeben 
durch die Formeln: 

at < «, 0„, - 0, ai> X, 0„, - r - T[t - ; (177' 1 

sie erj^ebon den Werth O,,, in oinor Ebene «zur Zeit / > tja jjleich dem, 
welclier in der Ebene r = (i zur Zeit ' — *. stattfand, und sprechen 
das einlache Resultat aus, dass die gesaniinte der Khen«^ r -= 0 
nntjzetliei Ite liewegnn^ sich unveruiiiidert mit der Ge- 
schwindigkeit a nach der 4- ZoKichtung bin fortpflanzt 
Ist z. B. 

so wird, falls wieder aT^L gesetzt wird, für die fort- 

gepflanzte Verrücknng: 

Die vorstehenden G^tze gelten bei der Bewegung in einem 
anendlichen elastischen Medium sowohl f&r die transversale, wie fllr 
die longitndinale Bewegung; doch haben sie nur für letztere direct 
praktisebi' Bedeutnng. Man kann nämÜch den Oberfläcbentheilen 
elastischer Köi*per im Allgemeinen nur dadurch eine yorgeschriebene 
Bewegung ertheüen, dass man sie durch einen Körper von viel grösserer 
Starrheit begrenzt und diesen bewegt Solche Körper sind den 
Gasen gegenüber die als fest bezeichneten; tropfbaren Flüssigkeiten 
und festen elastischen Körpern können wir aber k« in«' di rartigen 
gegenüberstellen, und daher gestatten unsere Formeln zunäcb'st eine 
merklich strenge Auwendung nur auf die normale R* f!exi<>ii von 
Luftwellen an "I'mt ruhenden festen Wand oder aul <lie Krrc^nmg 
von Luftwellen «iurcli die Bew* uung einer solchen, Angenähert 
werden dir ulu^eii l>( >~ult;ite aber überall gültig sein, wo ein einstisches 
Medium von germL'i ni elastischen W iderstände »iureh ein solches 
?on crhebLicii grösserem iu einer Ebene iM ^rt uzt wird. 

Wir fassen die erhaltenen Resultate in lolgeude Siitzf zusanunen: 
Trifft eine ebene Welle senkrecht auf eine daselastiselie 
Medium begrenzende starre Waml. so wird ^ie in der Weise 
reflectirty dass die zurückkehrende Verrückung und Ge- 
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schwindigkeit das entgegengesetzte YorBeicben besitzt, aU 
die ankommende. 

Wird eine das elastische Medium begrenzende Ebene in 
ihrer ganzen Ausdehnung gleicbmftssig bewegt, so pflanzt 
sich die betreffende Verrttckung und Geschwindigkeit in 
ebenen Wellen mit voller Stärke und mit der Geschwindig* 
keit a in das elastische Medium hin fort 

Im üebrigen reflectirt die bewegte Ebene auffallende 
Wellen in dersellien Weise, wie eine starre ruhende Wand. 

Berürksichtiirt man, dass die transversale Bewegung eines «•e- 
spaunten Kadens ebentall'^ durch die Gleichung (169') gegeben war, 
so kann man ergänzend hinzufiitren : 

Alle diese Resultate übertragen sich ungeänderl auf 
die an einem Ende het'estigte oder ebenda in gegebene 
transversale Bewegung versetzte unendliche Saite. — 

2. Tn einem unendlichen elastischenMedium sei fürposi- 
tive W erthe von r für / = 0 sowohl (J) = (!>•{«) als o< = 
und für die Ebouo ^ = 0 von f = 0 an r> (t> I d z = Y{i) ge gehen. 

Das Bereich der ZT- Ebene, auf dem sich O bewegt, ist hier 
ebenso wie bei dem vorigen Problem der erste Quadrant; die vorge- 
schriebenen Werthe liegen auf der Z- und auf der T-Axe. 

Wiederum ist für Punkte p', welche in der Figur 50 auf S. 547 
zwischen der + Z- und der -f i/-Axe liegen, die Begrenzung m x = 0 
noch ganz ohne EinHuss, und es gilt daher für die fortgepflanzte 
YerrOckong; solange at < z ist, die Gleichung (176): 

d<t> 



oder (178) 



Um das Gesetz ftür Punkte zwischen der + H' and der + T-Axe 
zu erhalten, wenden wir das frühere Verfahren erst auf das Viereck 
PPiPpPt '^^^ sodann auf das Dreieck PiPiP^ in Fig. 50 an; ist 
dabei wieder der Coordinatenaufang. 

Ersteres ergiebt nach leichter Itechnung: 

letzteres: 

. 1 re^4> 
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Adtlireu wir diese beiden Gleichungen, so fällt das uubekannte 
<|>, heraus, und wir erhalten: 

fj*.> <n) (fo) 

(Po) (Pt) (/',! 

Nach KiiiSL'tzeii dn- gegebenen Functionen 0', <t>\ V und der 
Coordinaten der Punkte giebt dies auch: 

+ j"<i>'(*)^<* + j^'^*) ^* - " (178") 

0 af -t 0 

Wiederum seifiUlt <t> iu drei Theile O,, 0„, 0,„ von physika- 
liacher Bedeutung und zwar ist: 

für « «- 0 nnd 

6 t 
'dx 



Ar I s 0 und 




50, 




0 < ; <cc; <l>, = 




= 0, 




0, 


d< 




^111 


0, 


Ö0,„ 


-0, 



0 < / <üc 



0, 

ist genau wie 



Die Discussion der Ausdrücke für (t>^, O, 
bei dem vorhergehenden Problem auszuführen; wir beschränken 
uns auf die Mittheilung der Resultate. 

Die l)eiden Functionen OiUndO,, geben die Retlexion der durch eine 
Anf:nigsverri\ckuiig oder eine Antanirsgeschwindigkeit hervorgerufenen 
V'errückungen an der Ebene ? = 0, wo jetzt 
nicht O, sondern oU)/f>; gleich Null ist, 
nnd zeigen, da-ss die rellectirte Ver- 
rückung und (leschwindigkeit <lasselbe 
Vorzeichen besitzt, wie die autVallende. 
Bei Darstellung in der 7'- Ebene wird 
also der von der Anfangsverrückung 0" 
an der Stelle q herrührende Theil 0, 
eich längs der Geraden und 
fortpflanzen, ohne das Vorzeichen zu 
wechseln; diese Linien sind daher in 
der Figur 52 durchweg ausgezogen. Der 
Ton einer Anfangsgeschwindigkeit 0' in q 

herrOhrende Theil 0„ wird sicli in dem Streifen zwischen den Oe- 
raden q^j, mit halber, in dem Winkelraum zwischen der 
Oeraden 9,9« und der T-Aze mit ToUer Stärke ausbreiten, denn 
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der refleetirte Anfh«il Bumnurt rieh zu dem direct erregtoo; dem- 
gemftss und jene Bereiche in der Figur resp. in einfocher und 
doppelter Dichte Tertical schraffirt 

Diese Resultate zeigen, dass man die Wirkung des 7er- 
Schwindens Ton d^fdx in der Ebene » » 0 auf die Aus- 
breitung von AnfangSTerrttckungen und Anfangsgeschwin- 
digkeiten innerhalb des Bereiches 0<»<co auch dadurch 
erreichen kann, dass man sich das elastische Medium bis 
«s— QO erstrecken lässt und an jeder Stelle z^^z^ die 
Anfangswerthe 0' und O' denen gleich Torschreibt, welche 
an der entsprechenden Stelle «as-|-«^^ gegeben sind. 

Der Beweis ist in der S. 550 ungegebenen Weise leicht zu führen. 

Der dritte Theil <l>,„ giebt die Einwirkung der f ür « = 0 vor- 
geschriebenen Deformation d^jdzs^Yify gemäss den Formeln: 

a<<*,<D„ = 0, a<>», 0„ = -a j H> {t)ät', (179) 

0 

der at> z entsprechende Antlieil lässt sich durch die Fläche ver- 
anschaulichen, welche unter der Curve, die —aY{t) als Function 
von l darstellt, zwischen den Ordinalen 0 und t — xja liegt 
Ist beispielsweise 

r(0 = ^8inlji, 
so wird {fit at>z und wegen a L die fortgepflanzte VeirQckung: 

*„(».0 — |^(l-C08 2«({-i)).- 

Was die Anwendung dieser allgemeinen Resultate auf ein unend- 
liches elastisches Medium aDgrht, so folgt aus den allgemeineu For- 
meln {\2^) lür die elastischen Drucke unter der Voraussetzung, dass 
M, Vj w nur von x abhängen: 

-A.-i(<.-o||, -y, = nc-o)ll. -2.-051; (119) 

ferner gelten längs eines Oliertliicheiulcinentes. dessen äussere Nor- 
male die — z^- Richtung ist, lür die äusseren Druckcomponenten 
A, Yf Z die Beziehungen: 

\ = Ä, i; = y, z] = z; 

▼ersteht man also unter 0 successive die Verrflckungscomponenten 

Uf V, ir, so rrkcimt man, dass die Anwendung der gegebenen Werthc 
von df^jdx die Annahme gegebener Werthe der Drucke 
in der A'F- Ebene oder aber gegebener Äusserer Drucke gegen die- 
selbe enthält. 
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Sind duldz, dvjdx^ dwjd» für x » 0 selbst gleich Null Torge- 
schrieben, so entspricht dies dem Falle» dass die A^T-Ebene eine freie 
Oberfläche des elastischen Eöipers ist Angenähert sind die FormelB 
anch dann anzuwenden, wenn der elastische Körper in dieser £bene 
an einen zweiten Ton viel geringerem elastischen Widerstand grenzt» 
z. B. ein fester oder tropfbar flfissiger Körper an ein Gas; desgleichen 
wenn ein mit Lnft erfülltes Bohr sich an einem Ende nach dem 
freien Raum der Atmosphäre öfiOtet, denn in dem Querschnitt der 
Oeffinnng können dann Verdünnungen und Verdichtungen nur in 
geringem Maasse zu Stande kommen, weil die Luft nach allen Seiten 
hin auszuweichen veimag. 

Wir können daher folgende Sätze aussprechen: 

Trifft eine ebene Welle senkrecht auf die durch eine 
parallele Ebene gebildete freie Oberfläche dos elastischen 
Mediums, so wird sie in der Weise reflectirt, dass die um- 
kehrende Verriie kling gleiche Grösse und gleiche Richtung 
besitzt, wie die ankommende. 

Wird auf die begrenzende Ebene in ihrer ganzen Aus- 
dehnung gleich l'örmip eine mit der Zeit belielii? variirende 
Druckkraft mit den Oomponenten X. Y, Z aus;,'eiiht, so 
entstehen dadurch Verrü.ckun'_ren, welelie sich in ebenen 
Wellen mit der Geschwindij^keit " fort)>f lanzen und ihrer 
Grösse nach durch folgende Ausdrucke gegeben sind: 

t - sla 

" 0 = - i j ' A (/) dl, a' = " - , 
0 

0 

t - X a 

^«/^(0^<» «'-T- 

0 

Im Uebrigen reflectirt die Kbene, gegen welche diese 
geii»'benen Druc ke wirken, auffallende Wellen ebenso» als 
wäre sie eine t'rcif ( »bi-rfliicbf. 

Für das Probb in der traiis\ rr>al sehwiugendeu Saite gestatten 
diese Kesultate keine dirccte Anwendung. 

§ 50. Mechanik elastitcher Körper. Ebene Wellen in einem na<dl 
zwei Seiten begrenzten Medium; Pfeifen und Saiten. 

Die Resultate, welche wir im vorigen Abachnitt für die Ein- 
wirkung einer den Wellenebenen parallelen Begrensung des elastischen 
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Mediums erhalten haben, können dazu dienen, das analoge Problem 
za erledigen, wenn zwei dergleichen B^renzongen, etwa für « « 0 
nnd xssl, vorhanden sind. In diesem Falle ist das Bereicb der 
.ZT-Ebene, in dem sich O bewegt, der zwischen »s*0 nnd 
liegende Streifen, und zwar nur der Theil f&r I > 0, falls der Zu- 
stand für < B 0 toTgeschrieben ist 

1* Um das Wesentliche des Vorganges zu abersehen, behandeln 
wir zuerst den einfeushen Fall, dass die AnfangsTor rückung ^ 

und die Anfangsge- 
schwindigkeit <t>' nur 
in unmittelbarer Nähe 
der Stelle Z"*»^ von 
Null rerschieden ge- 
geben ist. Hier liegen 
die Verhältnisse so ein- 
fach, dass es genügt, die 
geltenden besetze zusam- 
menzüstellen; die V»Tglei- 
chunt; mit den Kesultaten 
für die einfache Be tören - 
zung, die in den Fieuren .'> 1 
und 52 verunschauliclit 
sind, lässt ihre Richtigkeit 
sofort euil'H Ilten. 

Ist an 1) eitlen Gren- 
zen <t> = 0 f^egehen, so 
giebt bei der Darstellung 
des Vorganges in der ZI- 
Ebene (Fig. 53) eine posi« 
tiye AnfangSTerrttckung in 
9 für die fortgeptlanzteVOT- 
i ' rttckung positive Werthe 

Fig. 53. Flg. 54. längs der ausgezogenen 

Geraden qq^, qq^, q\q^, 

9^9, u. 8. f., negative längs der gestrichelten Geraden q^q^ 9,?. u. s. f.; 
eine positive Anfangsgeschwindigkeit in q giebt positive Ver- 
rfickungen in den vertical schraffirten Streifen S„ S,, negative 
in den horizontal schraffirten 5„ S,.... Ein jeder Zustand des 
Mediums kehrt nach der Figur 53 von Neuem wieder, wenn at um 
2/ wächst; man nennt daher T^2Ija die Schwingnngsdauer 
des so begrenzten Mediums. 

Ist 0 für «^0, aber d<t>/d« »0 fOrz^lfW giebt if^gnr 54 
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das stattfindende Verhalten an. Die ausgezogenen und die ge- 
strichelten Linien haben dieselbe Bedeutung wie auTor; in den rer- 
tical oder horizontal weit schraffirten Feldern hat die Ton der An- 
fimgsgeschwindigkeit herrOhiende Veirttcknng den einfachen, in den 
dicht schraffirten den doppelten positiven oder nej^tiYen Werth. 
Die gleichen Zustände entsprechen hier yerticalen Abständen aT^ \l\ 
die Schwinguii^'sdauer des so begrenzten Mediums ist also 7»4^/o. 

Ist endlich dO o t =0 fUr « = 0 und für ^ = /, so wird bei 
keiner Reflexion das Vorzeichen umgekehrt; in der f igur Ö5, welche 
diesem Falle oit^itricht, sind daher alle Linien, 
welche die FortpHanzung der positiTen Anfangs- 
verriickung darstellen, ausgezogen. Aber die 
von der Anfangsgeschwindigkeit in q herrühren- 
don Verrückiingcn .bleiben hier nicht wie in den 
vorigen Fällen in bestimmten Grenzen, sondern 
wachsen unau^'pesetzt, denn die dem Medium 
mitgetheilte Anfangsgeschwindigkeit wird hier 
nicht (hircli die \\ irkung der Begrenzung zer- 
stört; ein vollständig freier elastischer Stah 
z. B. wird in Folge der einem seiner (Quer- 
schnitte mitgetheilten Anfangsgeschwindigkeit 
im Ganzen fortscli reiten, was nicht stattHndet, 
wenn eines seiner Knden oder beide festge- 
halten sind. In der Figur 55 ist dies Verhalten durch die wachsende 
Dichtigkeit der Schrafdrnng von Feld zu Feld angedeutet 

Ein jeder Znstand wird hier also hinsichtlich des absoluten 
Werthes der Yerrückungen im Allgemeinen nie wieder erreicht, der 
relative der einzelnen Theile gegen einander nach einer Zeit 7 = 2^/0, 

2. Sind in dem ganzen InterTall 0 < t <l Anfangsrer* 
rttcknngen und Anfangsgeschwindigkeiten gegeben, so 
nimmt Ton jeder Stelle aus eine Verriickung ebenso ihren Ausgang; 
wie es in den Figuren 53 bis 55 für eine Stelle dargestellt ist» und 
es kehren die Anfangszustände nach denselben Intervallen T wieder. 
Indessen giebt diese Betrachtungsweise nicht die deutliche An« 
schauung des Zustandes des ganzen Intervalles 0 < < / für jeden 
Zeitpunkt. Eine solche erhalten wir in vollkommener Weise durch 
die Methode der Verlängerung der Functionen 0** und <t>' fiber 
das Bereich 0 < « < / hinaus, auf welche wir schon S. 550 und 554 
hingewiesen haben. 

Um ihre Anwendung zu zeigen, nehmen wir den zweiten der 
oben besprochenen drei Fälle vor, setzen also voraus, dass <t> b 0 
ist für « — 0 und d<t^jÖx » 0 Air » t 
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Wir denken nns innerhalb dee Bereiches 0<x<l das gegebene 
fp*{x) oder ^'{x) f&r jede Stelle durch die Coordinate einer Ourve 
repräsentirt, welche im Coordinatenanfange die Abacissenaxe schneiden 
uud bei z = l eine horizontale Tangente besitzen miiss, nm mit den 
für 7 = 0 and %^ l gegebenen Bedingungen im Einklang zu stehen. 
Die Verlängerung niuss die Curre in Bezug auf den Punkt x = 0 
und in Bezug auf die Verticale m x — l symmetrisch erscheinen 
lassen, und man erkennt leicht, dass man dadurch zu einer der 
ausgezogenen Curre in Figur (56) analogen geführt wird. 




Fif . 56. 



Der Zustand fiir das ganze zu untersuchende Intervall wird 
dann, soweit er nur von der AnfangsverrUckung herrührt^ 
nach der Formel (17S) 

erhalten^ indem man ein Abbild der ganzen Curre mit der Geschwin- 
digkeit a nach rechts, ein anderes nach links verschiebt und an jeder 
Stelle und zu jeder Zeit die halbe Summe der beiden entsprechen- 
den Coordinaten bildet. 

üm den EinHuss einer Anfangsgeschwindigkeit ^\x^ abzu- 
leiten, Ui die Function (t>' in derselben Weise zu verlängeru, wie 
zuvor (t>'i uud sodaau die i^'unction 

s 

0 

zu construiren, welche proportional mit der Fläche ist, die zwischen 
den zu ü uud * gehörigen Ordinaten und unter der Curve für 
liegt Repräsentirt die ausgezogene Curve in Figur 56 die Function 
0'(^)r so giebt die gestrichelte ein Bild ron X(-). 

üm fOr jede Zeit t die Yerrttckung innerhalb des Bereichea 
0 <x<l zu bilden, hat man dann nach der Formel (;174'") 

ein Abbild der Curve für X mit der Geschwindigkeit a nach der 
positiven, ein anderes nach der negativen Seite zu vei^sehieben und 
an jeder 8telle die Hallte der Differenz ihrer Ordinaten zu bilden. 
Mau erkeuut leicht, besonders für den Fall« dass die Aniaugsver- 
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r&ckung oder -geschwindi^eit nur an einer Stelle TOn Null Ter- 
scliieden ist, wie das 80 erhaltene Resultat mit dem oben anders 
abgeleiteten Tollkommen übereinstimmt 

Die Behandlung der beiden anderen Fülle bietet keine Schwierig- 
keit im*] bestätigt die in dem speciellen Falle crlialteneu fiesultate. 
Soweit dieselben die Schwingungsdaner betreifeu, können vir sie in 
folgenden Satz fassen. 

In einem bei t=0 und bei^= / begrenzten elastischen 
Mediiiiii entsteht durch heliebifre anfängliche Verrückungeu 
und Geschwindigkeiten, die nur von » abhängeUi ein Schwin- 
gungszustandi weicher, wenn 

4> s 0 fttr » B 0 und für « » I 

oder 

t*** 0 für « = 0 und {Vir z^t 

ist, die Periode o; 

a 

hingegen, wenn 



oder 



Ad» 

0 » 0 für » 0 und » U für » » / 
1^ « 0 für « » 0 und 4> » 0 für « » I 



ist, die Periode 4i 

a 

besitzt 

3. Der vorstehende Satz, weldit-r für jedes helit-big 
gewählte System von Ani'angsverrüeku ngen 0 und G»"- 
schwindigkeiteu 4>' gültig ist, gestattet in gewissen sj)e- 
ciellen Fällen eine Krweiterung. die wir durch Hctr.iclitung 
der S. 5 li> gegebenen Gesetze der einlachen steheudcu Smusschwin- 
gungcu leicht tinden werden. 

Eine einfache stehende Schwingung war dargestellt durch 
die Füiuiel 

. . 2n/ . 271* 

0 = ^ cos y sin ^ , 

in welcher L — aTgetetz^ und wie von ganx beliebigen Anfangs- 
punkten aus gerechnet war; für die Dilatation d^jdx folgt daraus: 

An den Stelleu 

s = JAL, (/# = 0, ±1, ±2...) 
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ist dauernd 0 — 0, also je ein Schwingungsknoteii, an den Stdllen 

Xr=l^^U r l.L, {h = 0, ± 1, ±2...) 

ist dauernd d^ld»=^0,9ho je eiu Schwingungsbaach Torhanden. 

Man kann nun bei dergleichen stehenden Schwingungen das 
elastische Medium in zwei Ebenen begrenzen, die durch beliebige 
Knoten gelegt sind, wenn man in ihnen 0 ilauemd gleich Null er- 
hält; ihr Abstand / muss dann den Werth haben: 

/«^jfeL= IknT, 1, 2...). 

Man kann femer das Medium in zwei Ebenen begrenzen, He 
durch beliebige Bäuche gelegt sind, wenn dort ö<t>,öt dauernd 
gleich Null erhalten wird; ihr Abstand l moss dann der gleiche sein 
wie oben, nämlich: 

l^^kL = ^ka2\ (ft» 1, 2...). 

Endlich kann man das Medium begrenzen in einer Ebene änak 
einen Knoten, einer durch einen Bauch| &ll8 in ertterer 0, in letzterer 
d^jdx gleich NnU erhalten wird; ihr Abstand ist dann: 

Die erhalteuen Resultate können wir in der Weise umkehren, 
dass wir den Abstand / der beiden Begrenzungen als gegeben and 
L oder T als verfügbar betrachten. Dann ergiebt sich der Satz: 

Ist ein unendliches elastisebefl Hedium in iwei par- 
allelen Ebenen im Abstand / so begrenzt, dass in beiden 
0 K 0, oder in beiden d0/d» — 0 ist, so können in dem- 
selben einfache stehende Sinusschwingungen besteben von 
der Periode 

ka 

ist hingegen in der einen 0 » 0, in der anderen d0/dz^O, 
so können analoge Schwingungen Ton der Periode 

{ik-l)a 

ZU Stande kommen. 

Dieser Satz enthält die Eiv inzun-j; des aut" S. 559 gec^ebenen für 
den specielleii Fall, dass die dort wüiküriich gelassenen ^>chwingung8- 
formen einlache Sinusschwingungen sind; die dort erlialtenen Schwin- 
gungsdauern erschtiueu jetzt als die grossten unter den ii])erliaui)t 
möglichen und ergeben sich aus den allgemeinen Werthen, wenn 
man darin i = 1 setzt 
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Die erhaltenen GtesetEe gestatten nach dem frtther Gesagten die 
Anwendung auf die Theorie der Schwingungen von Luüsänlen in 
Röhren, d. h. der Töne von Pfeifen. Beiderseitig oflFene und beider- 
seitig pjeschlossene Pfeifen von der Länge I gestatten also stehende 
Schwingungen und sprechen demgemäss bei geeigneter Krregung auf 
Töne an, weiche die Schwingungadaupni T=2!lka besitzen, ein- 
seitig <>ff»'nc auf solche von den Schwmgungsdauem 4//(2A;— l)a. 
Gleiches wie von der beiderseitig geschlossenen Pfeife gilt von der 
beiderseitig Ix'festigten Saite. Da die elastisdien Gleicluingen die 
Superposition verschiedener Bewegungen gestatten, so kuunen be- 
liebige der überhaupt möglichen Töne von Pfeifen und Saiten zu- 
gleich erklingen; die gewöhnlichen Arten der Erregung — Anblasen 
bei Pfeift ii, Streichen, Zupfen oder Sclilngeu hei Saiten — imngeu 
in der That nicht einfache, sondern in bestimmter Weise zu- 
sammengesetzte Töne hervor. Auf eine nähere Erörterung dieser 
Verhältnisse müssen wir hier verzichten. — 



§ 51. Mechanik ela«tiflcher Körper. Kugelwellen; der 

Poiiion'sehe Sati. 

Die allgemeine Gleichung 

-^-a«J<t) (180) 

lässt sioh noch in anderen als den bisher behandelten Fällen auf 
die specieUe Form _ 

znrfickfQhren. 

Wir wollen um einen im Baum beliebig gewählten Punkt p «ine 
Kugelfläche vom Badius r construiren, deren FlAchenelement sein 
möge, die Gleichung (180) mit do multipliciren und über die ganze 
Kugelfläche integriren; setzen wir den Mittelwerth von (t> auf der Fläche 

^J<Ddo = -Q, (180) 
(•) 

SO haben wir dann: 

(•) 

IHe rechte Seite dieser Gleichung formen wir unter Annahme 
stetiger d^jdx^ ... um mit HflUe des Satzes (22 ) auf 9. 867, wo- 
nach fftr ein beliebiges Volumen V und dessen Oberfläche o gilt: 



= (180") 



unter n dio innere Xorniale verstanden. 

W. VoiwT , MMhMiUu Zweite AuA. 86 
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Ts:t r ein unendlich kleine» Volumen nn der S4die x, jf, 
ao kann man »ach achraiben: 

Um diesen Werth in (IMT) la benntien, woUoi wir als Bnnm 
qpede& dM «n do aaliflgende kleine ToIamenilAment dodr wihkn, 
dm erimiten «iid, wenn man nm den Punkt p eine zweite Kogd- 
fliehe mit dem Badins r^dr constmirt und die dadorch erimltene 
Schaale ilurch Elementarkegel nach allen Oberflächenelementen do 
seriegt Das Integral aber o anfilUt hiernach in drei Theile. die 
ai^ auf die Manteidiche «> und die beidmi Gmndliid^n do^ und 
da^ won k' beziehen. Daa Elemmt toq drödcen wir dmch das 
Element ds der Bandcorre « tob do aoa, gemim 

d«. - drdM, 

ud do^ wad dc^ dnch die do eatqweehcsde Segdfifimg dm, gßmim 

do, = rjdm, do^ — r^dm. 

Hiernach nimmt die Gleichung (ISO ') die Gestalt mi: 

was» da % « r, r. = r — dr ist, identiKh wirf mit 

'.r 

M ist hierm die innere Normale aof der Bandcurre «• tou rfo. 

Setzt man diesen Werth non in die Gleichung l^O"" ein, 5«:> 
Terschwruvlet in der Stmune das erste Glied, da jedes Linie n^flement 
li-i Grenze x^if^hen zwei Flächenelem-^n* n : zweimal mit ent- 
ii-.iisi^ese titer Kiv:h*u.nz der NorL-,^.:i iL.ü tLüicr eüi^e^iueeÄriäS 
bleichen Werthen toü c<t> ca aoitriti. 

Es bleibt daher nor: 

er AmrJ r er - ir 4«J * r er 

Hirr kann man die Seiheofo!^ ron Integratiim und DijS»- 
rvtitUi:! die ?ich anf Ton einander ooabhänapge Variable ^rp^^^t 
Tertäkizäciien nnd «rhüLv da aa-. c 

•» 

BS: 
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Multiplicirt man dies mit r, so kann man das Resultat anch schreiben 

und eriiält so die früher betrachtete specielle Form der Differential- 
gleichnng Ton Nenem, nnr stehen jetzt r and rQ an den Stellen, die 

froher ^ and 0 einnahmen. 

^^ ir wenden diese Gleichung im Nachstehenden auf einige 
wichtige Probleme an. 

1. Das erste Ton ihnen soll eine Function O betreffen» 
die neben t nur von r abhängt; in diesem Falle ist Q der auf 
der Kn^elfläche vom Radius r constaate Werth von ct> selbst, und 
die (ileichuDg (182) wird daher zu 

er " öV • ^^^^ 
lat der Raum nach dem Coordinatenant.iiig (r — U) hin durcii 
eine Kugelfläche (r ^ li\ be-^renzt, für die rO oder dr<t>ldr gleich 
Null vorgeschriebe u ist, und ist für t = ü sowohl <J) = 0'(rl als 
c<^jdt = <P'{r) gegeben, so kann man zur Bestimmung von r0 un- 
mittelbar die Methode tou ^ 49 anwenden. Die Grenzbedingung an der 
Flftche {r^B^ ermöglicht die Yerl&ngerung der Functionen 0* und 
0' auf das Gebiet r < (Ür das 0 znn&ohst gar nicht definirt ist 
Anders liegt die Sache, wenn der Baom nach dem Coordinaten* 
anfang hin nicht begrenzt ist; auch hier ist eine Yerl&ngerang der 
Functionen 0* und 0' f^ negative r nothwendig, aber es ist im 
Allgemeinen das Verhalten Ton 0 in dem Punkte r ~ 0 nicht gegeben* 
Wir wollen auf eine Erörterung der Terschiedenen Möglichkeiten 
hier nicht eingehen und einfach das weiter unten bewiesene Resultat 
heranziehen, dass die (da uns in Betracht kommenden Functionen 
0 für r SS 0 der Bedingong 

(r0),„o-O (183') 
genttgen. Nach S. 550 ist dann r0" und r0' so in TerlAngem, 
dass jeder negativen Abscisse r s — der entgegengesetzte 
Werth r0* und r0', also der gleiche Wertii 0* und 0' bei- 
zulegen ist, der r = -f entspriclit. Die UobertragUDg der 
Formeln (177) und (177') auf unseren Fall liefert demgemäss sogleich 
die Resultate 

ftr a< < r: , + 

r0(r,O « J((r + ot)^{r + at) + (r - at)^{r - «/)) + ^\J^^'^'')'^''» 

, ^ ♦'-•'(183") 
und für at > r: r^mt 

r0(r,O - KC»* «O^J'^C»' + «0 - - - '')) + 2u j '**'*'*''^*'''' 

•t-r 

«6» 
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Nimmt mui nur eioe AB&ng^TerrQckuDg ^ in der Nftbe der 
Kngelti&che r » an, so entstehen läemach f&r 4t> swei Kngelwellen, 
von denen die eine mit abnehmender Stärke dch aasbreitet, die 
andere mit wachsender Stärke sich bis auf einen nnendlieh kleinen 
Baum zusammenzieht und darnach sich wieder ansbreitesd der 
enteren mit abnehmender Intensität nachfolgt. 

Die sehr ähnhcb gestalteten Formeln für den Fall, dass an 
einer das Medium nach innen begrcnzenduu Kugel r = R entweder 
r(I> oder dr^ldr verschwindet, während <t> = 0° und d^/dt — ^' 
für t = 0 Torgescbriebeu sind^ braueben nicht aufgeführt zu werden. 
Dagegen mag erwähnt worden, dass die Fälle au jener Kugel be- 
liebig vorgeschriebener r(t) = ^"(0 oder ö r <|)/ö r = H^V) hei ver- 
schwmdeiiilen O und 4>' nach (177 ") und (179) zu den einfachen 
Resultaten fahren: 

at<r - £ 0 = 0, 

- Ä 



(183'") 



a<> r - E 0 - i y(< - — ; 

r * II / ' 

ut<r-B «-ü, 

0 

Der Fall, dass <las Medium nach innen und nach aussen durch 
KugelHiichen begrenzt ist, au tleiien r<t> oder d nXt jdr verschwinden, 
erledigt sich dnr< h die in i? 5i) abgeleittjteu Kesultate. — 

Was nun «lie speoirilere Dtulung der im Vorstehenden erhal- 
tenen Resultate angelit. •^o sind wie trüber Potential* und Drillungs- 
deformationen zu uutcr»cheiden. 

a) Im Kalle der Potentialdeformation kann man O unmittel- 
bar mit dem Delürmatiuuspotential (f identificiren; man darf auch 
unter 0 die cubische Dilatation & verstehen, die nach (lb< ) mit (f 
in der Beziehung steht 

Alp « &. 

In (h r That genügen nach (löl) und (167 ") sowohl ^ als ^ 

der Hauptgleiehung (180). 

Dagegen ist es nicht gestattet, fÖr 0 die aus einem nur r 
enthaltenden l'oiential (f resultirende Verrückung 

B (f 

ZU wählen, da nach S. 534 zwar jede ihrer Componenten nach einer 
Coonlitiatenaxt^, nielit aber sie s< Ibst die Gleichung (180) erfüllt. 

ha die \ errü< knngen (> in unserem Falle stets dem Radius r 
parallel sind| so kann man das Medium durch eine beliebige starre 
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Kegelfläche durch den CoordiuatenaDfang begrenzen, ohne die Ver- 
hältnisse m Terikiidern; dabei kommt wiederum in Betracht, dass 
wir in praxi solche W&ode von genügender Starrheit nur dann her- 
stellen kdnnen» wenn das Medium gasförmig ist Unsere Formeln 
leiten uns so zu gewissen Gesetsen der radialen Schwingungen kegel- 
förmiger Luftsäulen, d. h. zur Theorie der conischen Pfeifen. Sind 
die Pfeifen beiderseits offen, so kann man nach S. 655 an den 
Enden «9- « 0 setzen nnd erhält so» wenn man (t> mit i^- identificirt) 
einen Fall, bei dem an zwei Kugelflächen r0 » 0 Torgeschrieben ist 

b) Im Falle der Drillungsdeformation kann man 0 mit 
jeder der Drillungsfunctionen U, V, W identificiren; man kann aber 
auch die Drillungscomponenten Kvh* selbst dafür wählen, die nach 
S. 586 ebenso wie V, IF die Hauptgleichung (180) befriedigen. Wenn 
X, it, p nur Functionen Ton r sind, so drückt das ersichtlich aus» 
dass sich bei den behandelten Schwingungen jede Kugelfläche wie 
ein starres Gebilde um den Coordinatenanfang dreht Ist fär eine 
Kugelriäche die Drillung als Function der Zeit vorgesclirieben, etwa 
speciell dauernd gleich Null, so entspricht das hiernach dem Fall, 
dass diese Fläche entweder in gegebener Weise gedreht oder aber 
festgehalten wird. Damit ist das Problem, bei dem r0 an einer 
oder an zwei Kugelflächen gegeben ist oder verschwindet, für die 
Drillungsdeformationen sehr einfach gedeutet 

2. Die allgemeine Gleichung (182) 



kann auch dazu dienen, um, falls keine Symmetrie rings um den 
Punkt^ (r » 0] besteht, das Verhalten in ihm selbst zur Zeit t 
zu bestimmen, wenn im ganzen Baume zur Zeit 0 sowohl 
0^0(x,.v,«) als ^c|>/6<*«0'(a!,y,») goL'rhcn ist Da Q den 
Mittelwerth von <J> auf einer Kuu'« ! vom Radius r bezeiolmet, so ist 
natürlich dann fiir / = 0 auch Q = Q' (r) naddQjdt = Q'{r) angebbar. 
Bei einer Darstellung in einer R<i T-Kbeiie sa^zt dies aus, dass 
längs der i2-Axe Q und <^Q/d/ gegeben und <t» für eine beliebige 
Stelle q der a T-A\v gesucht ist 

Führeu wir wieder die Substitution (170) ein, in der jet2t nur 
» mit r zu Tertauscheu ist» so erhalten wir nach (171): 



Wir integriren diese Gleichung längs einer Parallelen zur S-Axe, 
welche durch 7 bis zur i?-Axe gezogen ist und letztere in einem 
Punkt ^ erreichen mdge; dann ergiebt sich: 



d*rQ 



= a 



,6'rQ 
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Enetzen wir den Differentialqtiotaeiiteii nach 9 gfiwJka (17(r; dueh 
BeineD Werth, so findet neb: 

(drQ drQ\ /drQ drQ 

Nun ist die Stelle q dorch r — 0 nnd t^t, die Stelle 9 durch 
r^at, t^O gegeben, nnd wir erhalten bei AuBrechnong der linken 
Seite dieser Formel: 

Der Mittelwerth Q{0,1) der Function <t>, genommen anf einer Kngel 
vom Radias Null um die Stelle pf ist aber der Werth Ton 0 an 
dieser Stelle selbst; demnach erhalten wir: 

^/A s\ { örQ" , rQ'\ 

nnd finden, falls wir anch nnd durch 0* nnd ^ ansdrBcken, 
das Endresultat: 

Dasselbe spricht» wenn wir den Werth r^at in alle Theile der 
Klammer eingeführt denken, folgenden Satz ans: 

Ist in einem unendlichen elastischen Medium eine An- 
fangsyerrficknng und eine Anfangsgeschwindigkeit 

^{x,y,x) gegeben, so erh&lt man die Verrücknng <t>, die an 
einer beliebigen Stelle p zu einer beliebigen Zeit I statt- 
findet, indem man um p eine Kugel vom Radius r — af con* 
struirt, wobei a die dem Medium und der Natur der Ver- 
rttckuDg <t> entsprechende Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
bezeichnet, und die Mittelwerthe von (t>* und 0' auf dieser 
Kugel bestimmt, gem&ss den Formeln: 

in diesen drttokt sich die gesuchte YerrUckung aus nach 
der Formel: 

<t>^= ^g/^ (185-) 

Was die Anwendung dieses hSchst allgemeinen, von Poibsok 
entdeckten Satzes angeht, so kann für <t> jede Function gewählt 
werden^ die der Hauptgleichung (180) genügt: im Falle einer 
Potentialdeformation also ebensowohl das Defonnationspoten* 
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tial ^, als jede seiner Componenteii n., r,. u\ nach den Coordinalen- 
axen, als auch die räumliche Dilataiiuii d-\ im Falle einer Drillunj?s- 
deforiji ition jede der Drillnngsfunctionen U, F, W «dt t jede der 
Verrück aiiiiscomponenten ü„ u\ oder jede der Dnilun;^scompo- 
nenten A, ^, v. Welche dieser (Jritsseu zu bevorzugt'U sind, hängt 
davon ab, in weicher Weise der Aufangsisustand vorgeschrieben ist. 
Stellt derselbe nicht eine reine Potential- oder eine reine DrUluiigä- 
dirfönnalion dar, ao iat er nach dem 8. S33 und 534 Bemerkten in 
diese Theile za serlegen, die sich dann nnabhangig von einander 
fortpflaaaen. FOr die ersteren ist der Parimeter a gleich c/tj ffir 
die letzteren gleich (e~d^/2«. 

Wir wollen den erhaltenen Sata sonSchst benntsen snr Ab- 
leitung des auf S. (^68 yoransgenommenen Resultates Aber das Ver- 
halten der Function 0 in dem Punkt r *» 0 bei Anfangswerthen 
und 0', die nur von r abhftngen. Hier ist fi mit 0 selbst identisch 
und Gleichung (185') ergiebt 

Schliesst man ein unendliches sowie unstetige Functionen ^ 
und ^ auSf so sind beide Glieder stets endlich, also (r0),«o jeden- 
falls gleich Null, wie das oben ausgesprochen ist — 

Wir behandeln als ferneres Beispiel das Problem, die Function 
0, am anschaulichsten die rftumliche Dilatation i^, in einem Punkte p 
zu bestimmen, wenn dieselbe zur Zeit i s 0 innerhalb einer von 
zwei concentrischen Kugeln mit den Radien und B^ begrenzten 
Schaale einen constantcTi Werth C besitzt und im dbrigen Baume 
▼erschwindet; der Punkt p sei dabei ein äusserer. 

Bezeichnet man mit (Oat die Kegelöffnung, welche zu der aus 
der Kogel vom Radius at durch die Schaale ausgeschnittenen Zone 
gehört, 80 ist jetzt: 

^I»**4n di " 

Ist der Abstand des Punktes p Tom Ceuirum der Schaale 
gleich €, so wird: 

= 0 für 0 < < e - Ä,, 

• 0 » 6 + Jj;<a/<oo. 



Digitized by Google 



568 



Mechanik deformirbarer Körper. 



Hieraus folgt: 

0^ ^ 0 für ü<at<e-J{^, 

«0 „ e - < < e + lif, 

«0 „ ^ + < <oo. 

In dem einen Grenzfall, d:uHs R. sieb von i^^ nur unendlich 
wenig unterscheidet, haben wir das S. 564 besprochene Problem 
einer fQr eine Kagelfläche constant gegebenen Anfang^düatation und 
finden jetst: 

<t>„ rs 0 für 0 < < e — Ä, 

at^B — R, 
e — H<ai<e-\-R^ 
ai^e^- Rf 

e-\- Ji<at <00. 

Dies stimmt vollkommon mit dem Inhalt von Formel (183 "). 

lu dem anderen Grenzfall, daaa die Kugel voll ist, also ver- 
scbwindetf erhalten vir; 

<t»,*»0 für 0<at<ß^Rt 

C(e — nt) T» ^ i ^ . T> 

4 

= 0 e-^ R<at<oo* 

Dieser Fall tritt bei O i> näherungsweise ein, wenn ein mit 
▼erdichteter oder verdQnnter Luft gefiLUter Ballon zertrümmert wird. 
Hier steigt die Dilatation ais*e — R schnell von 0 auf CRj2e, 
sinkt dann lineilr mit der Zeit und springt ftir ai^ e-^ R von 
— (7i2/2e wieder auf Null. 

Eine innerhalb eines Eugelranmes constante, positive 
oder negative Dilatation C erregt also in einem äusseren 
Punkte zuerst eine Dilatation gleichen und darnach eine 
entgegengesetzten Vorzeichens; die Differenz des grössten 
und des kleinsten Werthes ist ROIe, falls mit R der Badius 
des Eugelranmes, mit e der Abstand des betrachteten 
Punktes vom Eugelcentrum bezeichnet wird. 
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asa. 
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auf hfliebige Punkte 3üiL 
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338. I 
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Pendel 40:.. 
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AuflfluBw einer id«*alen Flüsaigkeit 
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— bei fehlender Würmeleitung 4<'.fi. 

— bei weehfli'lndein Druik 4<>7. 

— einer reibenden Flüssigkeit dureh 
einen Spult 4>4. 

— durch ein cylindri»ehe8 Kohr 4!^5. 
Axc s. Drehungsaxe. i 



üarometcr 

Befestigung, ihre Bedingungen fUr 

einen elastischen Körper 498. 
— ■ bei Potentialdeformationen 50fi. 
Benennungen 2* 

— ihre Einukhruug in physikalische 
Gesetze i 

Beschleunigung, ihre Definition 12. 

— ihre Zusammensetzung und Zer- 
legung 43. 

— ihre Componenten parallel und nor- 
mal zur Buhn 11. 

— desgl. nach den Coordinatenaxen 
~ in Polarcoordinaten ü. 
Beschleunigung der Schwere fii. 

— ihre Bestimmung mittelst des Pen- 
dels 2Ü2. 

Bewegung eines .Massenpunktes, 
gleichförmige geradlinige 2iL 

— beliebige stetige lü. 

— nichtstetige bJL 

— geradlinige, gegeben durch das 
(»esetz des Ortes biL 

— desgl. bei constanter Kraft 03* 

— desgl. durch Kräfte . die nur von 
Ort oder Zeit oder Ge.schwindigkeit 
abhängen üH. 

— beliebige, in der Ebene und im 
Räume, bestimmt durch gegeb(;ne 
Wertbe der Geschwindigkeiten liL 
Beispiele: L Die Gecchwindig- 

keiten sind lineftre Functionen der 

Coordinaten LL 
IL l'eberfahrt über einen Strom 

mittelst eines Taue» 13. 

desjLil. mittelst <ler Ruder Ifi, 
i Verfoignngs- und Fluclitcurve 77. 

— in der Ebene und im Räume, be- 
Ktiniint durch gegebene Kräfte I5L 
Beispiele: L »eliiefer Wurf MIL 

iL relativ zur rotirenden Erde 
desgl. freier Fall ül 
de.Hgl. horizontaler Wurf ÖlL 
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Bewegung, bedingte SO. 

— auf fester oder bewegter Ober- 
fläche ai. 

— unter allgemeineren Bedingungen 

— auf fester oder bewegter Curve 25. 

— feater ebener Curve 2fi* 
Beispiele: Bewegungen unter der 

Wirkung der Schwere: L auf einur 
festen ebenen Curve Sä» 
speciell auf einer Oeraden 100. 
desgl. auf der Cjcloide iQl- 
2. in einer ruhenden Rngelschaale 

3^ auf einer rotirenden Oeradon 108. 
auf einem Kreis mit gleichförmig 
wachsendem Radius i lQ- 
in einer mit der Erde bewegten 
Kugelschaale 1 12. 

— bei gleitender Reibung auf 
schiefer Ebene 122. 

— auf rotirendem Kreisring 123. 

— unter der Wirkung von 
Schwere und Lufwiderst and 
121. 

— unter derWirkung eines festen 
Wirkungscentrums 138. 

— speciell unter der Wirkung einer 
mit dem Quadrat der Entfernung in- 
direct proportionalen Kraft 142. 

Bewegung zweier Massenpunkte 
unter gegenseitiger Einwir- 
kung lAd. 

— ihre relative Bewegung Ifift 

— ihre Bewegung um den Massen- 
mittelpunkt 16ti. 

— wenn eie in fester gegenseitiger 
Verbindung stehen IfiT. 

— wenn sie zuäaiumenstossen l(>8. 
Bewegung eines Punktsystemes 

unter inneren und gnsseren Kräften 
170. 

— um den Massenmittelpunkt 173. 
Bewegu np eines starren Körpers, 

— bfginueud aus der Ruhe 240. 

— um eine feste Axe 244. 

— um einen feston Punkt 282. 

— freie und bediugte .H<>'>. 

— ebene 310. 

Beispiele: L eine schwere Kreis- 
scheibe auf vollkommen reibender 
Bahn äJJL 
2. eine schwere Kreisscheibe auf ho- 
rizontaler Bahn unter Einwirkung 
von gleitender und rollender Rei- 
bung 313. 
Bewegung einer idealen Flüssig- 
keit, Poteutialbewegung 418. 

— Wirbelbewegung 43fi. 



Bewegung, Potentialbewegnng in 
Begleitimc: von Wirbeln 44ft 
' — combiiürte Bewegung 457. 

— einer reibenden rl Qssigkeit, 
Potential bewegung 4SI. 

' — Wirbelbewegung 

— combinirte Bewegung 482. 

— bei unendlich kleiner Geschwindig- 
keit laL 

Bewegung eines elastischen Kör- 
pers, Potetitialbewegung 534. 

— Drillungäbewcgung äää. 

— in ebenen Wellen im unbegrenzten 
Medium Stää^ 

I — desgl. bei einseitiger Begrenzung &lfi. 
' — desgl. bei zweiseitiger Begrenzung 

' — in Kugelwellen SfiS. 

— allgemeinste, in einem unendlichen 
elastischen Medium in Folge belie- 

' biger Anfangszustände h&lL 
Bewegung, transversale, eines 
gespannten Fadens oder einer 
Saite bä!L 

— speciell ohne Begrenzung 545. 

I — bei einseitiger Begrenzung bh2^ 

— bei beiderseitiger 5fil. 
Bcwegungsgleichnngen für ei- 
nen freien Massenpunkt ^ 

— in Polarcoordinaten r>6. 

— der Bewegung relativ zur rotirenden 
Erde M. 

— für einen an eine Oberfläche ge- 
bundenen Punkt 22. 

— für einen an eine Curve gebunde- 
nen Punkt 

Bewegungsgleichungcn, allge- 
I meine, für einen starren Kör- 
per 22^ 

— für einen um eine feste Axe dreh- 
baren 244. 

' — für einen um einen festen Punkt 
I drehbaren 2M. 

— für einen freien 3üfi. 

I — für ebene Bewegungen 310. 
Bewegungsgleichungcn, allge- 
meine, für nichtstarre Körper 
.HIL 

— für ideale Flüssigkeiten afiä u. ilfi. 

— für reibende Fliit^sigkeiten 477. 

— desgl. bei unendlich kleineu Ge- 
schwindigkeiten 487. 

— für elastische isotrope Körper 53xL 

— speciell für Potentialdeformationen 

I — desgl. für Torsionsdeformationen 

— für eine Saite 537. 

Bc wegungsgrösse eines Massen- 
punktes hiL 
I — eines Punktsystemes 171. 
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Canalprincip 389. 
Centraikräfte, ausgehend von 
einem festen Centrum 

— wirkend nach dem Newton sehen 
Gesetz li^ 

— die unter allen Umständen ge- 
schlossene Bahnen ergeben 146. 

— zwischen zwei freien Punkten 1.^9. 

— innerhalb starrer Körper 184. 

— innerhalb nichtstarrer Körper 3fi2. 
Centrifugalkraft bei einem beweg- 
ten Massenpunkt 

— bei einem um eine feste Axe roti- 
renden Körper •-*47. 

— bei einem um einen festen Punkt 
rotirenden Körper 2fi^ 

— ersetzt die Rotation bei Einföhrung 
eines bewegten Coordinatensystemes 

Coefficient s. Constante. 
Componenteu von Geschwindig- 
keiten 32^ 

— von Beschleunigungen 
Componenten von Kräften ML 

— der auf einen bewegten Punkt wir- 
kenden Kraft nach der Tangente, 
Haupt und Binormale der Bahn h:L 

— dasselbe bei bedingter Bewegung ÜL 

— gegeben durch das Potential im 
weiteren Sinne 13'2. 

— desgl. durch das Potential im enge- 
ren 8inne 134. 

— der Attraction eines Körpers, ge- 
geben durch das Potential 32iL 

— desgl. der Attraction auf einen 
Körper 339. 

Componenten von Drehungsmo- 
meuten 174. 

— speciell der Attraction einen Körper», 
gegeben durch das Potential 221. 

— desgl. der Attraction auf einen 
Körper 339. 

Componenten von Verschiebun- 
gen und Drehungen eines 
starren Körpers 1M7. 

Componenten des Druckes in de- 
formirbaren Körpern äfiß. 

— hydrostatischerGesammtdrucke 
Constanten, der gleitenden Reibung 

— der rollenden Reibung 313. 

— des Luftwiderstandes 

— des Newton sehen Gesetzes H4r>. 

— der innereu Flüssigkeitsreibung 

477. 

— der fiussen^n Flüssigkeitsreihnng 
479. 

— der ElasticitÄt 4^ 
Contiuuitätt^gleichung 3.H3. 



I Contraction eines austretenden Flil»- 
I sigkeits^traliles 4<il. 

— Quer- uder Längs-, eines elastischen 
I Cylinders in Folge von Druckkräften, 

die auf Mantel- und Grundflächen 
( wirken .'> 1 1 . 

I Coordinatentransfurmation, all- 
gemeine, Kormeln dafür 18.^. 

— für Kräfte fiL 

— für Drehungen 152, 

— für Drehungstnomente 197. 

— für Diiformationsgrössen 3üH* 

— für Druckcomponenten Mbü. 
Cycloidenpendel 101 - 
Cylinder, starrer, aufrecht in einer 

schweren Flüssigkeit schwimmend 
41L 

— ruhend in einem Strom einer idealen 
Flüssigkeit 

— rotiri'ud in einer benetzenden rei- 
benden Flüssigkeit, welche von einem 
zweiten Cylinder begrenzt ist 491. 

— als Hohlraum in einem unendlichen 
elastischen Medium, gegen dessen 
Wand cnustante Drucke wirken 

— elastischer Hohl-, unter innerem und 
äusserem Druck und einem Zug pa- 

I rallel der Axe -MB. 

Dämpfung von Scliwiugttngen eines 
' starren Körper» um eine feste Axe 
252. 

, Deformationen, Potential-, eines 
j elastischen Körpers ^^o•i- 

— homogene 

— Drillungs- 517. 
I — conibinirte ■'t-Ti- 

Deforniationsgrössen, Definition 

— ihre Transformation auf neue Coor- 
j dinaten a.M. 

— ihre Geschwindigkeiten 4'Jl. 
Deformationsmoduln liOA. 

! Deformationspotential bQlL 
I Deformationswiderstand hOs. 
I Dehnung B. Dilatation 348. 
' Deviationsniomente, Definition213. 

— um beliebige Axen. ausgedrückt 
j durch die llauptträgheitsmomente'i 1 ti. 
. Dichte, Definition -'O.'». 

— mittlere, der Erde 'AM u. 34ri. 

— der Flüssigkeiten, abhängig vun 
Druck und Temperatur :t84. 

— der Gase desgl. 384. 
Dilatation. gleichr"»rmige. eines Kör- 
pers nach einer Richtung 34h. 

— Axendehnungeu äfLL 

— .Vxenwinkelilnderuu^en 3'>-^. 
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Dilatation einer LSnge ä&!L 

— einer Fläche üÄa. i 

— eines Raumes äM. | 
Dilatationsmodul, cubischer, bei 

allseitig gleichem Druck 50s. j 

— der IjHngs- und Qnerdiliituüon bei 
einseitigem Druck i ■ 

Dilatationsellipsoide ^hh. \ 
Dilatationabauptaxen 34i>. J 

— bei einer Potentialbewegiing 4'21. i 

— bei einer Potentialdeformation ROS. 
Dilatationswideratand 508. | 
Dimension, Definition fi, i 

— einer Geschwimlii^keit 3SL ! 

— eines Impulsea lilL 

— einer Beschleunigung 4i. , 

— einer Kraft iS» 

— einer Arbeit, einer lebendigen Kraft, i 
eines Potentiales, einer Energie Lää. 

— einer Dirhtf' ijQf). 

— eines speciti^cliei» Gewichtes 'iOfi- j 

— der Gravitationsconstanten 34h. \ 

— einer Druckkraft .^64. 

— der Constauten der inneren Reibung 
einer Flüssigkeit 477. 

— desgl. der Susseren Reibung 47fl. 

— der Elasticitätsconstanten 4ft7. 
Drehung eines starren Körpers 

187. 

— ihre Zusammensetzung und Zer- 
legung 

— um parallele Axen IQO- 

— um eine feste Axe durch Kräfte 
IAA. 

— desgl. wenn die Kräfte lineare 
Functionen von Drehungswinkel u. 
Drehungsgeschwindigkeit sind '248. 

— um einen festen Punkt, all- ; 
gemein 2ä2^ 

— desgl. wenn keine Kräfte wirken 

'287. 

— desgl. für einen Rotationskörper, 
der an einem Punkt seiner Axe eine 
constante Kraft erfährt 297. 

— desgl. bei Anziehung eines um den 
festen Punkt kreisenden Attractions- 
centrums 3ol. 

— eines unendlich kleinen Be- 
reichs «'incs nicli tstarren Kör- 
pers übO. 

DrehuQgsaxen, augenblickliche Ifiäi 

— natürliche 21fi. 

— permanente 

Drehungägeschwindigkeit eines 
Massenpunktes in seiner Bahn 13^ 

— rcsultirende, einesi starren Körpers 
um einen festen Punkt, wenn keine 
Kräfte wirken 'j8fl. 

— um die Nonnale zur invariabeln 
Ebene 22i. j 



Drehungsgeachwindigkeit der 
Kreiselaxe um die Normale der in- 
variabeln Ebene bei Wirkung einer 
constanten Kraft auf einen Punkt 
der Axe HOO- 

— desgl. bei Anziehung einet* um sie 
kreisenden Attractionscentrums ^04. 

Drehungsmoment einer Kmft 

— mehrerer Kräfte LSI 

— seine empirische Bestimmung 2äfi, 

— der Attraction auf einen starren 
Körper, bestimmt durch da» Poten- 
tial aüi. 

— der gep:en.seitigen Attraction zweier 
Körper 

— welches eine Kugel erfahrt, die 
innerhalb einer reibenden Flüssigkeit 
rotiit 491. 

Drehungsmomente eines Kraft- 
system es um die Coordinatenaxcn 
I7.q. 

Drillung oder Torsion, gleichför- 
mige, eines Cylinders hlä. 

Drillungsmodul b2!L 

Drillungscomponenten bOK. 

Drillungsdeformation 51 s. 

Drillungsfunctionen .'S 18. 

Drillungspoteutial 519. 

Drillnngsschwingungen b2h. 

Drillungswiderstand b22^ 

Druck eines bewegten Punktes 
gegen eine Oberfläche OL 

— gegen eine Curve dSL 

— eines schweren Punktes gegen eine 
ebene Curve SSi 

— eines ruhenden starren Kör- 
pers auf drei Unterstützungspnnkte 

— eines um eine feste Axe rotirenden 
Körpers gegen die Axe 247. 

— gesammter, einer ruhenden Flüs- 
sigkeit gegen eine geschlossene Ober- 
fläche 40'I. 

— gegen ein FlSchenstück 41 2. 

— eines Stromes einer idealen Flüssig- 
keit gegen eine ruhende Kugel 432. 

— desgl. einer reibenden und benetzen- 
den Flüssigkeit 498. 

— des Strahles einer idealen Flüssig- 
keit gegen eine starre Oberfläche 
470. 

— hydraulischer, in einer idealen 
Flüssigkeit 4<i4. 

— in einem Gas 468. 
Druckänderung in einem Gasometer 

in Folge des Ausströmens 467. 
Druckcomponenten in deformir- 
baren Körpern StiÜi. 

— ihre TrHUi-formation auf andere 
Coordinaten 380. 
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Druckcomponenten in idealen Flüa- 

8if;keiten 

— iu rüibüuden FlOssigkciten 4*78- 

— in elastischen festen Körpern 495. 

— in elastisehcn Flüssigkeiten 496. 

— in Gftsen 496. 
Druckellipsoide Slh. 

£bbe und Fluth 
Ebene, schiefe liHL 

— invariable 175- 

Einheiten, fundamentale und abge- 
leitete fL. 

— EinfQhrung neuer 3. 

— für Länge und Zeit 3. 

— für Geschwindigkeit 3ö± 

— für Masse 3ii. 

— für Impuls 3iL 

— für Kraft 

Energie eines Mas^ienpunktcs unter 
Wirkung gegebener Kräfte im all- 
gemeinen Sinne 

— im engeren Sinne 135. 

— zweier wechschvirkender Massen- 
punkte l£ä. 

— einet« Piinktsjstomes bei Einwirkung 
von äusäorfu und inneren Kräften 
178. 

— einer bewegten idealen Flüssigkeit 

460. 

Ergiebigkeit einer Quelle oder Senke 
425- 



Fall, freier, unter der Wirkung der 
Schwere 

— auf rotirender Erde ÄL. 

— auf festen Cnrven SS* 

— auf reibender schiefer Ebene 122. 
Fallmaschinc von Atwood ßÄ- 

— ihre Theorie hei ßerücksichtigtnig 
des Trägheitsmomentes der Kollr, 
des Gewichtes des Fadens und der 
Axenreibung 'ibiL 

Kallversuch von Benzenberg 89. 
Festigkeit eines Hohlcylinder« hei 

äusHcretn und innerem l>ruck 516. 
Flächen des Aus- und Eintritts in 

Flüssigkeiten 417. 
Flächengeschwindigkeit 14». 
Flächenmoment 17.^. 
Flächensätze fWr einen Masnenpunkt 

unter der Wirkung eines festen At- 

tractionscentrums 140. 

— für zwei freie Punkte 161. 

— Tür ein Punktsystem 1 7.<t. 
Flfissigkeiteu, ideale, ihr Glciih 

gewicht :<,sr>. 

— ihre Potentialhewegungcn 418. 



! Flüssigkeiten, ideale, ihre Wirbel- 
bewegungen 436. 
— ihre couibluirten Bewegungen 4R7. 

, — reibende, ihre Bewegungen 47.^. 

! — desgl. bei unendlich kleinen Ge- 
schwindigkeiten 487. 



(f esammtdrucke ruhender Flüs- 
sigkeiten gegen starre Körper 

402. 

G e s c h w i n d i g k e i t der gleichförmigen 
I Bewegung 

— ihre Zusammensetzung und Zer- 
' leguug El. 

I — iure plötzliche Aenderung durch 
I einen Impuls 3fi, 

— bei btiliebiger Bewegung 41 u. 44. 

— deren Compouenten nach den Coor- 
' dinatenaxen 4iL 

j — desgl. in Polarcoordinaten IL 

Geschwindigkeitspotential, Defi- 
nition 418. 

— Wertlie dafür, abgeleitet aus dem 
NEWTON'schen Potential von Masseu- 
punkten 

— desgl. aus dem logarithmischeu Po- 
tential 433. 

Gewicht, eines Massenpunktes ^ 

— eines Körpors 21M. 

— speeifi&cbfö liüiL 
Gleichgewicht eines Massen- 
punktes, allgemeine Bedingungen 

— speciell auf festen Oberflächen oder 
Curven LliL 

I — eines schweren Punktes auf reiben- 
I der schiefer Ebene 118. 

— desgl. bei Einwirkung einer con- 
stHuten Kraft 119. 

Gleichgewicht eines starren 
' Körpers, allgemeine Bedingungen 

Beispiele: L eines um einen festen 

Punkt drehbaren Körpers 226. 
2- desgl. um ein«.* ffste Axe 
3. eines in 'i Puiikit-u unterstützten 
Körpers 232. 
j eines biHlar aufgehäugten Körpers 

IL einer auf drei anderen liegenden 
schweren Kugel unter Einwirkung 
I gleitender Keihung 2^ 
I — eines um cintMi festen l'uiikt dreh- 
baren starreu Körpers bei Einwirkung 
eines l'oteutiales 341. 
(Ueichgewicht von FlOssigkei- 
I ten, allgemeine Bedingungen 3M. 
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Hoispiele: L FlflMigkoit unter der 
Wirkuiij; der 8<*liwere. oommunici- 
ixnulo Ki>hrtM». Mauoinotor 391. 

2» unt^r dor Autiehuni» eine« oder 
mehrerer tVstor Centren 3»4. 

S. boi Kinwirkunc von Rotation und 
Schwerkraft 

L. dosgl. von Kotatic'tt und Aniiehung 

^ d«*«^. vou Rotation und Anziehang 
«wvior l>ntra. Ebbe und F!uth 
3$9. 

Ii lei chjrewioht schwimmender 
Korper. aiIj:enKÜne Bt>iiu^ngeii 

Heispiel: ein *ufrecht schwimmen- 
der Krei5cvlinder 4t 1. 
Gleioh^ewicV>t elÄ*ti*oher Kör- 

{»er. allp*mein« Bexlio^runi^ n tar 
:^ote Qtialdefv^rmaiionen 
Beispiele: Lbeliebii^^rK-^rper unter 

»ilseihir gleichem l>ruck .VT. 
3- cv liadnscher Körper bei Tifrschie- 
vtettem IMick p^^xn MiDCe]- ia:d 
rull^•. t". iv" heu > 1 0 
1. rev■h^^:k.i:^■^s Ws«* S;i verschie- 
denetti Pruck tvo^u alle diei 
K'ivhea|v*Are Mi. 
Ii H .'It.-.:^', bei '.rrfcb.i^-decvr: 
l Vick ia: uioere aus: i^i-s^erei^lv: biT- 
> *. 

> >; ■ y \ -islfr be i verjc ciec-e iir? zi 
lV.:vk •siX'ifre. z:!'; 
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Impuls, der nur die Richtung, aber 
nicht die Grösse der Geschwindig- 
keit ändert ill 



Körper, starrer ISI. 

— elastischer 433. 

— isotroper 47.'>. 
Kraft, Definition 

— Zusammensetznng und Zerlegung 50. 

— des^ speciell nach der Richtung 
der Tan;:ente. Haupt- and Binonnale 
der Bahn ^ 

— bei geradlini^rer Bewegung 

— b^i krummliniger mit constanter 
Ge*ohwindigkeit 03. 

— nur :ibhlngig von Zeit. Ort und 
Geschwindigkeit iL 

— dieselbe wirksam auf rerschiedene 
Maajenpunkte til^ 

— aerlegt nach Tangente. Haopc- and 
Binormale einer ie:«-teB Bahn äL 

Kratt. cons^rvariTe . deren Compo- 
nra:en -.iunrh ein Potential aaedrück- 
bar än i Lü u. ÜL 

Kritte. »a* e:aea starren Kör- 
per ausj-eibt, Terschiebbar in 
:ijer K:oiKt=^ i 

— nsaaisreiLierjbvAr ra etaer Res-'zlti- 
rec :ea f^J 

— :e:?^_ lu eia-fr EesalrireBd^fi »»i 
eiri-eca xn xi-fren Riciuesag wirkenden. 

Kta*:. 1- r : ^T*. rir etaea Madses- 

•^f — •■^'^ 

— ^iz. P.::ii:?7?Oeai IT*. 

:>*:. 

— rlr TLH-fc icarrwi K"-\er f±L 

S. r i -■ : if n •. - : ^ L r 1 3. i. : i' 
3 :'v 

X r . ■? ? : V ' c i. j, r i 1 1"> T 

i T- i.i^ire«-' I ;■: .n!i»;r^ :'i3jCyi l'-i-L 

— ! • i.::':'i iit^ i.Lr ^'jian»i'ff' i-^*- 
xtX' --"i-r- rut^nit -urraj 

— ^ "III ii>- r^'iiäSiCS:"!: W^'x^ei 
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Kugel, rahend in einer ebenfalls im 
Unendlichen ruhenden, im Kudlichen 
beM egteu Flüesigkctt 45». 

— rotirend in einer nach aussen un- 
begrenzten oder durch eine concon- 
trische Kugel begrt-nzttm reibenden 
Flüssigkeit AML 

— geradlinig fortschreitend in einer 
ttijendlichen reibenden Flüssigkeit 

Kugel, gegen welche con^tante Dmcke 
wirken, als Begrenzung i-inos lluhl- 
raumcs in einem unendlichen elasti- 
schen Medtnm •'»13- 

— bohle, elastische unter cunstantem 
äusseren und inneren Druck öl 4. 

— einstische, dcformirt in Folge ihrer 
eigeaeu (iruvitutioa öüL 

Kugelwellen in einem unendlichen 
elastischen Medium &fiB< 

Lagenänderung eines starren Systo- 

mes 184. 
Luftwiderstand 12A^ 

— seine Arbeit 120. 

Maasssjstem, absolutes fi< 

— technisches fifi- 
Manometer äM. 

Masse, Definition gleicher Quantität 

f&r verschiedene Substanzen äfi. 
Massenmittelpunkt, Definition lft7. 

Oberflachenbedtn^jungen, allge- 
meine, für uicbtstarrc Körper S6I u. 

— für eine ideale Flüssigkeit 385. 

— filr eine reiben«le FlUst*igkeit 478. 

— für einen elastischen Korper 498. 

— desgl. für den Fall einer Hotential- 
deformation .'>or>- 

— desgl. für den Fall der gleichför- 
migen Drillung ^;^L 

Parallel«)gramm odcrPoljgou der 
GeMchwindifrkeiten iL 

— der Krftftf 

Pendel, einfaches; Cycloidenpendel 
101. 

— Kreispeudcl bei unendlich kleinen 
Amplituden 102. 

— fephiirisches deagl. 11)2. 

— Foncault'sches 

— Fehlerquelle hierbei i(>7- 

Pendcl, zusammeugesctztes, be- 
nutzt zur Bestimmung der Be- 
schleunigung durch die Schwere '£&2j. 



Pendel, Schwinpingsdauer bei end- 
licher Amplitude iÜLL 

— Beobachtung der Schwingungsdauer 
iifiä. 

— Fadenpendel 2fifi. 

— Elimination von Inhomogenitäten 
der Substanz 2£ä. 

— Einfiuss der Aufhängung '^7» 

— Theorie der Wirkung einer nach 
einem Kreiscylinder abgestumpften 
Schneide 271. 

— Kinrichtung von Bessel 274. 

— Einfiuss der Luft g?.»». 

— Revorsionspendel 277. 

— Elimination der Abstumpfung der 
Axenschneiden 

— Jiistiren 2M1L 

— Eliuunatiun des Einflusses der Luft 

Phase einer Oscillation ML 
Pieaometer, seine Theorie 5Ü3^ 
Potential, im weiteren Sinne 

— im engeren Sinne 1.'!4. 

— Bedingung für Existenz des letzte- 
ren L3^ 

— seine Eigenschaften IM. 

— der CenLralkräfte 

— der Wechselwirkung zwischen zwei 
Massenpunkten 1^3. 

Potential der NEwxoN'schen At- 
traction einzelner Massenpunkte ä!L 

— räumlich vertheilter Massen SÜIL 

— insbesondere auf ferne Punkte lüü 

— de6gl. auf innere Punkte älL, 

— von in concentrischen Schielt ten 
homogenen Kugeln und Kugel- 
schaaTen auf äu-^^ere und innere 
Punkte 

— der Wechselwirkung zweier räum- 
licher Massen 3H9. 

— desgl. für zwei einander ferne 
Massen 341 . 

— desgl. für zwei Kugeln oder Kugel- 
Bchaalen 344. 

Potential, Newton 'seh es, einzel- 
ner und gepaarter Massen- 
punkte, benutzt zur Ableitung von 
(ieschwindigkeitspotcntialen für ide- 
ale FlÜH8i(j;keit«'n iiili. 

— ebenso von Wirbelfunctionen 44(i. 

— angewandt zur Ableitung von De- 
formationspotentialen für elastische 
Körper ."> 1 3. 

— ebcn.<4o von Drilliuigspotentialen 

Potential, logarithmisches, ein- 
zelner und ^^t'paarter Punkte, 
benutzt zur Ableitung von Oeschwiu- 
digkeitüpotentiiilen 433. 

_ ebenso von Wirbelfunktionen 44H. 
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Potential, logarithmieches, an- 
gewandt zur Ableitung von Defor- 
matioiiBpotentialen für elastische 
Körp«r -MS. 

i*ote 11 ti a! h e wcgung einer idealen 
FlÜHöigkeit 417. 

— desgl. in Begleitung von Wirbeln 

449. 

— einer reibenden Flüssigkeit 4SI. 
Potentialdeformation eines elasti- 
schen K{»rpers f)()2. 

Potentialtliiclien fiir Kräftepoten- 
tialc 

— der Attraktion rSumHch anstrodphn- 
ter Massen auf feruf 1 'unkte lilüL 

— fiir Geschwindigkeitspotentiale i^SL ■ 

— fiir Deformationspotentiale düZ. 
Potentialncb wingungen eines ela- 
stischen Körpers 534. 

Prftces8ion 304. 

Princip der Gleichheit von Wirkung 

und Gegenwirkung 
Punkt, materieller 21. 

— Frage, wann ein Körper als mate- 
rieller Punkt zu behandeln ist 307- 

Quellen und Senken im Räume 

— in der Ebene 433. 

— in der Ebene, reciprok zu Wirbel- 
punkten 453. 

Quellpaarc im Räume 

— äquivalent mit unendlich kleinen 
Wirbelringen 451. 

— in der Ebene 434. 

— äquivalent mit Wirbelpaaren 453. 
Quercontraction und -dilatation 

eines cylindrischen elastischen Kör- 
pers 511. 

Reactionsdruck fester Oberflächen 

— fester Curven 

— eines FlÜBsigkeitsstrahles 469. 
Reflexion, normale, ebener Wellen 

in einem unendlichen elastischen Me- 
dium an einer ebenen festen Wand 

— desgl. an einer ebenen freien Ober- 
fläche hhh. 

— von Seilwellen an dem Befesti- 
guugepunkt hh^ 

Reibung, gleitende, von starren 
Körpern an festen Bahnen 117. 

— vollkommene 311. 

— rollende aiSx 

— innere von Flüssigkeiten 473. 

— äussere von Flüssigkeiten, auein- 
ander oder an festen Wänden 478. 



Rohren, communicirende 392. 
Rotation s. Drehung. 

Saite, allgemeine Gleichungen ihrer 
Bewegung bäl. 

— unbegrenzte 

— einseitig befestigte 552. 

— beiderseitig bc- festigte ."»61. 
Sealaren 1. 

I Sealares Feld L 
I Schraubenbewegung 132. 
Schwere, ihre Beschleunigung 65. 

— desgl. auf der rotirenden Erde Öfi. 

— deren Bestimmung mittels des Pen- 
dels mL 

— und Gravitation I51. 

— auf den Mond wirkend i -Sfi- 

— ihre Aenderung an der Erdober- 
fläche im. 

Schwerpunkt, Definition 

— seine Bewegung bei zwei freien 
Massenpunkten 160. 

— desgl. bei einem Punktsystem 172. 

— mechanische Bedeutung 203- 

— für ein System von in ihren Enden 
verbundenen homogenen Geraden 
201 

— für homogene Polygone und daraus 
zusammengefügte Gebilde 20^ 

— für homogene Polyöder 2fiS. 

— für einen homogenen Kreisbogen 

— für ein homogenes Kugelflächenscg- 
ment 2Ü9. 

— fiir einen ' homogenen Kugelsector 
2 1 0. 

— Einfluss einer Inhomogenität 21SL 
Schwingungen in einem elasti- 
schen Medium, Potential- und 
Drillungs- äM. 

— transversale und longitudinale hA^ 

— fortschreitende Sinusschwingungen 

— stehende Sinusschwingungen .')46. 
\ Schwingungsdauer des Cykloiden- 
I pendels 102. 

— des Kreispendels bei unendlich klei- 
ner Amplitude 1112. 

I — de.««gl. bei endlicher Amplitude 

— Methoden zu ihrer Beobachtung 

2<?5. 

— von Wellen in einem durch zwei par- 
1 allele Ebenen begrenzten elastischen 

Medium, allgemein 5f)6. 

— bei apczieller Erregung 559. 

— von (»ff'enen und gedecKtcn Pfeifen, 
von Saiten 5fil. 
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Scb w i n;?u ii^^sk n«> t tjn und BSuclie 
bei äteiifiideit Siim.'<schwingungen 
54H. 

Senken s. Quellen. 
Stabilität des leichge\vi<.hte.'* 
eines Massenpunktea hiL 

— eines Punkte.** unter der Wirkung 
eines Potentialen I M7. 

— eines starren Körpers dei»f;l. I . 

— eines auf einer Flüssigkeit schwim- 
in«'nden schweren Körper» 40H. 

Stoss zweier Ma^«äenpunkte ItiS. 

— de.sgl. zweier Punktsystteme 182. 

— zweier weicher Körp- r 1 SS. 

— oder Druck eine^ Fliissigkeits- 
straiile« 470. 

Strömung einer reibenden Flüssigkeit 
in einer Spalte 4S4. 

— <le8gl. in einem otfenf.'u Canul 4.S5. 
de.sgl. in einem I{oideylin<ler 

Stromlinien und -fäden 414. 



Tensoren 

— ihre Zudammensetzinig 20» 
Ten sorco m pone Uten ü 
Teusorteld LL 
Tensortripel LL 

— ihre Componenteu L2i 
~ deren Merkmale IL 
Theorie der Waage •i2s. 

— der l»ifilaren Anfbängnng unter 
Rücksielit auf die Drillung der Fäden 
•23 S 

— der ATWoon'sehen ^ Fallinaacbine 
unter Kücksicbt auf das Trägheits- 
moment der Kolle. das Gewicht des 
Fadens und die Axenreibunc 2M). 

— gedämpfter Schwingungen bei klei- 
ner .Amplitude 2 '>•-». 

— der Anwendung de.s Pendels zur 
Bestimmung der Beyehleuniguug 
durch die Schwere '2i\'2. 

— des l'iezonieterü 50'.>. 
Torsion Drillung. 
Trägheit :iL 

— KichtunL'.s- und rreschwindigkeits- 
trägheit iilL 

Träghe itsuioment eine.« .-starren 
K'irperh. Definition '2 1 

— eiuej* zu,-, immengesetzten Körpers 

- eines Körpers um verschiedene 
Axen durch einen Punkt 2 1 r> 

— nn^ parallele .\xt n 21.'^. 

— fiir eine h<>m »geno Kreiss^cheibe ÜSL 

— für einen Kreiacylin<ler 220. 

— fiir eine Kugel 220. 

— für ein dreiaxige.-^ Ellii».Hoid 



Trägheitsmoment, seine cmpirisclie 

Be.stiuimung 2.">tV 
Trägbeit-sprincip HL 

A ectoren !L 

axiale und polare iL 
im scalan'u Feld IL 

— ihr ^'orzeichen lä. 

— ihre Zusammensetzung It:. 
Vee torcom ponen t e n LL 

— ihre Vorzeichen LL 

— ihre Erkennung."!zeiehen ÜL 
Vectorfeld iL 

Verrück ungen. allgemein.ste, eine» 
starren Körpers 1>4 

— ihre Zerlegung in Verschiebungen 
und DrthungiMi IST. 

— ihre Zusammensetzung HH. 

— allgemeinste stetige eine» nicht- 
>tarren Körper« 34t>. 

— ihre Zerlegmig in Verschiebungen, 
Drehungen un«t Dehnungen :-t4". 

Verschiebungen eines starren Kör- 
pers 1 K7 

Waage, ihre Tlu-orie 22s. 

— Elimination der Axeureibung 2<)1. 

Wellen, ebene, in einem unend- 
lichen e 1 astif^cli en Medium, 
ihre Erregung und Fortpllanzniij,', 
wenn kein«' Begrenzung vorhanden 
ist hli^ 

— ihr Verhalten, wenn an einer parab 
lelen Ebene <lie Verriickung gegeben 
ist 

— desgl. wenn d:ujelbst die Spannung 
oder die äussere Druckkraft gegeVien 
ist T\7yA 

— desgl. wenn d:is Medium durch zwei 
parallele Ebenen begrenzt ist ■''>.^l■^■ 

— Kugel- .'»tül 

Wirbel in idealen Flüssigkeiten 4.'<6. 

— Be<lingung ihres :<tationiiren Ver- 
haltens HL 

— in reil)enden Flü-^sigkeiten 4m2. 
W i r b e I c «j m p o n i' n t e n 4.'i(;, 

— Werihe dafür, entwickelt au» dem 
XEWTos'scIien Potential von .Ma.«*»en- 
punkteu 44.">. 

— ebenso ans dem iitgarilhmischen 
Potential 44S. 

Wirbelfiiden und -linien, Defini- 
tion 4 :(■■<■ 

— geradUnige parallel«' ndt «••■nstanfer 
Kotationsgesehwinöigkeit 444. 

— krei.sr3rmiy:e, mit aut concentrirfclien 
Kugeln eunstanfer <i< s(_hwin»ligkeit 
Ali 
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WirbelfädiMi und -linien ftof eo- 
axialeD Kn-iscylinilcrn 448. 

— geschlossene, in Meridianobeuen 
H^nde 447. 

— gerndlini>;.>. normal SU einer Axe 
stehende 44». 

— geradlinige paranele, bewegen sidi 
gegenseitig 455. 

W irbelfuuctionen 444. 

— ihre Eigeufichaften ausserhalb de» 
mit Wirbeln «rftlllten Raamea 449. 

Wirbelmoment 441. 

Wirbel paare in der Ebene ftqniTa- 
leut mit Quellpaaren 453. 

Wirbelringei unendlich kleine, im 
K.iutne, Iqnivaient mit Quellpaaren 

451. 

Warf, vcrticaler 66. 

— schiefer 80. 

— auf rotireuder Erde bT. 



ister. 

' Ziihlw.-rth einer physlkalisehen 

Grösse 2. 

. Zerlegung der lebendigen Kraft eines 
' Punktaystemes 180. 

— unendlicli kleiner VerrüekungM 
1 eines starren Körpers 187. 

• — unendlich kleiner stetiger Ver- 
ruckuugcn eines niehtstarren Kör- 
pers 347. 

' ZerlegungundZusammensetzung 
von gleichförmigen Cieschwindig* 
< kciten 31. 
I — von Iropttteen 37. 

— von Bcschlf'uni^^iingen 43. 
I — von Kräften &U. 

I Zusammensetsung ron Keiften, die 
j auf einen starren Körper wirken 

I 199. 

I von Verschiebungen und Drehungen 

eines starren Körpers 191. 

— vou Drehaugamomeutcn 197. 



Verbesserungen. 

17t ZeUe 10 v. u. setie (25) nnd (26) an Stelle von (17) und (18). 
S. 228 und 224 setse i* an Stelle von r* 
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UNO KONSTANTEN DER PHYSIK 
nach dem neuesten Stande der WiMeotehaft «jritematiwh daigeetelll 
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Dr. Felix Auerbach, 

Professor der tfa«or«tiaeb«D Phyiik «o der Unifenltit Jena, 
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LEHRBUCH 

DBB 

EXPERIMENTALPHYSIK 

Bttoi eigeneii Studium uud zum Gebrauch bei Vorlesungen 

TOD 

Dr. Eduard Rieoke, 

0. i. Pntmar d«r rby»ik an <lrr t^iifwltlt GMUnini. 

7rr^\ Bände. 
Mit gegen 700 Frgurcn im Text. 
Ltix. S. jjeh. Iii jt, geb. in Ganzleinen 20 .4t. 

„Unter den iieuerdiu(^s erscliienencn Ivehrbilchem der Experimentalphysik 
für HucliHchulen nimmt das vorlieg'ende eine in doppelter Hinzieht beMondere 
Stellung ein. bititet einerseits «ine wirkliche Hochschulphyaik, indem es die 
elementare Darxtellungnwoise jener meist für eine sehr tnigleich vorgebildete Zu« 
hürerschaft berechneten Werke völlig bei 8eite läßt und wirklich die Physik M 
beh.iiifk'lt , wit» man ph im ÜTit^rschied den virhnn'itondcn Ijehranstalteu zur 
Univüi&itÜt üfwaiLeii luuU. Andererseits iihvr oiitlüüt L'f, auch nicht ein bloßes 
Konglomerat des Wi.H»enMw{lrdigiaSen, Honderik trfigt den Stempel einer Per* 
sönlichkeit, in tlercn Geiste der ganze .^tufT ^-Ifii-lisam flüssipr powoiden iirnl tim- 
geschniulzeu worden ist; Ol* zeipt eiiio All vuu kiluhtleriüchom Gepräge, da» 
die Lektüre die>t's Werkes zu einem wahren Genüsse macht. Ein besonclen 
gUnsti^rer Umstaiel ist e«, daß der Verfas-er ilie tlifonitix ho wie ilie experiinen- 
telle heite der i'hysik in gleichem Maße beherrächi; tlemuntaprecliend sind die 
Besiehusgen swischen hwden mit einer Vollkommenheit zur Daretel« 
lung gelangt, wie sie zuvor n'"'^ "i^-lit :■ r.- i r- h t \v,,ri\'''u i-'t." 

(Zettschritt fUr den physikalischen und chemischen Unttnichk 1887.) 

ANWENDUNG 

DER 

DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG 

AUF 

GEOMETRIE 

roll 

Dr. Georg ScheHers, 

o. PrvfeiMr ao der Tsebnioebea Uoctatebnle tu Danmiadl. 
In zwei Bftnden. 

Erster Band. Einführung in die llieorie der Cnrven iu der Ebene und im Baume. 

Mit zahlreichen Figuren im Text, 
gr. 8. IflOl. geh. lO jt, ^^eb. in Ganzl. 11 

Der sweite Band erecheiut im Laufe dea Jahres ISOl. 
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